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CaritToLo IV

LA MECCANICA DI
NEWTON E EULER

(Meccanica Classica)

Generata dall’'opera di Galileo Galilei (Pisa 1564 - Arcetri 1642),
consolidata da Isaac Newton (Woolsthorpe 1642 - Kensington 1727) ed
eretta a sistema da Leonhard Euler (Basilea 1707 - Pietroburgo 1783), la
"meccanica razionale” o "meccanica classica” fornisce i primi fondamen-
tali modelli matematici della fisica. I corpi in movimento sono rappre-
sentati da singoli punti o da insiemi continui di punti, mobili con o senza
vincoli nello spazio affine tridimensionale euclideo oppure in un oppor-
tuno spazio affine a quattro dimensioni: lo spazio-tempo di Newton. Lo
strumento matematico principale é il calcolo vettoriale negli spazi affini.
Gli enti cinematici che descrivono il moto dei corpi e le sollecitazioni che
lo provocano sono rappresentati da vettori o anche, specialmente nella
meccanica dei continui, da tensori. Gli aspetti puramente cinematici
dei due modelli fondamentali della meccanica razionale, quello del pun-
to e del corpo rigido, sono gia stati trattati nel Capitolo III. In questo
capitolo ne vengono esaminati gli aspetti dinamici.

1. Dinamica del punto libero

Il modello piti semplice che la meccanica newtoniana assume per i
corpi in movimento & quello di punto materiale libero.



2 Capitolo IV §1

DEFINIZIONE 1. Dicesi punto materiale una coppia (P,m) co-
stituita da un punto mobile nello spazio affine tridimensionale euclideo
(rappresentante lo spazio fisico osservato da un riferimento) e da un nu-
mero positivo m detto massa inerziale. Un punto materiale si dice

libero se pud assumere qualunque posizione nello spazio e qualunque
velocita.

La dinamica newtoniana del punto materiale & fondata su principi
la cui discussione & argomento dei corsi di Fisica. Qui li formuliamo
direttamente, mettendone in risalto gli aspetti matematici.

PriNcIP1O 1. Ogni azione atta a provocare il moto di un punto ma-
teriale & rappresentata da un vettore F' detto forza. I moti conseguenti
all’azione di una forza F sono retti dall’equazione

(1)

dove a & I'accelerazione del punto. Per la forza F si postula una legge
di forza cioé una sua dipendenza dalla posizione del punto, dalla sua
velocita ed eventualmente dal tempo:

(2) F = F(r,v,1)

Principio I1. L’azione simultanea di due (o piu) forze Fy e F, &
rappresentata dalla loro somma, (principio di sovrapposizione delle
forze) e il moto del punto & allora retto dall’equazione

(3) ma = Fi + F,,

La meccanica newtoniana non considera leggi di forza dipendenti
dall’accelerazione. Una forza attiva dipendente dalla sola posizione del
punto prende il nome di forza posizionale o campo di forza.

Come si & detto, questi principi presuppongono la scelta di un riferi-
mento rispetto al quale calcolare la posizione del punto, Ja sua velociti,
la sua accelerazione. Anzi, la definizione di velocita e di accelerazione
presuppongono anche la scelta di un parametro temporale. La meccani-
ca newtoniana postula, con il seguente principio d’inerzia, Iesistenza
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di una classe privilegiata di riferimenti e di un tempo universale, indi-
pendente dalla scelta del riferimento, parametro privilegiato rispetto al
quale calcolare gli enti cinematici:

Principrio 111. Esistono dei riferimenti, detti riferimenti inerziali
o galileiani, e un tempo, detto tempo assoluto, rispetto ai quali un
punto libero e isolato si muove di moto rettilineo uniforme, detto moto
inerziale.

In quest’enunciato per punto isolato s’intende un punto'non inte-
ragente con alcun campo fisico (gravitazionale, elettromagn‘etilc'o, etc.?.
Tra i moti inerziali, caratterizzati dalla condizione @ = 0, vi e in parti-
colare la quiete. Questo principio ha due importanti conseguenze.

ProPOSIZIONE 1. Due riferimenti inerziali si muovono uno rispetto
all’altro di moto traslatorio rettilineo uniforme.

Dimostrazione. Sia R un riferimento inerziale. Sia R’ un corpo
rigido in moto rispetto a R. Supponiamo che R’ definisca anch"esso un
riferimento inerziale. Un qualunque punto libero e non sollecitato da
forze P, in quiete rispetto a R', si muove pure rispetto a R di moto
rettilineo uniforme. Ma il punto P si pud pensare come punto solidale a
R' visto che & in quiete rispetto a questo. Dunque tutti i punti solidali
a R’ si muovono rispetto ad R di moto rettilineo uniforme. m

PRroPOSIZIONE 2. Un punto libero e isolato si muove rispetto ad
un qualunque riferimento R come se fosse soggetto all’azio.ne' di due
forze, una forza di trascinamento ed una forza di Coriolis, date
rispettivamente da

(4) P = —-may, F,=-ma.,

dove a;, e a. sono 'accelerazione di trascinamento e 1’accelerazione di
Coriolis misurate rispetto ad un qualunque riferimento inerziale.

Dimostrazione. Sia R' un qualunque riferimento inerziale. Per il
teorema di Coriolis si ha

a' =a+ay+ae,
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dove ay, e a. sono le accelerazioni di trascinamento e di Coriolis calcolate
rispetto ad R'. Se il punto si muove di moto inerziale in R/ allora a’ = 0
e quindi

a=-ay — a..

Moltiplicando per la massa m,
ma=—-ma; —mae,

e dal confronto con la (1) si vede che il punto P si muove come se fosse
soggetto alle forze (4). m

OSSERVAZIONE 1. La forza di trascinamento e la forza di Coriolis
si dicono forze apparenti per distinguerle dalle altre forze, dette forze
reali, dovute ad interazioni con altri corpi o con campi fisici. In conclu-
sione: se il riferimento scelto per descrivere la dinamica di un punto non
e inerziale, allora a secondo membro dell’equazione fondamentale (1) alle
forze reali occorre aggiungere le forze apparenti. Queste svaniscono se il
riferimento scelto & inerziale.

Vediamo ora le leggi di forza piti ricorrenti, cominciando dalle forze
apparenti.

OSSERVAZIONE 2. Forze apparenti. In base a quanto visto al §5,
Cap. I1I, le forze apparenti risultano avere le seguenti espressioni:

(5) Ft,»:—m(ao—i—cbxr-#wx(er))

F.=-2mwxwv

dove w & la velocita angolare del riferimento scelto rispetto ad un qua-
lunque riferimento inerziale, ap & ’accelerazione di un qualunque punto
O solidale al riferimento scelto rispetto ad un qualunque riferimento i-
nerziale, r & il vettore posizione del punto P rispetto a O e infine v &
la sua velocita. Si noti che w e @ sono funzioni vettoriali del tempo t,
sicché la forza di Coriolis & in generale funzione di (v,t) mentre la forza
di trascinamento & in generale funzione di (r,t).

OSSERVAZIONE 3. Forze reali. La Fisica considera varie leggi di
forza. (I) La pilt semplice (usata per esempio nello studio della caduta
di un grave) &

F = m g = costante.

(II) La legge di forza
F=—kr, k> 0,

¢ usata per rappresentare la forza esercitata su di un punto in posizione
r = O P dauna molla elastica perfetta a lunghezza a riposo nulla, avente
estremi in O e P. (III) Una legge di forza del tipo

definita per » # 0, rappresenta l’azione esercitata da una massa gravi-
tazionale M posta nel punto O su di un punto materiale P di massa
gravitazionale m (la massa gravitazionale si identifica con la massa iner-

ziale), posto
y=GMm

con G costante di gravitazione universale. Rappresenta anche la forza
esercitata da una carica elettrica eg posta in O su di un punto materiale
P dotato di carica elettrica e, posto

Y= —¢€pe.

(IV) Una legge di forza del tipo
F=¢(E(r,t)- %B(T,t) X v)

rappresenta l’azione meccanica esercitata da un campo elettromagnetico,
dato dai vettori (E, B), sopra una particella di carica elettrica e, detta
forza di Lorentz (§5, Cap. VI).

Abbiamo a questo punto tutti gli elementi necessari per la costru-
zione del modello matematico per la dinamica del punto libero. Esso &
semplicemente costituito dall’equazione vettoriale

(6) ma = F(r,v,t)

combinazione dell’equazione fondamentale (1) e della legge di forza. In
conformita al principio di sovrapposizione la funzione a secondo membro
della (6) pud essere la somma di pit leggi di forza. Se il riferimento
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scelto non ¢ inerziale tra gli addendi di F' dobbiamo includere la forza
di trascinamento e la forza di Coriolis.

La legge di forza F(7r,v,t) & una funzione definita in un certo do-
minio D C R”. Le leggi di forza con cui si rappresentano gli ordinari
campi fisici (si vedano gli esempi dell’Oss. 3) sono di classe C'°,

Assegnata la legge di forza, I’equazione della dinamica (6) da luogo
ad un’equazione differenziale (vettoriale) del secondo ordine nell’inco-
gnita r(t),

d*r dr
(7) m'gt—z'«F(T,—d—z,t>

oppure ad un sistema di due equazioni del primo ordine nelle funzioni
incognite (r(t), v(t)),

r_,

(8) | a
— = — F(r,v,t)
dt  m T

Se la forza é indipendente dal tempo il sistema (8) & autonomo. Se invece
la forza dipende dal tempo, lo si puo rendere autonomo con un semplice
artificio. Siintroduce un parametro ausiliario 7 equivalente al tempo ¢ e
si aggiunge al sistema un’ulteriore equazione che esprime questo legame:

dr
dt
dv
dt
dr
dt

L’ultima equazione equivale infatti a 7 = ¢ + costante.
In coordinate cartesiane (z®) ’equazione (7) forma un sistema di
tre equazioni

d?z® dz?
7! = Fo |z —— t = .
I () BN Y X
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Il sistema del primo ordine (8) diventa

dz® o
(8" o (a6 =1,2,3)
dt ~ m o

Analogamente per il sistema ampliato (9). Entrambi i sistemi sono in
forma normale e possono quindi considerarsi come sistemi corrisponden-
ti ad un campo vettoriale X, rappresentante la dinamica di un punto
materiale libero. Se la forza dipende dal tempo si puo interpretare X
come campo vettoriale dipendente dal tempo (sistema (8)) sopra
lo spazio R® delle coppie posizione-velocita (r,v), oppure come campo
vettoriale sopra lo spazio R’ delle terne posizione-velocita-tempo (7, v, 1)
(sistema (9)). Selaforza non dipende dal tempo X & un campo vettoria-
le ordinario sullo spazio delle (r,v). La proiezione delle curve integrali
di X sullo spazio R* delle posizioni = fornisce tutti i possibili moti del
punto (Fig. 1.1). In base al teorema di Cauchy possiamo in conclusio-
ne affermare che: fissata la posizione ry e la velocita vy di un punto
libero ad un istante iniziale to, risulta univocamente determinato il suo
moto cioé una funzione r(t) soddisfacente all’equazione (7) ovvero alle
equazioni (8) e tale che
dr

T(to)z’f’o, E—t(to) = Vop.

Talvolta puo essere conveniente I'utilizzo di coordinate non carte-
siane (¢*). Denotate con F*(¢’,v7,t) le componenti della forza in queste
coordinate e tenuta presente l'espressione delle componenti dell’accele-
razione, al sistema vettoriale (8) corrisponde un sistema del tipo
CONNE S 1 (hyinj =1,2,3)

D) i ) L. .
el L. vh vl 4 — Ft (g7, v7,1).

Come per ogni sistema dinamico lo studio del sistema (8) o del siste-
ma (9) puo essere facilitato dalla conoscenza di integrali primi. Un inte-
grale primo & in questo caso una funzione, reale o vettoriale, di (r,v,t)
(oppure soltanto di (v, v) per il sistema autonomo (9)) che si mantiene
costante lungo le soluzioni, cioé lungo i moti. Per questo motivo gli inte-
grali primi della meccanica prendono anche il nome di costanti di moto
o di quantita conservate. Integrali primi tipici sono associati alle tre
grandezze cinetiche fondamentali considerate nel paragrafo seguente.
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/
NZr

7%
%

4 Vi

R®-{(rv)} ; //

r

R’-{r] %/?/ '

Fig. 1.1: la dinamica di un punto materiale libero.

2. Grandezze cinetiche fondamentali e teoremi associati

Chiamiamo atto di moto di un punto la coppia (r,v) costituita
dal vettore posizione (rispetto ad un punto O) e dal vettore velocita.
Ad ogni atto di moto vengono associate le tre grandezze cinetiche
fondamentali: la quantita di moto

(1) p=mv

il momento della quantita di moto o0 momento angolare rispetto
al punto O, detto polo,

(2) Ko=0OPXp=mrxwv

e energia cinetica

(3) T=-mv

§2 Grandezze cinetiche fondamentali 9

Derivando rispetto al tempo queste tre grandezze e tenuto conto dell’e-
quazione fondamentale della dinamica, si trovano le equazioni

dp
i
dK o

:MOa

T _y,

dove

(5) | Mo =OP x F|

¢ il momento della forza F rispetto al polo O, che in questo caso si é
supposto fisso e

(6)

¢ la potenza della forza F. Le tre equazioni (4) prendono rispettiva-
mente il nome di teorema della quantitd di moto, teorema del
momento angolare, teorema dell’energia.

A questi teoremi fanno seguito dei corollari, detti teoremi di con-
servazione, i quali, subordinatamente a certe ipotesi sulle leggi di forza,
mostrano |’esistenza di integrali primi tipici della meccanica del punto.
Dalla (4), segue chiaramente che

ProPosIZIONE 1. Se F' = 0 allora p = costante (ovvero v =
costante).

Si ha cosl 'integrale primo della quantita di moto. In questo
caso ogni moto é rettilineo e uniforme. Piu in generale:

PROPOSIZIONE 2. Se esiste una direzione fissa, rappresentata da un
versore fisso u, a cui la forza F' ¢ sempre ortogonale (comunque siala sua
dipendenza dalla posizione del punto, dalla sua velocita e dal tempo),

F.u=0,

allora la componente della quantita di moto, ovvero della velocita, se-
condo questa direzione & un integrale primo:

v+ u = costante.
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Dimostrazione. Derivando la funzione m v « u rispetto al tempo e
tenendo conto dell’equazione fondamentale ma = F, si trova:

In maniera analoga si dimostra che

PROPOSIZIONE 3. Se esiste un punto fisso O rispetto al quale il
momento della forza & nullo qualunque sia la posizione del punto, cioé
se la forza F(r,v,t) & sempre diretta verso O, cioe se

Fxr=0,
allora il momento angolare Ko ¢ un integrale primo:

r X v = costante.

Si osservi che l’integrale primo del momento della quantita di moto,
a meno del fattore m, coincide con la velocita areale vettoriale. A questa
conclusione si giunge direttamente osservando che se la forza e sempre
parallela a O P, allora anche I’accelerazione del punto & sempre parallela
a O P; quindi tutti i moti conseguenti all’azione di tale forza sono moti
centrali.

Una situazione pill generale & considerata nella proposizione seguen-
te. Occorre premettere che se a € una retta, u un suo versore, O un suo
punto, la quantita

(7) W“:Mo-uzer-u

(posto » = OP) prende il nome di momento assiale della forza F' e
non dipende dalla scelta del punto O sulla retta. Esso si annulla se e
solo se i tre vettori (7, u, F) sono dipendenti. Cio significa che la retta
di applicazione del vettore applicato (P, F) interseca la retta a. Segue
allora dalla (4); moltiplicata scalarmente per w che

PRrROPOSIZIONE 4. Se la forza F & sempre diretta verso una retta
fissa @ di versore u allora la funzione » X v - u & un integrale primo
(detto integrale primo del momento assiale).

§2 Grandezze cinetiche fondamentali 11

Si osservi che la quantita » X v + u coincide con la velocita areale
della proiezione del punto su di un piano ortogonale alla retta a (rispetto
al centro dato dall’intersezione di @ con tale piano).

Consideriamo infine un ultimo integrale primo tipico: 'integrale
primo dell’energia.

PRrOPOSIZIONE 5. Se la forza F & conservativa, se esiste cioé un
campo scalare U tale che

F = grad(U),
allora la funzione
(8) E=T-U
é un integrale primo.
Dimostrazione. Da F = grad(U) segue

W:F-v:-c—l—g
dt

perché, facendo intervenire coordinate cartesiane ortonormali,

. U oU de®  dU
dU . = e e T e
grad(U) -v = 5o = o o = @

Quindi dal teorema dell’energia (4)s segue che

d
E(T—*U):O L]

Ricordiamo che la funzione U prende il nome di potenziale. Alla
funzione V = — U si da invece il nome di energia potenziale, cosic-
ché la funzione £ = T + V, somma dell’energia cinetica e dell’energia
potenziale, prende il nome di energia totale.

Terminiamo con un’osservazione relativa ad una prima applicazione
dell’integrale dell’energia.
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OsSERVAZIONE 1. Sia h la costante dell’energia, cioeé il valore
assunto dall’energia totale £ per un prefissato moto del punto. Si osservi

che
h = T() - U()

dove Ty ed Up sono i valori iniziali dell’energia cinetica e del potenziale.
Poiché & sempre T > 0 dalla condizione T'— U = h segue che le possibili
posizioni del punto debbono soddisfare alla disuguaglianza

(9) h+U(r)> 0.

L’uguaglianza nella (9) definisce una superficie, detta superficie limite,
regolare nei punti in cui il gradiente di U, cioé la forza, non & nulla. In
genere questa superficie divide lo spazio in due regioni. Il moto avviene
in una delle due regioni, quella definita dalla disuguaglianza (9), e la
superficie limite costituisce una barriera invalicabile. Se raggiunta dal
punto essa non puo essere superata. Su di essa il punto ha velocita nulla
(perché T = 0). Si noti bene che tale superficie limite dipende dalla
costante dell’energia quindi dalle condizioni iniziali.

3. Lo spazio-tempo di Newton

11 modello di spazio affine tridimensionale euclideo assunto per lo
spazio fisico & subordinato alla scelta di un riferimento. Noi concepiamo
Pidea di piu riferimenti, ma quando osserviamo e descriviamo movimen-
ti di oggetti presupponiamo la scelta di un ben definito riferimento. A
stretto rigore, gli spazi affini associati a due riferimenti diversi (in moto
uno rispetto all’altro) sono diversi: il mondo osservato da un riferimento
& diverso dal mondo osservato da un altro riferimento. E di conseguenza
del tutto naturale concepire 1’idea che anche il tempo cambi da riferi-
mento a riferimento, cioé che ad ogni riferimento non solo sia associato
uno spazio affine ma anche un tempo.

La meccanica newtoniana postula pero l'esistenza di un tempo u-
nico per tutti i riferimenti (il tempo assoluto). Non postula invece
Iesistenza di un riferimento privilegiato quindi di uno spazio assoluto
tridimensionale (ripropostosi in fisica pit tardi sotto forma di etere e
poi definitivamente abbandonato) bensi D’esistenza di una classe di ri-
ferimenti privilegiati, i riferimenti inerziali o galileiani. Inoltre, col
principio di relativita galileiana, postula che le leggi della meccani-
ca siano invarianti in forma rispetto ad ogni sistema inerziale. Questo
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principio, esteso da Einstein a tutti i fenomeni fisici riferiti a sistemi
inerziali (principio di relativitad speciale) e successivamente anche
al non inerziali (principio di relativita generale), puo riformularsi
come principio dell’assoluto, nel senso seguente: tutte le leggi fisiche
(in particolare quelle della meccanica) possono esprimersi in forma asso-
luta, cioe indipendente dalla scelta del riferimento. Siamo cosi condotti
a ricercare un ambiente opportuno dove formulare tali leggi. A questo
scopo osserviamo che un concetto primitivo assoluto elementare per la
meccanica (come lo & per la geometria euclidea quello di punto) & il con-
cetto di evento. Un evento (quale ad esempio lo scoppio di una stella,
Paccendersi di una lampadina, 'urto di due particelle, etc.) ha un suo
carattere assoluto, che si puo6 pero tradurre in termini "relativi” quando
lo si voglia collocare nello spazio (con la scelta di un riferimento) e nel
tempo (con la scelta di un calendario o di un orologio). Si possono allora

descrivere in maniera assoluta le leggi dell’universo operando sull’insieme

di tutti gli eventi, chiamato spazio-tempo o Universo o crondtopo,
ed enunciando il principio dell’assoluto nella maniera seguente:

Principio I. Tutte le leggi fisiche si esprimono in forma assoluta,
cioe indipendente dalla scelta del riferimento, nello spazio-tempo.

Per rendere effettivo questo principio occorre istituire sullo spazio-
tempo una struttura matematica atta a rappresentare le suddette leggi.
Questa struttura puo essere dedotta a partire da postulati di natura
fisico-matematica oppure postulata direttamente. Seguiremo il secondo
approccio.

Vi sono vari modelli matematici per lo spazio-tempo. Essi si distin-
guono sostanzialmente in due classi: spazi-tempi affini e spazi-tempi
non affini. La struttura affine dello spazio-tempo & concomitante al po-
stulato dell’esistenza dei riferimenti inerziali: i moti inerziali, connessi
con tali riferimenti, sono rappresentati da rette nello spazio-tempo.

Due sono gli spazi-tempi affini fondamentali: lo spazio-tempo
di Newton, sede della meccanica newtoniana, e lo spazio-tempo di
Minkowski, sede della meccanica einsteiniana (teoria della Relativita
Ristretta). Questo paragrafo & dedicato allo studio del primo. La sua
struttura e definita nel seguente enunciato.

Principio II. Lo spazio-tempo di Newton ¢é uno spazio affine
a 4 dimensioni (N, E,§). Per ogni coppia di eventi P,) € N il vettore
PQ = 6(P,()) € E prende il nome di intervallo assoluto dei due
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eventi. Lo spazio vettoriale associato E & dotato di un covettore x € £~
(xpévos = tempo). Per ogni coppia di eventi P, € N il numero reale
(PQ,x) prende il nome di intervallo temporale assoluto dei due
eventi. Se (PQ,x) > 0 si dice che I’evento () segue P o che P precede
Q. Se (PQ,x) = 0 si dice che gli eventi sono contemporanei. Lo
spazio

(1 Ey = {v € E|{v,x) = 0}

dei vettori di E che annullano x & dotato di un tensore metrico g, defi-
nito positivo per cui la coppia (Eo,go) & uno spazio vettoriale euclideo
tridimensionale. Ogni vettore di Ey & detto spaziale. A due eventi
distinti contemporanei P e () (quindi tali che PQ € Ey) si associa il
numero positivo |PQ| = 1/go(PQ, PQ) = v/PQ - PQ detto intervallo
spaziale assoluto dei due eventi.

Si osservi che in questo modello di spazio-tempo & definita la distan-
za spaziale assoluta solo fra eventi contemporanei. La distanza spaziale
di eventi non contemporanei & un concetto relativo (si veda pilt avanti).
Una prima conseguenza delle precedenti assunzioni & la seguente

PRrOPOSIZIONE 1. Esiste una funzione reale (definita a meno di una
costante additiva) t: N — R, detta tempo assoluto, tale che

(2) x = dt
(3) (PQ,x) = (@) —t(P)

per ogni coppia di eventi P, @ € N. Per ogni numero reale s Pinsieme
N,={PeN|t(P)=s}=1t"1(s)

degli eventi occorrenti alla data s & un sottospazio affine tridimensionale
euclideo con spazio vettoriale soggiacente (Eo, go)-

Dimostrazione. Si consideri su N un sistema di coordinate affini
(z%). Al covettore x € E* corrisponde su N la forma differenziale

X = Xa dz?,
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le cui componenti (x,) sono costanti. Questa 1-forma & esatta, perché
se si pone

t=xaz?%,

si vede che dt = y, dz® = x. Inoltre:

HQ) = 1(P) = Xa (2%(Q) = 2%(P)) = (PQ, X),

e la (3) e dimostrata. Se inoltre P & un evento di N;, allora ogni altro
evento () contemporaneo & tale che t(Q)) — t(P) = 0, quindi tale che
(PQ,x) = 0, vale a dire PQ) € Ey. Lo spazio N, & quindi il sottospazio
affine generato da un qualunque suo punto P e da tutti i vettori di Ey.
Lo spazio vettoriale corrispondente si identifica banalmente con Fy. m

I sottospazi N, che possiamo chiamare spazi di contempora-
neita, formano un fogliettamento dello spazio-tempo e stabiliscono una
cronologia assoluta degli eventi. Si dice inoltre che ’applicazione
t: N — R cosituisce la fibrazione temporale assoluta dello spazio-
tempo di Newton: le fibre sono i sottospazi V.

e

@

R ak
s=t(P)

Fig. 3.1: il tempo assoluto ed i sottospazi N degli eventi contemporanei.
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Il moto di una particella & interpretabile come una successione con-
tinua di eventi, quindi come curva.

DEFINIZIONE 1. Il moto di un punto (o storia di una parti-
cella) & una curva nello spazio-tempo di Newton 0:/ — N:7 + o(7)
(di classe C! almeno).

Il parametro 7 della storia prende il nome di tempo proprio della
particella: pud pensarsi come il tempo misurato da un orologio pos-
seduto dalla particella. Vista I'esistenza in N di un tempo assoluto, &
ragionevole assumere come principio che i tempi propri delle particelle
siano sincronizzati col tempo assoluto:

Princrpio 111, Lungo una storia o(7) il tempo proprio coincide con
il tempo assoluto (modulo una costante):

(4) t(o(7)) = 7 + cost.

Di conseguenza:

ProrosizIONE 2. Il vettore tangente V' = ¢ ad una storia o, detto
velocita assoluta, soddisfa alla condizione

(5) (V,x) =1

detta condizione di normalizzazione. La velocita assoluta é trasversa
(cioé non tangente) agli spazi di contemporaneita N;.

Dimostrazione. La condizione (4) equivale a

(6) D(too)(r) = j—i —1

e questa a sua volta, ricordata la definizione di vettore tangente, a
(5" (V,dt) =1,
cioe alla (5). Per dimostrare la trasversalita basta ricordare che la con-

dizione di tangenza & (V,dt) = 0, perché N, & definito dall’equazione
t=s8=cost. m
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OsSERVAZIONE 1. Essendo N uno spazio affine, fissato un suo qua-

lunque punto O, la storia di una particella ammette una rappresenta-
zione vettoriale del tipo

(7) OP = R(r),

denotcato con P(7) il punto mobile. La velocitd assoluta pud dunque
definirsi come limite di un rapporto incrementale:

(8) V(r) = lim %(R(T+h)~R(7)).
N
| a(z) ____‘V el
7 % \>i</y‘° e
| < L
AT
— = —
A A
i t

Fig. 3.2: la storia di una particella e gli enti cinematici assoluti.

DEFINIZIONE 2. Dicesi accelerazione assoluta di una particella
il vettore

_dv

(9) A=
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definito, per ogni valore del tefnpo proprio 7, da
1
(©) A(r) = lim 3 (V(r+h) = V(7).

Si dice che una particella si muove di moto inerziale o che ¢ in stato
inerziale se la sua velocita assoluta & costante, ovvero se A = 0.

OSSERVAZIONE 2. Al contrario della velocita assoluta, ’accelera-
zione assoluta & sempre tangente ai sottospazi N,. Infatti

(A, dty = (X x) = &

:—-———V =
d‘r’> d7’< X =0,

perché x & costante e (V,x) = 1.

Un moto inerziale & rappresentato da una retta nello spazio-tempo,
trasversale al fogliettamento degli spazi di contemporaneita. Il moto
inerziale rappresenta il moto di un punto materiale libero e isolato, non
soggetto cioé ad alcuna sollecitazione. I motiinerziali sonoi soli ad essere
rappresentati da rette nello spazio-tempo e quindi sono alla base della
sua struttura affine. E dunque ragionevole formulare per la dinamica di
un punto materiale libero il seguente principio:

Principio 1V. Un punto o particella materiale & una coppia
(P, m) costituita da un punto mobile P(7) nello spazio-tempo di Newton
N e da un numero reale positivo m, detto massa propria o massa
inerziale. Le sollecitazioni a cui esso & soggetto e che lo deviano dallo
stato inerziale sono rappresentate da un vettore F' € E. Tuttele possibili
storie di un punto materiale soddisfano all’equazione

(10)

Come si vede, la formulazione di questo principio fa intervenire
soltanto concetti assoluti, cioé definiti sullo spazio-tempo. Introduciamo
ora il concetto di riferimento ed analizziamone le conseguenze.

Per riferimento fisico s’intende un insieme di punti distribuiti con
continuita nello spazio fisico, ciascuno caratterizzato da un nome, costi-
tuito in genere da tre coordinate. Le particelle di un riferimento vengono
anche chiamate osservatori. Nello spazio-tempo le storie di questi os-
servatori sono rappresentate da curve non intersecantisi che lo ricoprono
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completamente (si dice anche che esse formano una congruenza di cur-
ve nello spazio-tempo), oppure solo in parte, nel caso che il riferimento
fisico considerato non invada tutto lo spazio. Le velocita assolute degli
osservatori, cioe i vettori tangenti alle loro storie, formano un campo vet-
toriale soddisfacente, per definizione, alla condizione di normalizzazione
(5). Le accelerazioni assolute sono infine nulle se e solo se gli osservatori
si muovono tutti di moto inerziale e costituiscono quindi un riferimento
inerziale. Di qui la seguente

DEFINIZIONE 3. Un riferimento ¢ un campo vettoriale X sullo

spazio-tempo N soddisfacente in ogni punto alla condizione di norma-
lizzazione

(11) (X,x) =1

Se il campo X e costante il riferimento si dice inerziale o galileiano.

Le curve integrali del campo X rappresentano le storie delle particelle
del riferimento.

In queste lezioni ci limitiamo a considerare solo riferimenti inerzia-
li. Le storie degli osservatori di un riferimento inerziale formano, nello
spazio-tempo, un fascio di rette parallele (Fig. 3.3).

ProprosizioNE 3. Sia X un riferimento inerziale. L’insieme Nx

degli osservatori (cioe delle storie delle sue particelle) & uno spazio affine
euclideo tridimensionale.

Dimostrazione. Nello spazio vettoriale F soggiacente allo spazio
affine NV si consideri la relazione di equivalenza generata da X,

u~v <<= u-v=kX (keR).
ed il corrispondente spazio vettoriale quoziente Ex = E/{X}. Si denoti
con [v]x la classe di equivalenza rappresentata dal vettore v € E. Si
consideri inoltre ’applicazione
bx: Nx Xx Nx — Ex

definita da

(Sx(Ol,Og):[Png]X, VP 60],VP2€02.
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Fig. 3.3: un riferimento inerziale nello spazio-tempo.

Si verifica facilmente che questa definizione & ben data, cioé che il primo
membro non dipende dalla scelta degli eventi P; e P, lungo le storie
dei due osservatori 0; e 0z, e che inoltre I'applicazione éx soddisfa ai
requisiti richiesti dalla definizione di spazio affine. Si ha dunque che la
terna

(NX)EX76X)

e uno spazio affine. Inoltre sullo spazio vettoriale Ex si pud definire un
tensore metrico ponendo

|6x (01,02)| = |[PrPy|, VYPy€o1, VP, €0y | (PP, x)=0.

Cio significa che la distanza di due osservatori & uguale all’intervallo
spaziale assoluto di due qualunque eventi contemporanei appartenenti
alle loro rispettive storie. Lo spazio affine diventa allora euclideo. m

Lo spazio affine Nx rappresenta lo spazio fisico osservato dal ri-
ferimento inerziale X. Sia 7x:N — Nx D’applicazione suriettiva che
associa ad ogni evento P € N Dosservatore la cui storia contiene P. La
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proposizione precedente mostra che con la scelta di un riferimento lo
spazio-tempo si decompone, tramite 1’applicazione biunivoca,

x Xt: N = Nx X R: P — (7x(P),{(P)),

nel prodotto cartesiano dello spazio Nx e dell’asse reale dei tempi (Fig.
3.3).

Lo spazio vettoriale Ex & canonicamente isomorfo allo spazio Ej
perché ogni classe [v]x € Ex ammette uno ed un solo rappresentante
v € Ey. Infatti, fissato un riferimento X, ogni vettore nello spazio-
tempo puo essere rappresentato, in maniera unica, come somma di un
vettore parallelo a X e di un vettore spaziale, cioé appartenente a Ej.
Applichiamo questa rappresentazione agli enti vettoriali assoluti fin qui
introdotti.

DEFINIZIONE 4. Diciamo rappresentazione o decomposizione
relativa al riferimento X dell’intervallo assoluto P di due eventi
la scrittura

(12) PQ=r+0X, (r,x)=0

Il vettore spaziale r prende il nome di intervallo spaziale relativo dei
due eventi.

Si noti che, applicando all’uguaglianza (12) il covettore x e tenendo
conto della (3), si ottiene

(13) H(P) - 1(Q) = 0.

Il numero 6 che compare nella (12) & dunque Vintervallo temporale as-
soluto dei due eventi.

DEFINIZIONE 5. Sia 0:1 — N la storia di una particella. Dicia-
mo moto relativo al riferimento inerziale X della particella la curva
ox:I — Nx proiezione della o mediante la 7x:

Ox =Tx o0.

Diciamo rappresentazione o decomposizione relativa al riferimento
X della velocita assoluta della particella la scrittura

(14) V=v+X, (v,x)=0
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Il vettore spaziale v prende il nome di velocita relativa a X della
particella.

Questa definizione richiede alcuni commenti. Si consideri una rap-
presentazione vettoriale OP = R(7) della storia o riferita ad un punto
O € N. Per ogni valore del tempo proprio 7 si puo considerare la de-
composizione relativa a X del vettore R(7):

(15) R(r)=r(n)+0(0)X,  (r(1),x) = 0.

11 vettore »(7) fornisce la rappresentazione vettoriale relativa al riferi-
mento X del moto della particella. Tenuto conto di quanto osservato
in precedenza, lungo la storia della particella il tempo proprio 7 si puo
identificare con il tempo assoluto t. Supposto che 'evento O sia tale che
t(0) = 01la (15) diventa allora

(16) R(t)=r(t)+t X, (r(t),x) = 0.

Derivando quest’uguaglianza rispetto a t = 7, a primo membro si trova
la velocita assoluta V' e a secondo membro proprio ’espressione (14),
posto che si abbia

__dr

(17) v = "Jt‘

Quindi il vettore v che compare nella decomposizione (14) rappresenta
proprio la velocita relativa al riferimento X della particella (Fig. 3.4).

Si consideri ora la presenza di due riferimenti inerziali X e X'.
Abbiamo, secondo quanto finora visto, due rappresentazioni tridimen-
sionali dello spazio fisico, Nx e Nx:. Questi due spazi affini sono del
tutto distinti. Il collegamento tra questi due spazi avviene solo tramite
lo spazio tempo N e le proiezioni mx e mx: (Fig. 3.5).

I vettori X e X' rappresentano le velocitd assolute delle particelle
dei due riferimenti fisici corrispondenti. Si pud per esempio considerare
la rappresentazione della velocita assoluta X' relativa al riferimento X:

(18) X' =v,+ X

Il vettore spaziale (costante) w;, cosi determinato prende il nome di
velocita di trascinamento del riferimento X’ rispetto al riferimento
X: & infatti, secondo quanto affermato qui sopra, la velocita relativa a
X delle particelle costituenti il riferimento X'.
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Fig. 3.4: la storia di una particella osservata da un riferimento.

Considerata allora la storia di una particella o, la sua velocitd as-
soluta V' ammette due rappresentazioni relative ai due riferimenti:

V=v+X=v+X".

Di qui, essendo per la (18)

’U”:Xl-“X

segue subito 1'uguaglianza

v=1v 4oy

che esprime il teorema dei moti relativi (Fig. 3.5).
Si pud considerare la rappresentazione relativa ad un generico rife-
rimento inerziale X dell’accelerazione assoluta:

A=a+aX, (a,x)=0.
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Fig. 3.5: il teorema dei moti relativi nello spazio-tempo.

Derivando la (14) si vede che essa si riduce semplicemente a

A=a= iig,
dt

conformemente all’osservazione gia fatta che essa & un vettore spaziale.
Dunque I’accelerazione assoluta coincide con I’accelerazione relativa ad
un qualunque riferimento inerziale. L’equazione dinamica assoluta (10)
risulta quindi equivalente all’equazione relativa

ma = F,

5i noti che anche la forza, come 1’accelerazione assoluta, & sempre un
vettore spaziale.
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4. Dinamica del punto vincolato

Un punto materiale, anziché essere libero di occupare qualunque
posizione nello spazio e di assumere qualunque velocita, puo essere sog-
getto a vincoli di posizione o a vincoli di velocita. Un vincolo
di posizione puo essere rappresentato da una superficie (fissa o mobile)
oppure da una curva (fissa o mobile): al vettore posizione » = OP &
imposto di soddisfare un’equazione del tipo

(1) o(r,t) =0,
rappresentante la superficie al tempo ¢, oppure una coppia di equazioni
(2) p1(r,t) =0, 992(7’775) =0,

rappresentanti la curva al tempo ¢. Ogni moto compatibile con il
vincolo deve essere rappresentato da una funzione OP = 7(t) soddi-
sfacente identicamente la (1) o le (2). Affinché la (1) rappresenti una
superficie regolare si richiede che la funzione ¢ abbia, per ogni istante ¢
e per i punti soddisfacenti alla (1), gradiente non nullo. Analogamente,
affinché le (2) rappresentino una curva regolare si richiede che le funzioni
1 € ¢y abbiano, per ogni ¢ e per i punti soddisfacenti alle (2), gradienti
indipendenti.

Un vincolo di posizione rappresentato da un’uguaglianza del tipo
(1) (superficie) & un vincolo bilaterale. Si possono considerare anche
vincoli unilaterali, rappresentati da disuguaglianze del tipo ¢(r,t) > 0
(per esempio il caso del pendolo: il punto rappresentativo & vincolato a
non occupare posizioni esterne ad una sfera di raggio pari alla lunghezza,
del filo, inestendibile ma flessibile, del pendolo).

Un vincolo di posizione implica sempre un vincolo di velocitd, ma
non viceversa. Per esempio per un punto vincolato ad una superficie di
equazione (1) le velocitad devono soddisfare alla condizione
(3) grad(p) - v + %if— =0,

che ¢ la scrittura sintetica dell’equazione

Op dz>  dyp -0
Oz dt ot

ottenuta derivando totalmente rispetto al tempo la rappresentazione in
coordinate cartesiane (%) dell’equazione (1). Si ha conferma dalla (3)
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che se il vincolo & fisso (il tempo ¢ non compare esplicitamente nella
funzione ) allora la velocitd & sempre tangente al vincolo. Si osservi
che il vincolo di velocita (3) @ lineare (non omogeneo) nella v.

Dal punto di vista dinamico, conformemente al principio newtonia-
no secondo cui ogni azione che tende a rimuovere un punto dal suo stato
naturale di moto rettilineo uniforme & una forza rappresentata da un vet-
tore, si postula che il soddisfacimento del vincolo sia da attribuirsi alla
presenza di una forza F,, detta forza reattiva o reazione vincolare.

In base a questo postulato, detto postulato delle reazioni vin-
colari, I’equazione della dinamica di un punto soggetto ad un vincolo
diventa

(4) Lma:Fa+FT

dove il vettore F,, detto forza attiva, rappresenta la somma di tutte
le forze di natura non vincolare che agiscono sul punto.

Mentre della forza attiva F, si postula una ben determinata di-
pendenza dalla posizione e velocity del punto (cioé una legge di forza,
eventualmente dipendente dal tempo), la reazione vincolare & a priori
un’incognita. Si sa soltanto, in base al postulato, che essa deve operare
in modo tale da rendere sempre soddisfatto il vincolo. Alla reazione
vincolare ¢ tuttavia imposta una condizione costitutiva che traduce
in un’equazione le caratteristiche fisiche del vincolo, cioé il tipo di forza
reattiva che il vincolo & capace di esplicare. .

La condizione costitutiva pit semplice & quella di vincolo liscio,
rappresentata dall’ortogonalitd della reazione vincolare F',. al vincolo
(curva o superficie). Si osservi che questa condizione traduce mate-
maticamente il concetto intuitivo di assenza di attrito, ovvero di non
dissipazione di potenza da parte del vincolo (almeno nel caso in cui que-
sto e fisso). Infatti se la potenza reattiva W, = F, - v & sempre nulla
qualunque sia la velocita del punto, siccome questa & sempre tangente
al vincolo (se questo & fisso), segue che F, & ortogonale.

Esaminiamo in questo paragrafo la dinamica di un punto vincolato
ad un vincolo liscio e fisso. Per la discussione del caso di un vincolo
mobile & conveniente porsi in un contesto pit generale (Cap. V).

La dinamica di un punto vincolato ad un superficie liscia fissa,
per quanto sopra visto, & retta dal sistema di equazioni

p(r) =0,
(5) ma = Fo(r,v,t) + ) grad(¢)

84 Dinamica del punto vincolato 27

composto dall’equazione della superficie (1), dall’equazione fondamen-
tale (4) e dalla condizione costitutiva di vincolo liscio, che per il teorema
del gradiente si puo esprimere con l’uguaglianza

(6) F, = Agrad(p),

dove A e un coefficiente di proporzionalita. Si tratta di un sistema dif-
ferenziale del secondo ordine nell’incognita »(t) contenente un’incognita
ausiliaria A(t), detta moltiplicatore di Lagrange. La discussione di
questo sistema (riportata in appendice al paragrafo) port.a \al.la. c.or{clu-
sione seguente: comunque si fissino la posizione e la velocita iniziali del
punto, compatibili con il vincolo, esiste un’unica soluzione (r(t), A(t))
del sistema (5).

Un metodo alternativo alle equazioni (5) consiste nel decomporre
I’equazione fondamentale (4) nella sua parte tangente e nell.a sua Parte
ortogonale alla superficie. Ricordiamo a questo proposito (si veda il §3,
Cap. III) che ’accelerazione & decomponibile nella somma,

@ =ag) +an)

dove a;y ¢ la parte tangente (I’accelerazione intrinseca) e a(y) & la parte
ortogonale. Quest’ultima risulta essere data da

aNy = B(v,v) N,

dove B é la seconda forma fondamentale ed IN & un versore ortogonale
alla superficie. La condizione di vincolo liscio si esprime semplicemente
nell’uguaglianza

F.=RN.
Decomposta anche la forza attiva nella somma
(7) F,=F+Fy N (F-N=0)

della sua parte tangente F' e della sua parte ortogonale alla su‘peltﬁcie
Fn N, Pequazione (4) risulta allora decomposta nelle due equazioni

magy = F(r,v,t),

(8) m B(v,v) = Fy(r,v,t)+ R

E importante osservare che la prima delle equazioni (8) non comvolge
la reazione vincolare e permette da sola la determinazione dei moti.
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La seconda invece, una volta che sia determinato il moto, consente di
calcolare la funzione R(t) e quindi la reazione vincolare.

Se si considerano coordinate (¢') sulla superficie (7 = 1,2), ricordate
le espressioni delle componenti dell’accelerazione intrinseca e posto

(9) F:FiEi’

si vede che la prima delle equazioni (8) risulta equivalente al seguente
sistema del primo ordine:

dg!
dt
(10) E%:——I‘}Ljvhvj-lr—%F’(qJ,vj,T), (hyi,5=1,2)
dr
dt

:”l)i

=1,

ovvero, se le forze attive non dipendono dal tempo, al sistema
dt

(11) (hyi,j=1,2)

dv’ , A
— = — Tt whyl 4 = Pi(gi 49,
dt h]vv+m (q7v)

OSSERVAZIONE 1. Il sistema (11) corrisponde ad un campo vet-
toriale Xy, sopra lo spazio T'Q) dei vettori tangenti alla superficie @
rappresentante il vincolo, di coordinate (g%, v'). Come vedremo, TQ &
una varieta differenziabile di dimensione 2n. Per il teorema di Cauchy
esiste una ed una sola curva integrale massimale basata in un prefissato
punto iniziale di T'Q, vale a dire posizione e velocitd iniziali del punto.
Questa, curva sar;‘; local_mente rappresentata da quattro equazioni para-
metriche, ¢* = ¢*(t), v’ = vi(t), soluzioni del sistema, (11). Le prime
due, ¢* = ¢*(t), forniscono il moto del punto.

OSSERVAZIONE 2. Se la forza attiva F, & nulla si dice che il punto
st muove di moto spontaneo sulla superficie: & soggetto alla sola rea-
zione del vincolo. In tal caso Pequazione (8); fornisce a) = 0. I moti

spontanei su di una superficie sono quindi motj geodetici (si veda I’Oss.
2, §3, Cap. III).

84 Dinamica del punto vincolato 29

OsSERVAZIONE 3. Nel caso di un punto vincolato ad una superficie
I’energia cinetica & data da

(12) T:—;-mAijvivj,

dove le (A;;), funzioni delle coordinate (¢*), sono le componenti della
prima forma fondamentale. Infatti: v - v = v* v/ E; - E; = vl Aij. Le
equazioni di moto di un punto vincolato ad una superficie liscia possono
anche costruirsi, con un procedimento diretto, partendo dalla conoscenza
dell’energia cinetica e delle cosiddette forze lagrangiane:

(13) ¢i:Fa'Ei:F'Ei.
Si dimostra infatti, in un contesto pilt generale (Cap. V), che le funzioni

¢'(t) (¢ = 1,2) rappresentanti il moto di un punto su di una superficie
liscia soddisfano alle equazioni di Lagrange

d (0T or .
(14) dt ((91)") T g % (=12
posto
i_ dg'
v

OSSERVAZIONE 4. Le considerazioni svolte nell’ultima parte del §2,
riguardanti gli integrali primi tipici associati alle grandezze cinetiche
fondamentali, possono estendersi al caso di un punto vincolato ad una
superficie. Omettendo la discussione dettagliata, consideriamo solo tre
esempi. (I) Se il vincolo e la forza attiva sono tali che la somma F,+F,
¢ un vettore sempre diretto verso una retta fissa sussiste I'integrale primo
del momento assiale. (II) Se la superficie & liscia e fissa e la forza attiva &
conservativa sussiste I'integrale primo dell’energia. (III) In quest’ultimo
caso la restrizione del potenziale U alla superficie si rappresenta con una
funzione U(gq') delle coordinate della superficie. Le forze lagrangiane
risultano allora date da

ou
(15) ¢i = P
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Per riconoscerlo basta calcolare la potenza della forza attiva W, =
F, . v. Daun lato si ha

Wa:Frt'viEi:QSi?Ji,

Dall’altro W oU i oy
q' :
Wy=—=_— 2L _ — .

dit (‘?qZ t 8qz v

OSSERVAZIONE 5. La dinamica di un punto vincolato ad una
curva liscia fissa puo essere trattata proiettando I’equazione fonda-
mentale (4) sul triedro fondamentale della curva (t,m,b) (§12, Cap. II;
§1, Cap. III). Poiché 'accelerazione & suscettibile della decomposizione
intrinseca

a=3§t+csn,

posto
F, = att+Fann+Fabb, FT:an-{-Frbb

(si noti che la condizione di vincolo liscio si esprime nell’annullarsi del-
la componente tangente alla curva della reazione vincolare) I’equazione
fondamentale (4) risulta decomposta nel sistema dj equazioni

mé = Fat(s,é,t),
(16) mCéQ:Fan(svéat)'*‘Frnv
0= Fab(své’t) + Frp.

dette equazioni intrinseche del moto. La prima non coinvolge la
reazione vincolare e quindi consente dj determinare completamente i
moto. Essa infatti & un’equazione differenziale del secondo ordine nella
funzione incognita s(t). Noto il moto, la seconda consente di calcolare
la reazione normale Fin e laterza la reazione binormale F,;, sicché tutti
gli elementi incogniti risultano completamente determinati.

OSSERVAZIONE 6. Vale anche per il punto vincolato ad una, curva
un’osservazione analoga all’Oss. 4. In questo caso perd si pud affermare
che nel caso di una forza attiva posizionale, qualunque essa sia, sus-
siste sempre 'integrale primo dell’energia. Infatti Ia prima equazione
intrinseca diventa,

m3 = Fgs)
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e se si considera una qualunque primitiva U(s) della funzione F,.(s)

risulta: o ) iU
Wa:Fa.v:FatS”IS_'-S_- dt

Sicché dal teorema dell’energia

dT
Wa+W :‘('1?7

essendo W, = 0 per l'ipotesi del vincolo liscio, segue

d
~(T-U)=0.
(T =)

OsSERVAZIONE 7. Nel caso presente ’energia cinetica e data da

T = %ms’2.

Sussitendo l'integrale primo dell’energia, si ha dunque

(17) %mﬁ—U@:h,

dove h & la costante dell’energia. Posto allora

1 2

Fai(s),  ®(s) (h+U(s)),

f(s)

Pequazione di moto (16); e 'integrale dell’energia (17) assumono rispet-

tivamente la forma:

m T m

(18) §=f(s), & =®(s).

Si osservi che ®(s) & una primitiva di 2f(s). I legami fra queste due
equazioni differenziali sono esaminati nel prossimo paragrafo.

*4k

Discussione del sistema di equazioni (5). Si consi'deri 10' spazio
TAs ~ R® dei vettori applicati dello spazio .afﬁne .euClldEOatl‘l(ilm(SEI'l-
sionale A3, cioé delle coppie di vettori (r,v), di coordinate (ac , ). le
@ C As la superficie di vincolo di equazione ¢(z%) = 0. Sia TQ C
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I'insieme dei vettori tangenti alla superficie ). Un vettore & tangente
alla superficie se e solo se & applicato in un punto di questa ed inoltre
& ortogonale a grad(y). Pertanto T'Q & il sottoinsieme di T\ A3 ~ R®
definito dalle due equazioni

(19) @(r)=0,  ¥(r,v)=v - grad(p) = 0.
Poiché la matrice 2 x 6 delle derivate parziali
dp  dp dy 0
Jdzre  Ov> | O0zo
0% oY g O Op
da Qoo " 92%02P  Bzo

ha rango massimo (le derivate d¢/dz%, componenti del gradiente, non si
annullano mai simultaneamente per I'ipotesi di regolarity della superficie
Q) le equazioni (19) definiscono 7'¢) come superficie regolare di codimen-
sione 2 in R®. Introdottala forma quadratica associata all’hessiano della
funzione ¢,

0%y

B(v) = v® P
(v) = v s

si puo affermare che

ProPosizIONE 1. I moti 7(¢) di un punto vincolato ad una superfi-
cie liscia fissa, cioé le soluzioni del sistema (5), sono la prima componente
di tutte e sole le curve integrali (v(¢),v(t)) basate in punti di 7Q del
sistema dinamico X su T.Az di equazioni

L

(20) dt
dv _ 1 1 grad(y)
2 ZF,—~(—F, grad .
i~ m <m gra “”)”’(”)) grad(p)?

In corrispondenza a tali curve integrali il moltiplicatore di Lagrange A(?)
e dato da

m®(v) + F, - grad(y)
|grad(p)? '

(21) A= -

Dimostrazione. Si moltiplichi scalarmente la (5), per grad(yp) in
modo da risolverla rispetto a A. Tenuto conto che per ogni moto com-
patibile col vincolo si ha v « grad(y) = 0, quindi che

(22) a-grad(p) = —v - Terad(y) = - o(v),

§5 L’equazione di Weierstrass 33

si trova la (21). Sostituendo la (21) nella stessa (5); si vede che le
soluzioni del sistema. (5) soddisfano al sistema (20). Viceversa, osservato
che per ogni curva su T A3 si ha

_dp v _do

(23) v=0 =T ead(e)+ o),
si consideri una curva integrale del sistema (20) basata in un punto di
TQ. In virtl della (20); si ha per la (23)y 4 = 0, quindi ¢ = costante,
anzi ¥ = 0 perché cosi & inizialmente. Dalla (23); segue allora ¢ =
costante, anzi ¢ = 0 perché cosi & inizialmente. Pertanto ogni curva
integrale del sistema (20) basata in T'Q) giace tutta su 7'Q (vale a dire:
il campo vettoriale X & tangente a T¢Q)). Una tale curva, per il modo
con cui si & costruita I’equazione (20)q, & soluzione del sistema (5). »

Si noti come questo metodo (del moltiplicatore di Lagrange) sia in
linea di principio piu complesso rispetto a quello della decomposizione
ortogonale-tangente dell’equazione della dinamica, se non altro perché
richiede I’integrazione di un sistema di sei equazioni differenziali anziché
di quattro.

5. L’equazione di Weierstrass

Data un’equazione differenziale del secondo ordine del tipo

(1) &= f(=)

che & equivalente al sistema del primo ordine
T =,

(1) { ,
v = f(z),

alcune particolari proprieta delle sue soluzioni z(t) sono deducibili dal-
I’analisi dell’equazione differenziale del primo ordine

(2) i’ = ®(z)

dove ®(z) & una primitiva di 2f(z):

(3) ®'(z) = 2 f(2).
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Si suppone che la funzione f(z) sia definita e continua in un intervallo
reale (anche illimitato). Esistono allora le primitive e vale il teorema di
esistenza ed unicita delle soluzioni del sistema (1').

Chiamiamo equazione di Weierstrass (Karl Weierstrass, 1815 -
1897) un’equazione del tipo (2). Nell’analisi dell’equazione di Weier-
strass giocano un ruolo essenziale gli zeri della funzione ®(z) a secondo
membro. Infatti, interpretate le soluzioni z(t) della (2) come moti di un
punto su di un asse z, questi devono avvenire in intervalli dell’asse z in
cui il secondo membro non & negativo: ¢(z) > 0, intervalli che sono ap-
punto delimitati dagli zeri della ®(z). Questi zeri sono inoltre posizioni
di arresto del punto, cioé posizioni in cui il punto ha necessariamente
velocita nulla. Occorre anche subito osservare che, presa a se stante, ’e-
quazione di Weierstrass (2), che & del primo ordine, puo¢ non soddisfare
alle ipotesi di lipschitzianita del teorema di Cauchy, anche nel caso in cui
funzione ®(z) sia di classe C*°. Per esempio l’equazione ? = z (vale a
dire il caso ®(z) = z) con la condizione iniziale t = 0, 2o = 0, ammette
due soluzioni: z(t) = 0 e z(t) = +t2. L’equazione (2) va dunque conside-
rata come equazione ausiliaria associata all’equazione fondamentale (1)
o al sistema (1') per il quale, nell’ipotesi di continuita della f(z) in cui
ci poniamo, vale incondizionatamente il teorema di esistenza ed unicita
di Cauchy. Il legame tra le due equazioni e il seguente:

PRrOPOSIZIONE 1. Una soluzione della (1) (ovvero del sistema (1'))
associata alle condizioni iniziali (zg,v) & soluzione della (2) dove ® e
quella primitiva di 2f tale che

(4) v = ().

Dimostrazione. Si osserva che

d, ., . e
a(m — ®(z)) = 22 — ' (x)d = 22 (% — f(z)) =0,

per cui la funzione £ — ®(z) & un integrale primo dell’equazione dif-
ferenziale (1), quindi costante lungo le sue soluzioni. Pertanto se vale
inizialmente la (4) si ha sempre 2 — ®(z) = 0. m

E importante notare che I'insieme delle soluzioni della (1) e I'insieme
delle soluzioni della (2) sono invarianti rispetto a traslazioni temporali
ed a inversioni temporali: se z(t) & una soluzione anche z(t+ c) e z(—t)
sono soluzioni.
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Si consideri dapprima il caso in cui il punto ha per ¢ = 0 velocita
nulla, v = 0, cioé il caso in cui | ®(zp) = 0| la posizione iniziale & uno
zero della ®. Distinguiamo due sottocasi.

f(zo) #0 (D
f(20) =0 (1)

B(zo) = 0 {

Nel primo caso (I) zo & uno zero semplice (*). Il punto lascia la posizione
iniziale g, perché la funzione costante z(t) = o non puo essere soluzio-
ne della (1) (si noti che perd = = zq & soluzione della (2), per la quale,
come si & osservato, pud non valere il teorema di unicitd). Il punto non
pud che abbandonare la posizione zq nella direzione in cui o(z) > 0.

Nel secondo caso (II) zo & uno zero multiplo. La funzione costante
z(t) = 2o & questa volta soluzione della (1) ed & unica. Dunque il punto
permane indefinitamente nella posizione iniziale 2g. Uno zero multiplo
della, ®(z) & pertanto una posizione di equilibrio.

Si consideri ora il caso in cui la velocita iniziale non & nulla, vy # 0,

cioé | ®(zo) > 0| In questo caso z(¢) & monotona crescente o decrescente,

per un intorno ¢ > 0, a seconda che sia vo > 0 oppure vo < 0. Il punto
si muovera verso un primo zero z; della ®(z) o verso un estremo z; del
suo campo definizione, eventualmente +00 0 —oo.

Se z; & uno zero multiplo allora esso & una meta asintotica per il
moto z(t) nel senso che

lim z(t) = z1.

t—+oo

{ o(t) # 21, VE>0,

In altre parole: il punto si avvicina indefinitamente alla posizione
senza mali raggiungerla. Infatti la soluzione z(?) & monotona e se rag-
giungesse z; ad un certo tempo ty, in z1 avrebbe velocita nulla e viole-
rebbe il teorema d’unicitd perché, come si & visto nel caso (II), uno zero
multiplo & posizione di equilibrio (si pensi di rifare il moto a ritroso nel
tempo: inizialmente (cioé per t = t;) il punto & in uno zero doppio x4
ma lo abbandona: assurdo).

(1) Diciamo che zo & uno zero semplice di una funzione ®(z) se in
2o si annulla la funzione ma non la sua derivata prima: @(zo) = 0,
®'(zo) # 0. E uno zero multiplo se invece si annulla anche la derivata
prima: ®(zp) = ®'(z¢) = 0.
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tempo: inizialmente (cioé per ¢t = ¢;) il punto & in uno zero doppio z;
ma lo abbandona: assurdo).

Se 21 & uno zero semplice allora esso viene raggiunto dal punto in
un tempo finito ¢; dato dall’integrale

9 nex [

col segno + se 1 > o (cioé se vy > 0: z(t) monotona crescente) o il
segno — nel caso opposto. Infatti I’equazione (2) di luogo all’equazione

dz

V ®(2)

la cui integrazione, osservato che Uintegrando ha segno costante, fornisce
una funzione monotona

(6) )=+ [ ’ Z:Zu)

dt = +

funzione inversa della soluzione z(t) considerata. Si noti che I’integrale
(5) & improprio, perché I'integrando non & limitato per z — 2. Tuttavia
e un integrale finito perché 'integrando & un infinito di ordine < 1 in
quel punto, essendo questo uno zero semplice di ¢ (?). Si osservi ancora

(*) Data una funzione F(z) continua in un intervallo [20,21) ma non
limitata in x1, si pone

Ty x
/ F(z)dz = lim F(u)du.
T To

o]

Dall’Analisi sappiamo che una condizione sufficiente perché questo limite
sia finito & che la F(z) abbia un infinito di ordine r < 1. Si dice che F
ha un infinito di ordine r > 0 se esiste una costante positiva A tale che
nell’intorno sinistro di z; vale la disuguaglianza

1

|F(2)] < Am-

1
Nel caso presente & F(z) = (®(z))” 2. Siccome ®(z) ha uno zero sem-
plice in @1, la funzione integranda F(z) ha un infinito di ordine r = 1.

85 L’equazione di Welerstrass 37

che per t > t; il punto abbandona la posizione z, per quanto visto nel
caso (I}, per ritornare a ripercorrere in senso contrario 'intorno di z;
in cui @ & positiva. Uno zero semplice si comporta quindi da punto di
riflessione.

Se infine nella direzione in cui si muove inizialmente il punto non
vi sono zeri della funzione ®(z) il punto raggiunge un estremo z; del
campo di definizione di questa funzione oppure vi tende asintoticamente
a seconda che I’analogo integrale (5) sia finito oppure no.

Riassumiamo la discussione precedente nel quadro seguente:

zq zero della ®(z) zero semplice « riflessione
con cond. iniziali zero multiplo, 21 # 29 < meta asintotica
(zo,v0) zero multiplo, z1 = 29 & equilibrio

Si consideri per esempio il caso in cui la posizione iniziale zy &
all’interno di un intervallo Iy = [z, 2;] delimitato da due zeri semplici
successivi della funzione ¢ (Fig. 5.1). Nell’intervallo aperto (zq,z;) la
® non puo che essere positiva (il punto non pud che occupare punti
in cui ® & non negativa). Supposto vy > 0, il punto si muoverd per
valori crescenti di # fino a raggiungere in un tempo finito lo zero z,
dove si arrestera, per proseguire il moto in direzione opposta, cioé per
valori decrescenti di z, fino a raggiungere in un tempo finito I’estremo
sinistro &, dell’intervallo. Qui avra un nuovo istante di arresto, invertira,
il moto fino a ritrovarsi in g con la stessa velocita iniziale vg, e tutto

Infatti uno zero semplice & di ordine 1, perché per il teorema di Lagrange,
posto che ®(z1) = 0, si ha per ogni & prossimo a z,

o(z) = 2'(§) (2 — 1)

con ¢ < £ < zy. Siccome ®'(z) & continua nell’intorno sinistro di z; e
inoltre ®'(z;) # 0, vale senz’altro una limitazione del tipo |®'(z)] < A
con A > 0. Dunque dalla formula precedente segue che a sinistra di z,

vale la limitazione
|®(z)] < A(z1 — =),

la quale mostra appunto che ®(z) ha uno zero di ordine 1. Di conse-
guenza la radice /®(z) ha uno zero di ordine I e quindi I'inversa un
infinito di ordine 1. Di qui la finitezza dell’integrale (5).
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si ripetera all’infinito. Pertanto il punto si muove nell’intervallo [zl‘, T9)
toccandone alternativamente gli estremi. Il moto & periodico e il periodo

& dato dall’integrale

2 dx

Infatti il tempo impiegato a percorrere I'intervallo in un verso o in quello
opposto & lo stesso ed & dato dall’integrale (6) esteso a tale intervallo.

$x)

$02) \

%>0 Vo I /
w——p— - sl o !
x

f——-—
—
xt

Fig. 5.1: due zeri semplici. Fig. 5.2: zero multiplo.

Si consideri, altro esempio, il caso di uno zero multiplo z; illustra-
to dalla Fig. 5.2. Se il punto si muove inizialmente\ verso lo zeto o1,
continuerd a muoversi in quella direzione senza pero mal ragglungere
z7. .
1 E infine importante notare che ®(z) & una primitiv%m di 2F(w) di-
pendente dalle condizioni iniziali (zo,v0). Quindi al variare di queste,
la ®(z) varia per una costante additiva. In altre parole .11 suo grafico
subisce delle traslazioni verticali (ciod lungo 1’asse y) al variare dellej con-
dizioni iniziali. Cid consente, nota la ®(z) per una coppia di c.on('hzlon}
iniziali, di avere un’idea globale di tutte le possibili. (%ist'ri.bl.lZ.IOI.ll degli
zeri e quindi di tutti i tipi di moti, per tuttele condizioni iniziali.
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6. Esempi notevoli di dinamica del punto.

Consideriamo in questo paragrafo alcuni classici esempi di applica-
zione della teoria svolta nei paragrafi precedenti.

6.1. Il moto dei gravi

Dalla Fisica sappiamo che la forza agente su di un punto materiale
liberamente gravitante in prossimita della superficie terrestre, per tempi
brevi e per piccoli spazi, preso come riferimento la Terra ma trascurate
le forze apparenti (e la resistenza dell’aria), & rappresentabile da un
vettore costante proporzionale alla massa gravitazionale del punto (che
si identifica con la sua massa inerziale) e verticale, cioé ortogonale al
piano orizzontale rappresentante localmente la superficie terrestre, e
orientato ”verso il basso”. La legge di forza & ciot F = mg, dove g &
un vettore costante, detto accelerazione gravitazionale. 1’equazione
differenziale del moto si riduce allora semplicemente a

(1) a = g (= cost.).

Con due integrazioni successive si ottengono i vettori velocita e posizione
del punto in funzione del tempo:

1

2912+vot+ro,

(2) v=gt+ vy, r=
essendo (7g,vg) posizione e velocita iniziali. Le (2) mostrano che, com’e
ben noto, il moto & piano (il piano del moto & verticale e determinato
dalla posizione iniziale P, e dalla velociti iniziale vg) ed & la composizio-
ne di un moto rettilineo uniforme di velocitd vg e di un moto verticale
uniformemente accelerato. Essendo F' - u = 0 con u versore orizzontale
qualsiasi, sussiste ’integrale primo della quantitd di moto secondo ogni
direzione orizzontale: la parte orizzontale della velocita resta costante.
Siccome la forza & conservativa, di potenziale

U=-mgz

(si scelgano assi cartesiani (z,y,2) con asse z verticale orientato verso
Palto), sussiste l’integrale primo dell’energia (diviso per la massa. co-

b Y
stante)

%(ﬁ + 9* + #%) + gz = cost.
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Fig. 6.1: la funzione di Weierstrass ®(z) nel moto di un grave.

Siccome la quantitd di moto orizzontale & costante, & anche costante la
parte “orizzontale” dell’energia cinetica, sicché combinando i due inte-
grali primi si ottiene un terzo integrale primo:

1

'2‘2:’2 + gz = h, h = ';‘

che puo porsi nella forma di equazione di Weierstrass
# = 9(2), ®(z) = 2(h - g2).

La funzione ®(z) ha come grafico una retta (Fig. 6.1) e mette quindi
in evidenza, qualunque sia la costante A, uno zero semplice z; rappre-

sentante la quota massima raggiunta dal grave (se lanciato inizialmente
verso I’alto)

32
20 + 920,

La quota massima & raggiunta in un tempo finito

t /z1 dz Zo
1= ———— =
2 V2h-gz) ¢
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6.2. Il pendolo semplice

S’intende comunemente per pendolo un corpo pesante collegato
con un filo inestendibile ad un punto fisso O e per il resto libero di muo-
versi sotto l'influenza della gravita. Si tratta di un sistema meccanico
schematizzabile in prima approssimazione in un punto materiale (P,m)
vincolato ad una sfera di centro O e raggio [ pari alla lunghezza del filo,
supposto che questo resti sempre teso, o meglio che esso sia in realtd
costituito da un’asticciola rigida di massa trascurabile. Se si trascurano
gli attriti dovuti alle articolazioni tra corpo, asta e punto fisso, nonché
all’aria, il vincolo & da ritenersi liscio: la forza reattiva F', & ortogonale
alla sfera e rappresenta la forza che il filo esercita sul punto P (la sua
intensita & la tensione del filo). Se il riferimento scelto & quello terrestre,
per moti di breve durata e a bassa velocita si pud trascurare la forza
di Coriolis, sicché la forza attiva si riduce alla sola forza peso, la quale
puo ritenersi costante perché le dimensioni del pendolo sono trascurabili
rispetto alla sfera terrestre. Il modello cosi costruito prende il nome di
pendolo sferico. Se invece si vuol tener conto della forza di Coriolis,
si ottiene il classico pendolo di Foucault.

Se la velocita vy del punto & nulla oppure appartiene al piano ver-
ticale contenente Py e O, allora il moto avviene in questo piano. Per
dimostrarlo si puo osservare che sussiste ’integrale primo del momento
assiale della quantita di moto OP X v - k = cost., con k versore verticale,
perche il vettore forza a secondo membro della (1) & sempre diretto verso
la retta verticale passante per O (oppure, quando F, = 0, parallela a
questa). Questa quantitd rappresenta la velocitd areale del punto P,
proiezione del punto P su di un piano orizzontale (ortogonale a k). Se &
nulla all’inizio, essa & sempre nulla, quindi il moto avviene in un piano
verticale.

Il caso particolare ora considerato giustifica lo studio del pendolo
semplice, costituito da un punto pesante vincolato ad una circonferenza
verticale (cioe giacente su di un piano parallelo al campo di forza costante
mg).

Si considerino assi cartesiani (z, z) aventi origine in O, con z verti-
cale orientato verso il basso, di versori (¢, k) rispettivamente. Conviene
anche considerare ’angolo ¥ compreso tra OP e I’asse z (vedi Fig. 6.2).
Il potenziale della forza peso &

U =mygz.
Quindi la sua restrizione alla circonferenza &

U = mgl cos¥.
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Fig. 6.2: il pendolo semplice.

L’integrale primo dell’energia
L 250
iml 9 —mglcosd = h

produce un’equazione di Weierstrass:

92 = ®(9),  B() =2 (i + 2 cos 0) .

ml? l
Posto .
2 g
=2 k=
Y ET mgl’
risulta

®(9) = 2w*(k + cos V).

Si riconoscono di qui immediatamente tuttii possibili stati dinamici del
pendolo semplice (si veda la Fig. 6.3, dove gli assi verticali ¥ = £ si
devono pensare identificati: la funzione di Weierstrass si deve infatti, in
questo caso, pensare definita non su R ma sulla circonferenza §,).
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2w*
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0
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Fig. 6.3: la funzione di Weierstrass ®(4) del pendolo semplice.

(I) Se k = —1, si ha uno zero doppio per ¥ = 0: & uno stato di
equilibrio. L’equilibrio & stabile (una definizione rigorosa di stabilita
sara data pilt avanti nel corso) perché per piccole variazioni di k (che
per la sua stessa definizione non pud mai essere < —1, verificarlo) questo
zero doppio si modifica in un intervallino compreso tra due zeri semplici,
quindi lo stato di equilibrio si modifica in un moto periodico (piccole
oscillazioni nell’intorno della posizione di equilibrio stabile).

(IT) Se —1 < k < 1, si hanno due zeri semplici ¥; e ¥, simmetrici
rispetto a ¥ = 0: il pendolo oscilla tra questi due estremi con moto
periodico.

(III) Se £ = 1, si ha uno zero doppio ¥ = %, che corrisponde alla
sommita del pendolo. Questa pud essere una posizione di equilibrio, se il
pendolo & inizialmente in questa posizione (1’equilibrio perd non & stabile,
perché piccole variazioni di k producono stati dinamici radicalmente
diversi dalle piccole oscillazioni, vedi caso precedente e caso seguente)
oppure una meta asintotica.
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(IV) Se k > 1, la funzione di Weierstrass & sempre positiva, non vi
sono zeri: il pendolo non si arresta mai, ruotando sempre nello stesso
verso con moto periodico.

Consideriamo le equazioni intrinseche del moto. Tenuto conto di
quanto gia visto per il triedro fondamentale di una circonferenza e del
fatto che s = 19, g+t = —gsind, g -n = —gcosd, si ottengono in
definitiva le equazioni

1= — gsind,
mld? = — mgcosd + F,,
0= F.

La prima é I’equazione del pendolo:
1§+wQSin19:O, wZ:%

Nel caso di piccole oscillazioni ’approssimazione ¥ ~ sin¥ produce
l’equazione del moto armonico:

§+ w?d = 0.

La seconda equazione intrinseca consente di calcolare la reazione vin-
colare F',. che & tutta diretta secondo il versone normale n. Se si tien
conto anche dell’integrale primo dell’energia si trova a conti fatti che

F., = m(lﬁ% — 2gcosYg + 3¢ cos 19).

Questa formula esprime quindi la tensione del filo, nota la sua posizione
istantanea, la sua posizione iniziale e la sua velocitd iniziale. Le eventuali
posizioni in cui F., si annulla sono possibili punti di distacco del punto
dalla circonferenza.

6.3. Moto di un punto in un campo centrale simmetrico

Un campo di forza F(P) & detto campo centrale se esiste un
punto O, detto centro del campo, tale che F(P) ¢ parallelo al vettore
OP. 1l campo F ammette in questo caso una rappresentazione del tipo

F=Fu,
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dove u ¢ il versore di OP ed F ¢ un campo scalare (I’intensita della
forza). Piu in particolare un campo centrale & detto simmetrico o a
simmetria sferica se la sua intensitd F & funzione della sola distanza
r dal centro O: '

F = F(r)u.

Un tale campo ¢ conservativo: una qualunque primitiva U(r) di F(r) &
un potenziale (si veda il §11.2, Cap. II). Per la dinamica di un punto
materiale mobile in un campo centrale simmetrico sussistono quindi due
integrali primi: integrale primo del momento della quantita di moto (o
delle aree, vedi §2) e I'integrale primo dell’energia. I moti sono centrali di
centro O (perché axr = 0), quindi piani. Il piano del moto & individuato
dal punto O e dai vettori posizione e velocita iniziali (ro,vg). Se su
questo piane si considerano coordinate polari (r,9) di centro il punto O
allora i due integrali primi si traducono nelle ugnaglianze

r2d =c,
(1) { Im(#? +r292) ~U(r) = h,

dove c & la costante delle aree e h la costante dell’energia. Fissata la
costante delle aree, che supponiamo non nulla (quindi & anche r # 0),
dalla (1); si ricava

c
r2’

(2) J =
e quindi dalla (1),

1 1 ¢?

§m7"2 -U(r)+ §m£—2— = h.
Quest’equazione, che coinvolge solo la variabile r e la sua derivata prima,
assume la forma di equazione di Weierstrass

3) # = a(r)
ponendo

2 c?
() o(r) = —(U(r) +4) - 5.

D’altra parte, ricordata 1’espressione dell’accelerazione in coordinate po-
lari, I’equazione fondamentale della dinamica ma = F si riduce all’equa-
zione scalare

. 1
. 2:———F
7 —rd — (r)
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e quindi, ancora per la (2), all’equazione

5) R Y1)

Questa & I’equazione differenziale del secondo ordine del tipo # = f(r),
a cui & associata ’equazione di Weierstrass (3) con ®(r) primitiva di 2f.
Queste sono le equazioni del moto radiale, cioe del moto del punto
lungo la retta che lo congiunge al centro del campo. Questa retta ruota
con velocitd angolare data dalla (2). Possiamo allora applicare al moto
radiale la discussione vista al §5. Consideriamo a titolo di esempio tre
casi significativi.

(I) Ad uno zero multiplo r; di ® corrisponde un’orbita circolare.
Questa & effettivamente percorsa se inizialmente & proprio 7o = r1. In
caso contrario & un’orbita limite perché ry & una meta asintotica (se per
esempio 1y < 71 € 79 > 0, come in Fig. 6.4).

Fig. 6.4: orbita limite circolare.

(II) Se la funzione ®(r) ha un unico zero semplice r; ed & positiva
per r > ry, allora orbita & illimitata, tangente alla circonferenza di
raggio r1 in un punto P; e simmetrica rispetto alla retta O P; (Fig. 6.5).
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o

Fig. 6.5: orbita illimitata.

(IIT) Se rq < 73 sono due zeri semplici successivi, estremi di un in-
tervallo in cui ® ¢ positiva, allora I’orbita del punto & tutta interna alla
corona circolare delimitata dalle circonferenze di raggio r; e 75 e tocca
alternativamente tali circonferenze in punti detti rispettivamente apo-
centrie pericentri, formanti due successioni, (a1, as,...) e (p1,p2,-..),
le cui anomalie, misurate sempre nel medesimo verso, differiscono per
multipli interi di un angolo ¥, (Fig. 6.6, 6.7). Sebbene il moto radiale
sia periodico, in genere non & periodico il moto del punto. Affinché lo
sia (e quindi l’orbita sia chiusa, Fig. 6.6) & necessario e sufficiente che la
successione degli apocentri (o dei pericentri) sia ciclica, cioé 1’angolo ¥,
sia commensurabile con 7. Se cosi non & (Fig. 6.7) la successione segli
apocentri ¢ densa sulla circonferenza di raggio r; e di conseguenza, come
si puo dimostrare, l'orbita & densa nella corona circolare; in questo caso
si dice che il moto & quasi-periodico: comunque si fissi un punto della
corona circolare, un suo qualunque intorno ha intersezione non vuota
con l’orbita.

A questo proposito € naturale chiedersi per quali potenziali ’ango-
lo ¥, & sempre commensurabile con 7 e quindi le orbite al finito sono
sempre chiuse. La risposta ¢ data dal seguente classico teorema di
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Fig. 6.6: orbita periodica.

Bertrand (Joseph Louis Frangois Bertrand, 1822-1900), di non imme-
diata dimostrazione.

TEOREMA. In un campo centrale simmetrico le orbite al finito sono
sempre chiuse se e solo se il potenziale U(r) & del tipo

U= —kr?
oppure del tipo

v="
r

con £ > 0.

Si tratta rispettivamente del potenziale di una forza elastica di o-
rigine in O (oscillatore armonico piano) e del potenziale di un campo
newtoniano. Per questi potenziali le orbite al finito sono ellittiche (per
il secondo, sono tutte al finito).

Ritornando al caso generale, va osservato che dalla (3) si trae l’e-
quazione differenziale

dr

Ve(r)

(6) dt = +
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Fig. 6.7: orbita quasi-periodica.

il cui segno va scelto concorde a 7o e la cui integrazione determina la
funzione

(7) i(r) = i/:\/——%.

Questa & invertibile nella funzione r(t) che fornisce il moto radiale. Dalla
(2) e dalla (6) (con per esempio il segno +) si ricava I’equazione diffe-
renziale

(8) = = Z;;T)

la cui integrazione fornisce, assegnata ’anomalia iniziale ¥y, una funzio-
ne J(r), invertibile in una funzione r = r(4) rappresentatrice dell’orbita
(in coordinate polari). Ritornando al caso (III) si osserva in particolare
che 'angolo 9, compreso tra un pericentro e un apocentro successivi &
dato dall’integrale della (8) tra i limiti r; ed rs, zeri semplici della ®(r):

T2
(9) 9, =c / . dr_.
o T/ B(r

3
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Le orbite possono anche determinarsi attraverso la formula di Binet
(§2, Cap. III) che permette di tradurre I’equazione fondamentale della
dinamica ma = F nell’equazione differenziale del secondo ordine

21 1 r

(10) awr et

2
" F(r)y=0

m

6.4. Moto di un punto in un campo newtoniano

Particolarizziamo lo studio precedente al caso di un campo newto-
niano, cioé al caso in cui

~

(1) F(r) = - ;’% U(r) = é k> 0.

La funzione ®(r) diventa

2) B(r) = = (h+ 5) - S-

r

Oltre alle due costanti strutturali del sistema dinamico, la massa m
del punto e la costante k£ (che, come sappiamo, & proporzionale alla
massa), compaiono in questa funzione le due costanti di moto c e A. E
importante osservare che la costante dell’energia h, a meno del fattore
’275’ compare additivamente nella funzione ®(r). Fissata la costante delle
aree ¢, consideriamo cinque casi.

(I) Conviene considerare dapprima il caso . Il grafico della
funzione ®(r) ha come asintoto orizzontale ’asse 7, uno zero semplice in

2

me
) STy
e assume il valore massimo

k?
(4) M =&(r.) = e
nel punto (Fig. 6.8)

2

(5) re= 5 = 2r,.

"

86 Campo newtoniano 51

()

Fig. 6.8: la funzione di Weierstrass ®(r)
per il moto radiale nel campo newtoniano.

In questo caso ’orbita & illimitata e tocca la circonferenza di raggio rq
(&, come si vedra, una parabola).

(IT) Qualunque sia la funzione ®(r) ha sempre un solo zero

semplice r; < 7r,. Anche in questo caso l’orbita & illimitata e tocca la
circonferenza di raggio r (&, come si vedra, un ramo di iperbole).

(IIT) Se con -

(6) he=— 2

2me?’

allora la funzione ®(r) ha uno zero doppio in 7. ed & ovunque negativa.
L’orbita & circolare di raggio r,.
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(IV) Se |0 > h > h,|'si hanno due zeri semplici r; ed r; tali che
r, < r1 < Ty < r9. Lorbita & allora contenuta nella corona circolare
compresa dalle dirconferenze di raggio r1 ed r, (si tratta di una ellisse).

(V) Se| h < h, |la funzione ®(r) & sempre negativa. Si tratta quindi

di un caso impossibile.

Va osservato che la costante dell’energia e determinata dalle condi-
zioni iniziali:

(7) h:To—Uoz—;—mvg~—;kg.
Posto

®) V=2,

risulta

(9) h=gm(ed - v3).

La quantitd v prende il nome di velocita di fuga. Se v > vy si ha
h > 0 e ’orbita & illimitata (casi I e II).

Le orbite si ottengono integrando o ’equazione (8) o ’equazione
(10) del paragrafo precedente. La prima diventa

(10) o = cdr :
2 k c?
7’2 - h + - — —‘2"
m 7 7
e la seconda
(1) do2r v 2’

Quest’ultima & un’equazione del secondo ordine a coefficienti costanti
nell’incognita L che fornisce immediatamente la soluzione

(12) —i— = %(1 + ecos(? — Jp))
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con
2
13 = mc
(13) p=—

ed e costante arbitraria. La orbite sono dunque delle coniche di para-
metro p ed eccentricitd e. E perd necessario stabilire la relazione tra la
costante d’integrazione e e le costanti di moto (h,c). Per far questo si
deve pero ritornare all’equazione differenziale (10), che & dedotta proprio
dagli integrali primi delle aree e dell’energia. Se si pone

r=a(i-8)  (@sem

risulta

per cui se

I’equazione (10) diventa

dz
V1-z2

Un integrale & ¥ = arccos z da cui segue z = cos ¥ e quindi

1 1
—:—(ﬁ+—1-cos19>.
o

r C

dd = —~

Questa soluzione assume la forma (12) (con 9y = 0) posto

¢ mc? p 1 1\/ 2h \/ 2mhc?
- = = - T e ID e I e 2 —
P fé; k’ °= ta a8 B+ m 1+ k2

Si trova cosi, oltre che una conferma della (13), espressione dell’eccen-
tricita in funzione delle costanti di moto. Si osservi che

h
14 =r,, =4/1-—,
(14) p=r e o
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I quattro casi possibili sopra considerati corrispondono allora alle situa-
zioni seguenti:

(D h =0, e=1, orbita parabolica,
aI hr>0, e>1, orbita iperbolica,
(III) A = hy, e=0, orbita circolare,

(IV) 0>h>h,, 0<e<1, orbita ellittica.

EsErcizio. Si dimostri che nel moto di un punto in un campo
centrale simmetrico il vettore
Y.
(15) L=vx(rxv)—v(r|u (u:—)
¢ un integrale primo se e solo se

my

v = costante, F(r)= 5

cioé se e solo se il campo & newtoniano o coulombiano:
k
F = -, ")’ -, k E R

L’integrale primo vettoriale L & chiamato vettore di Laplace. Utiliz-
zando quest’integrale primo e immediato dimostrare che le orbite sono
delle coniche. Infatti, osservato che se L & un integrale primo anche il
suo modulo L & una costante del moto, si ha da un lato

L-r=Lrcos,
con ¥ angolo compreso tra i due vettori, mentre dalla (15) risulta

L-r=c*—nr,

con ¢ costante delle aree. Uguagliando i due risultati si troval’equazione
7(L cos¥ + ) = ¢? che pud porsi nella forma (12) con

C2
p:—’?’ €=

s
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7. Dinamica dei sistemi finiti di punti.

Analizziamo in questo paragrafo il modello matematico newtoniano
della dinamica dei sistemi meccanici schematizzabili in un numero finito
di punti materiali. Sia & = {(P,,m,); v = 1,...,N} un sistema di N
punti materiali. Si postula quanto segue. (I) Le sollecitazioni a cui ogni
punto P, & soggetto sono rappresentate dalla somma di due vettori: un
vettore F';,, detto forza interna, risultante di tutte le forze agenti su
P, dovute alla presenza di tutti gli altri punti del sistema, e un vettore
F.,, detto forza esterna, risultante di tutte le forze agenti su P, dovute
ad azioni esterne al sistema. (II) Postulato delle forze interne: per
ogni punto P, la forza interna F';, & data dalla somma

(1) Fiv:Z’Fuu

dove F,, & la forza che il punto P, esercita sul punto P,. Per questi
vettori valgono le condizioni

F,, éparalleloa P, P,

2
(2) Fo =—F,

costituenti il cosiddetto principio di azione e reazione. (III) Per ogni
punto del sistema vale ’equazione dinamica

(3) ma, = F;, + F,,

Una conseguenza immediata del postulato delle forze interne & il
seguente teorema delle forze interne.

ProOPOSIZIONE 1. Le forze interne formano un sistema equivalente
a zero, cioé tale che:

(4) Ri=) F; =0, Mo;=) OP,x F;, = 0.

Infatti il sistema dei vettori applicati (P,, F;,) & equivalente ad un
sistema di coppie a braccio nullo.
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Un sistema di punti materiali si dice isolato se F'., = 0 per ogni
punto P,. Quindi per un sistema isolato anche il sistema delle forze
esterne € equivalente a zero.

EseEMPIo 1. Il problema ristretto dei due corpi. Consideriamo
due punti materiali (5, M) e (T, m), liberi e isolati, cio non soggetti a
vincoli e ad alcuna forza esterna. Il moto dell’'uno & influenzato dalla
sola presenza dell’altro attraverso una reciproca sollecitazione che, per il
principio di azione e reazione, & costituita da due forze opposte, di uguale
intensitd, dirette secondo la congiungente i due punti. Supponiamo che
tali forze dipendano solo dalla distanza r = |ST| dei due punti. Sia
allora ¢(r)u la forza che § esercita su T', con u versore di §7'. Siano as
e a1 le accelerazioni relative ad un riferimento inerziale. R. Le equazioni
del moto (3) scritte in questo riferimento diventano:

(5) Mags = —¢(r)u, mar = ¢(r) u.

Queste danno origine ad un sistema di sei equazioni differenziali scalari
del secondo ordine, con incognite le sei coordinate dei punti in funzione
del tempo. Il cosiddetto problema ristretto dei due corpi consiste
nello studio del moto del punto T rispetto al riferimento R. univoca-
mente definito dalle seguenti due condizioni: (i) il punto S & fisso in R.,
(ii) R« & in moto traslatorio rispetto ad un qualunque riferimento iner-
ziale (in altri termini, R € il riferimento rappresentanto da una terna
di assi aventi origine in S e orientamento invariabile rispetto alle ”stelle
fisse”). L’equazione del moto di T relativa a questo riferimento deve
pertanto tener conto delle forze apparenti:

(6) ma = ¢r)u+ Fy + Fo.

In quest’equazione a & 1’accelerazione di T rispetto a R, e ¢(r)u & la
forza reale agente su 7. Poiché R, si muove di moto traslatorio rispetto
ad R con accelerazione pari a quella del punto solidale 5, si ha

F;. = —mag, F.=0.

Dalla (5) e dalla (6) segue allora ’equazione

ma = (1 + ——AT%) o(r) u.
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Posto
(7) m, = mM 3

m+ M

quest’ultima diventa,
(8) m«a = ¢(r)u.

L’equazione (8) mostra che il punto 7' si muove in R, come un punto
di massa m. soggetto alla forza centrale simmetrica ¢(r) di centro fisso
S. Il numero m, prende il nome di massa ridotta. Si noti infatti che
My < M.

DEFINIZIONE 1. Fissato un riferimento, si dice atto di moto del
sistema di punti {P,; v = 1,..., N} un qualunque sistema di vettori
{(rv,v,); v =1,..., N} dove ogni vettore =, rappresenta la posizione
del punto P, rispetto ad un prefissato punto O (quindi r, = OP,) ed
ogni vettore v, rappresenta la velocita del punto P,.

Ad ogni atto di moto di un sistema di punti materiali vengono asso-
ciate alcune grandezze cinetiche aventi carattere globale o di media,
analoghe a quelle gia definite nel caso di un solo punto. Esse sono: la
quantita di moto

(9) p= Z m,v,

il momento della quantita di moto rispetto ad un generico polo O,
detto anche momento angolare,

(10) Ko = Zr,, X m,v,

e I’energia cinetica

1 2
(11) T = 52%%
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Per la quantitd di moto e Ienergia cinetica valgono due notevo-
li proprieta coinvolgenti il baricentro G del sistema che, ricordiamo, &
definito da una delle due equazioni seguenti:

(12) zm,,GP,, =0, <= O0G= —T%Zm,,ru (m = zyzm,,)

La prima proprietd, semplice ma importante per le sue implicazioni, &
espressa dalla formula

1)

dove v & la velocita del baricentro. Essa afferma che

ProPosizIONE 2. La quantitd di moto dell’intero sistema & pari
alla quantitd di moto del baricentro pensato dotato della massa totale
del sistema.

Dimostrazione. Ad un generico atto di moto del sistema corrispon-
de un atto di moto del baricentro, vale a dire una velocita v, ottenibile
derivando formalmente rispetto al tempo una delle equazioni (12), per
esempio la prima. Si ottiene

Z my(v, — vg) =0,

da cui segue la (13). m

La seconda proprietd, nota come teorema di Konig (Samuel
Konig, 1712 - 1757), & assai utile nel calcolo effettivo dell’energia cinetica:

ProOPOSIZIONE 3. L’energia cinetica di un sistema & uguale alla
somma dell’energia cinetica del suo baricentro, pensato dotato di tuttala
massa del sistema, e dell’energia cinetica nel moto rispetto al baricentro.

Per moto rispetto al baricentro s’intende il moto rispetto a
quel riferimento, che denotiamo con R/, in moto traslatorio rispetto al
riferimento R e nel quale il baricentro & fisso. Il teorema di Koénig &
espresso dunque dalla formula

1
(14) T:—2—m112G+T’
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, . . - . . . - '
dove T' & ’energia cinetica nel moto rispetto al baricentro.

Dimostrazione. Denotiamo con v/, la velocitd del punto P, mi-
surata nel riferimento R’. Per il teorema dei moti relativi abbiamo
v, = v, + vg, perché la velocita di trascinamento del punto P, coinci-
de, qualunque sia il punto P,, con la velocitd del baricentro vg, posto
che il baricentro & fisso nel riferimento R’ e che quest’ultimo si muove
di moto traslatorio rispetto al riferimento R. Abbiamo allora successi-
vamente:

2 _ ' 2
Z myv, = Z my(vy + vg)
v 14
—_ 2 2 '
= myv,; + m,vs+2 ) myv, - vg.
v 124 14

D’altra parte 'ultimo termine & nullo perché la somma Y., myv!, defi-
nisce la quantitd di moto p’ del sistema rispetto a R’. Questa, per la
proposizione precedente, & pari alla massa totale per la velocita del ba-

ricentro rispetto allo stesso R’, che & nulla perché il baricentro & fermo
inR'. m

Dopo aver introdotto le grandezze cinetiche fondamentali della mec-
canica dei sistemi finiti di punti, passiamo all’esame di alcune loro pro-
prieta immediatamente conseguenti ai postulati.

PRrROPOSIZIONE 4. Per la dinamica di un sistema di punti materiali
valgono le equazioni cardinali

dp
o = Re
dK
(16) dto =pXvo+ Mo,
dr
i 1%
dove

(17) R.=) F.
¢ il risultante delle sole forze esterne,

(18) MOe:Z"'uXFOe
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& il momento risultante delle sole forze esterne rispetto ad un qualunque
polo O di velocita v, €

(19) W=> F.-o

& la potenza di tutte le forze, sia interne che esterne al sistema.

Dimostrazione. Dimostriamo che per un sistema finito di punti
materiali le equazioni cardinali discendono dalle equazioni fondamentali
(3), valide per ogni singolo punto, e dal teorema delle forze interne (sono
nulli il risultante ed il momento risultante, rispetto ad un qualunque polo
0, delle forze interne). Dalla definizione di p segue:

%:;muau:;Feu'*';FW:Re’

e la (16); & dimostrata. Dalla definizione di Ko segue:

iKo ~—d
o= ; s (OP, x myv,)

= Z(’vy-—’vo) X m,,v,,-i—ZOPu X myay
:-voXZmyvy-i-ZOPuX (Feu+FiV)

=pXvo+ Moe,

e la (16)y & dimostrata. Dalla definizione di T segue infine immediata-
mente la (16)s:

%:Zml’”u‘avzsz(Fev‘*‘Fiu):We-l-Wi:W, .

Le equazioni cardinali esprimono tre proprieta dinamiche di media
che vanno rispettivamente sotto il nome di teorema della quantita
di moto, teorema del momento della quantitad di moto e teore-
ma dell’energia. Esse sono interpretabili come equazioni differenziali
reggenti la dinamica dei sistemi, ma in generale non sono sufficienti a
determinare il moto di ogni singolo punto. Si noti che nelle prime due
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intervengono esplicitamente soltanto le forze esterne. Vediamone alcune
notevoli conseguenze.

OSSERVAZIONE 1. Poiché p = mwg, I’equazione (18); equivale a
(20) mag = R,

Quest’equazione esprime il seguente teorema del moto del baricen-
tro:

PRrROPOSIZIONE 5. Il baricentro di un sistema di punti si muove
come punto materiale dotato della massa totale del sistema e soggetto
ad una forza pari al risultante delle forze esterne.

EseMPIO 2. Se le forze agenti su ogni singolo punto sono propor-
zionali alle rispettive masse (come nel caso della forza peso) cioé del tipo
F,, = m,g, allora si ha R, = mg e il baricentro si muove secondo la
legge ag = g qualunque siano gli effetti delle sollecitazioni interne al
sistema. L’esempio classico & quello di un proiettile che esplode durante
il tiro; mentre non & in genere possibile prevedere i moti delle singo-
le parti in cui viene diviso, si pud affermare che il baricentro continua
senza disturbi il moto che aveva prima dell’esplosione: questa infatti &
prodotta da sole forze interne al sistema.

OsSERVAZIONE 2. Se il polo O & fisso oppure coincide con il ba-
ricentro, allora la seconda equazione cardinale si riduce semplicemente
a

(21)

:MOe

dt

Infatti nel primo caso sihavo = 0 e nel secondo pxvg = muvgXvg = 0.

OSSERVAZIONE 3. Sia @ una retta, w un suo versore, O un suo
punto. Cosi come per un punto materiale, per un sistema di punti
definiamo il momento assiale della quantita di moto rispetto ad a:

(22) K'=Ko-u.

Tale numero non dipende dalla scelta di O sulla retta e cambia ov-
viamente di segno cambiando u nel suo opposto (il momento assiale
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dipende dunque dal verso della retta). In maniera analoga si definisce il
momento assiale delle forze esterne,

(23) ME=Mope +u.

Se la retta a & fissa nello spazio, la seconda equazione cardinale, molti-
plicata scalarmente per u, fornisce ’equazione scalare

dK*

(24) ai

= M?

Dalle equazioni cardinali seguono infine alcuni teoremi di con-
servazione, esprimenti, sotto certe condizioni per le forze, I’esistenza di
integrali primi.

(I) Se R, = 0, allora p = costante, vale a dire vg = costante.
Si dice in questo caso che sussiste I'integrale primo della quantita
di moto. Piu in generale, se esiste un vettore costante u tale che sia
sempre R, - u = 0, allora vs - u = costante.

Esempio 3. Si consideri un sistema soggetto alla sola forza pe-
so: il risultante & sempre ortogonale ad un qualunque prefissato vettore
orizzontale.

(IT) Se rispetto ad un polo O fisso oppure coincidente con il bari-
centro si ha Mo, = 0, allora Ko = costante Sussite cioé 'integrale
primo del momento della quantitd di moto. Si osservi che da
Mo, - u =0, con u vettore costante, segue Ko - u = costante.

EseEMPIO 4. Si consideri il sistema solare, con Sole e pianeti assi-
milabili a punti materiali. Ritenute trascurabili le forze esercitate dalle
stelle su di questi, il sistema solare & un sistema isolato, vale a dire:
R. = 0e Mg, = 0. Pertanto il suo baricentro G si muove rispetto ad
un qualunque riferimento inerziale di moto rettilineo e uniforme, mentre
il momento della quantitd di moto rispetto al baricentro K & costan-
te. Il piano ad esso ortogonale e passante per G & fisso nel riferimento
inerziale individuato da G. Esso prende il nome di piano di Laplace e
coincide approssimativamente con il piano dell’orbita terrestre.
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(IIT) Se esiste una funzione reale U dipendente dalla posizione di

tutti i punti cioe dalla configurazione del sistema, tale che per ogni
moto si ha

dU
w ="

si dice che il sistema ¢ conservativo. La funzione U, definita a meno
di una costante additiva, & detta potenziale. Dal teorema dell’energia
segue allora I'integrale primo dell’energia:

T — U = costante.
EseMPIO 5. Nel caso di un sistema le cui forze esterne sono le forze
peso si ha, per ogni configurazione del sistema,
U. =mg - 0G,
dove O & un qualunque punto fisso. Infatti:

duU.
dt -’

We:zmug"vu:g'va:
v

8. Dinamica del corpo rigido.

Le considerazioni svolte nel paragrafo precedente si applicano in
particolare ai sistemi rigidi costituiti da un numero finito di punti mate-
riali {(P,,m,); v =1,...,N}. Irisultati che si ottengono sono comun-
que validi per un corpo rigido continuo.

PropPosiZIONE 1. In un corpo rigido per il momento angolare Ko,
P’energia cinetica T e la potenza W di un qualunque sistema di forze
{(P,, F,)} valgono le espressioni seguenti:

Ko =mOG Xvo + Ip(w)
1 1

(1) T:—2—K0~w+§p~'vo

W:MO ‘w+R"UO
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dove m & la massa totale del corpo, G & il baricentro, O & un punto
solidale, v la sua velocita, w la velocita angolare del corpo rigido, Io &
il tensore d’inerzia nel punto O, R e M o sono il risultante ed il momento
risultante del sistema di forze.

Dimostrazione. Ricordata la seconda formula fondamentale di ci-
nematica rigida, per un qualunque punto solidale O si ha

v, =vo+wxO0P,,

denotata per semplicita con v, la velocita del punto P,. Ricordata
inoltre la definizione di Io, si ha successivamente:

KOZZOPVXmZ,v,,
=Y m,0P, X (vo+wxOP,)
:mOvao+Z m, (OP, X w)x OP,

=mOG X vo + Io(w).
Di qui la (1);. La (1), segue da:

T = —;— ;muvi

1
=3 Zm,,'vl, “(vo+wxOP,)
v

1 1
= §p-vo+§w~ ;OP,,xml,v,,.

La (1)3 segue da:
W=>F,-v,
:Zy:F,,~(vo +wx OP,)
:R-'vo-l—zF,,-waP,,

:R-vo+w-ZOP,,xF,,. =
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A proposito delle formule (1) si osserva quanto segue.

OsSERVAZIONE 1. Se il polo O coincide col baricentro (che & punto
solidale) oppure se O & un punto solidale fisso (vo = 0), allora ’espres-
sione del momento angolare si semplifica in

(2) Ko = Io(w)

Denotata con (1,7, k) la terna principale d’inerzia relativa al punto O e
denotati con (A, B, () i rispettivi momenti principali d’inerzia, si ha (si
veda il §14, Cap. II, e il §9, Prop. 4, Cap. I)

(3) Io=A419t1+BjR7j+CkQk.

Denotate con (p, ¢, r) le componenti secondo questa terna della velocita
angolare, posto cioé

(4) w=pt+qy+rk,
dalla (2) segue che

(5) Ko=Api+Bqyj+Crk

OSSERVAZIONE 2. Se O & un punto solidale fisso I’energia cinetica
si riduce a

1 1
(6) T:-2—K0~w::§Io(w)

dove Ip ¢ la forma d’inerzia nel punto O. Siccome la velocita angolare
& ad ogni istante parallela all’asse di Mozzi a, dalla (6) segue

(7) T = I%

dove I® & il momento d’inerzia rispetto all’asse di Mozzi. Dalla (6)
segue anche, secondo le notazioni classiche considerate nella precedente
osservazione,

(8) T:%(ApZJquz—i—C’r?)
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OSSERVAZIONE 3. Se si considera il sistema delle forze interne, che
& equivalente a zero, dalla (1); segue

W; = 0.
Dunque: le forze interne di un corpo rigido hanno potenza nulla.

Dopo le premesse sulle grandezze cinetiche del corpo rigido passiamo
ora a considerare le equazioni della dinamica.

Come per ogni sistema di punti materiali anche per un corpo rigido
valgono le equazioni cardinali della meccanica. Nel caso del corpo rigido
perd accade che: (I) le due prime equazioni, vale a dire il teorema della
quantita di moto ed il teorema del momento della quantita di moto, che
qui scriviamo rispetto ad un polo O fisso o coincidente col baricentro,

dp dK
9) 7 = Be "E;:‘“_Me

descrivono completamente la dinamica, sono cioé equazioni differenziali
sufficienti a determinare i moti del corpo; (II) la terza equazione cardi-
nale, vale a dire ’equazione dell’energia

ar

(10) rry

= Wea
& una conseguenza delle precedenti. Va inoltre osservato che le reazioni
vincolari responsabili della rigidita del corpo sono forze soddisfacenti
al postulato delle forze interne al sistema e non intervengono pertanto
nelle equazioni cardinali, neanche nell’ultima, il teorema dell’energia,
per quanto visto nell’Oss. 3.

Rinunciando alla discussione del punto (I), dimostriamo soltanto
che la (10) & conseguenza delle (9). Posto come si € detto O = G, per la
(1); ela (8) si ha

(Ap* + B¢* + Cr?) + -1-va cvg.

(11) T = :

N

D’altra parte, stante la (5), denotando brevemente con il punto sovrap-
posto la derivata rispetto al tempo e facendo intervenire le formule di
Poisson, si ha

K=Api+B¢j+Crk+Apwxi+ Bqwxj+ Crwxk,
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quindi
(12) K:Api+qu+Cf~k+_wa.
Di qui si osserva che
K - w = App + Bqg + Crr.
Se allora si deriva la (11) si ha successivamente:

T = App+ Bqg + Cri+ mag - vg
=K -w+p-vg
=M, - w+ R, -vg
= W,.

8.1. Corpo rigido con un punto fisso

Consideriamo il caso di un corpo rigido con un punto fisso O. In
questo caso la seconda equazione cardinale, se usiamo il punto sovrap-
posto per indicare la derivazione rispetto al tempo e omettiamo per
semplicita i suffissi O ed e, si scrive semplicemente

(1) K=M

Ma, essendo ancora valida la formula (12) precedente ed essendo inoltre
wxK=|p q r |,

Ap Bq Cr

I’equazione vettoriale (1) si traduce nelle tre equazioni scalari

Ap—(B-C)qr=X
(2) Bi—(C—-A)yrp=Y
Cir—(A-B)pg=12
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denotate con (X, Y, Z) le componenti del momento delle forze esterne M
rispetto alla terna principale d’inerzia. Queste sono le celebri equazioni
di Euler della dinamica del corpo rigido.

Le equazioni di Euler sono equazioni differenziali del primo ordine
nelle componenti della velocita angolare (p(t),q(t),7(t)) secondo la ter-
na principale d’inerzia. I secondi membri, vale a dire le componenti del
momento delle forze esterne, dipendono in generale dalla posizione del
corpo e dalla velocita dei suoi punti, cioé dall’atto di moto. Essi si e-
sprimono quindi come funzioni dei tre parametri scelti per rappresentare
la posizione del corpo rigido, delle tre componenti la velocita angolare
ed eventualmente del tempo (se le forze attive dipendono dal tempo).
Se per esempio per rappresentare la posizione del corpo si scelgono gli
angoli di Euler (6, ¢,v) (per altre possibili scelte si veda il §11.4, Cap.
I), allora le componenti (X,Y,Z) risultano in definitiva funzioni delle
sette variabili (6, ¢,%,p,q,r,t). Alle equazioni di Euler (2) vanno poi
affiancate le equazioni che esprimono le componenti della velocita an-
golare in funzione degli angoli di Euler e delle loro derivate rispetto al
tempo. Esse sono (si veda ’Oss. 2 pitt avanti):

p= cosqSé—l— sin ¢ sin0¢,
(3) q:~sinq§é+cos¢ sinﬂﬁ,
r=cosBy+ ¢

Queste equazioni possono essere risolte rispetto alle derivate (é,(i), zp)
per sinf # 0 (si tratta di un sistema di equazioni lineari). Il sistema
complessivo delle equazioni (2) + (3) & allora equivalente ad un sistema
di sei equazioni differenziali del primo ordine in forma normale nelle sei
funzioni incognite (8(t), $(t), ¥(), p(t), g(t),7(t)), almeno nel caso in cui
nessuno dei momenti principali d’inerzia si annulla (il caso in cui uno
di questi si annulla, caso degenere, richiede una trattazione a parte).
L’integrazione di questo sistema, che fornisce i moti del corpo rigido
intorno al punto fisso, presenta in genere delle notevoli difficolta, anche
in casi apparentemente semplici, come per esempio nel caso in cui le
componenti (X,Y,Z) sono nulle (moti alla Poinsot, §8.2) oppure nel
caso in cui sul corpo agisce una forza costante (come la forza peso, §9,
Cap. V, Esempio 3). Si va allora alla ricerca di eventuali integrali primi
tramite i quali dedurre proprieta qualitative o geometriche dei moti.

OssSERVAZIONE 1. Le forze reattive esterne al corpo, responsabili
del mantenimento del punto fisso O, si sommano in una forza applicata
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in O e quindi non danno alcun contributo al momento delle forze esterne
M. Esse danno perd un contributo al risultante delle forze esterne che
interviene nella prima equazione cardinale. Quest’equazione pertanto,
noto il moto del corpo rigido e noto il risultante delle forze esterne attive,
serve proprio alla determinazione del risultante delle forze reattive.

OssSERVAZIONE 2. Richiamiamo con la Fig. 8.1 la definizione de-
gli angoli di Euler data al §11.4 del Cap. I, cambiando opportunamen-
te le notazioni per i versori della terna fissa, ora denotati con (¢y) =
(c1,¢2,¢3), e della terna solidale, che ora & la terna principale d’inerzia
(o) = (w1, u2,u3) = (2,3, k). Posto per semplicitd ¢ = ¢3 si dimostra
innanzitutto che (si veda I’Eserc. 1, §7, Cap. III)

(4) w=1pc+odk+4N.
Si osserva, quindi che

(5) {N-i:cosgb, N -3 = —sing, N k=0,

¢+ 1=sinf sin g, ¢ -3 =siné cos o, ¢k = cosé.

Moltiplicando allora scalarmente la (4) per (2,7, k) si trovano le (3).

Fig. 8.1: gli angoli di Euler rispetto alla
terna principale d’inerzia (2,7, k).
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8.2. Moti alla Poinsot

Si dicono moti alla Poinsot (Louis Poinsot, 1777 - 1859), o anche
moti rigidi spontanei, i moti di un corpo rigido con un punto fisso
soggetto ad un sistema di forze il cui momento risultante, rispetto al
punto fisso, & nullo.

Sono esempi notevoli di moti alla Poinsot: (i) il moto di un corpo
rigido fissato nel baricentro e soggetto alla gravita, (ii) il moto rispetto
al baricentro di un corpo rigido in caduta libera. Nel primo caso infatti,
essendo F., = m, g, tisulta: Mg, =Y, GP, xm,g =3, m,GP, X
g = 0 perché ¥, m, GP, = 0. Nel secondo caso, poiché ci si pone in
un riferimento che si muove di moto traslatorio rispetto al riferimento in
cui la forza peso & ritenuta costante, e che viene assunto come inerziale,
si ha F., = m, (g — ag), essendo —m, ag la forza di trascinamento.
Per cui, come sopra, si trova Mg, = 0.

Nel caso dei moti alla Poinsot la seconda equazione cardinale di-
venta

(1) K =0

e le equazioni di Euler si semplificano in

Ap—(B-C)qr=0
(2) B¢g—(C-A)rp=0
Ci—(A-B)pg=0

Ora le equazioni di Euler formano un sistema del primo ordine nelle sole
funzioni incognite (p(t),q(t),r(t)) che, nel caso in cui nessuno dei mo-
menti principali d’inerzia (A, B, C) & nullo, puo porsi in forma normale.
La sua integrazione consente di determinare la velocita angolare e quindi
il moto del corpo rigido a partire da un atto di moto iniziale (si veda
’Oss. 5 alla fine).

L’equazione cardinale (1) mostra che il momento angolare & un in-
tegrale primo (vettoriale):

(3) K = costante.

Il teorema dell’energia, annullandosi anche la potenza delle forze esterne,
mostra che anche I’energia cinetica € un integrale primo:

(4) T = costante.
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La presenza di questi due integrali primi consente di riconoscere una
notevole e significativa proprietd geometrica di questi moti espressa nel
seguente classico teorema di Poinsot:

ProposizIONE 1. In ogni moto alla Poinsot D’ellissoide d’inerzia
relativo al punto fisso O rotola senza strisciare su di un piano fisso or-
togonale al momento angolare costante K.

Per la sua dimostrazione occorre utilizzare una proprieta generale
dei moti rigidi con un punto fisso.

PRrOPOSIZIONE 2. In un qualunque moto rigido con un punto fisso
O, in ogni istante in cui w # 0, il momento angolare K & ortogonale
all’ellissoide d’inerzia relativo ad O nei punti di intersezione con 1’asse
di Mozzi e forma angolo acuto con la velocita angolare (Fig. 8.2).

Dimostrazione. Si consideri il riferimento principale d’inerzia nel
punto O, di coordinate (z,y, z). L’ellissoide d’inerzia ha equazione

Az + By +C22 =1.

Il gradiente della funzione a primo membro, le cui componenti sono
(2Az,2By,2Cz), & un vettore ortogonale all’ellissoide nel punto P di
coordinate (z,y, z) (teorema del gradiente). Se questo punto sta sull’as-
se di Mozzi, che & parallelo a w di componenti (p, ¢,7), allorail gradiente
& parallelo al vettore di componenti (Ap, Bg,Cr). Ma queste sono ap-
punto le componenti di K: la prima parte dell’enunciato ¢ dimostrata.
Osservato poi che w + K = 2T e che ’energia cinetica & sempre positiva
o nulla, si conclude che ’angolo tra w e K & sempre acuto o retto. Ma
il caso in cui w - K = 0 corrisponde a T =0, cioe w=0. m

Dimostrazione della teorema di Poinsot. In virtu della Prop. 2 il
piano II tangente all’ellissoide d’inerzia in uno dei due punti d’interse-
zione con l’asse di Mozzi a ha giacitura costante, perché & ortogonale al
vettore costante K. Si prenda il piano tangente nel punto P per cui OP
e w sono concordi. Per il significato dell’ellissoide d’inerzia e per quanto
visto sull’energia cinetica, si ha

1 . 2T
(5) m—]—wz.
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| N

K

Fig. 8.2: il teorema di Poinsot.

Sia 6 Vangolo formato tra w e K. Allora

K.-w 2T
|Kllw|  |K]lw]

cosf =

D’altra parte, se d & la distanza del piano II dal punto O, risulta per la

(5)

B 2T |OP| V2T
(6) d=|OP|cosf = Kl ~ K]

Poiché T e K sono costanti, d & costante: dunque il piano II & fisso.
Poiché il punto P di contatto tra ellissoide e piano sta sull’asse di Mozzi,
la velocita di P, pensato solidale al corpo, & nulla, quindi ’ellissoide
rotola senza strisciare su II. m

OsseERVAZIONE 1. La (5) mostra che in ogni istante
(7) w = V2T OP.
La (6) fornisce la distanza del piano fisso dal punto fisso O:

V2T

(8) 4= TET
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Conseguenze notevoli del teorema di Poinsot:

CoRrOLLARIO 1. Tra i moti alla Poinsot esistono moti rotatori (cioé
con un asse fisso). Essi sono necessariamente uniformi (w = costante) e
intorno ad un asse principale d’inerzia.

Dimostrazione. 1 moti rotatori sono caratterizzati dall’avere ’asse
di Mozzi fisso. Dal teorema di Poinsot si vede che ’asse di Mozzi &
fisso se e solo se il punto P di contatto tra Dellissoide ed il piano & fisso.
D’altra parte un ellissoide con centro fisso puod rotolare senza strisciare
su di un piano fisso se e solo se il punto di contatto coincide con un suo
vertice e quindi appartiene ad uno degli assi. Inoltre, se P ¢& fisso, w &
costante (formula (7)). m

I moti rigidi con punto fisso e con w costante si dicono moti sta-
zionari. Il precedente enunciato afferma allora che moti alla Poinsot
stazionari sono possibili solo intorno agli assi principali d’inerzia.

COROLLARIO 2. Sel’ellissoide d’inerzia € rotondo, allora i moti alla
Poinsot sono moti di precessione regolare.

Dimostrazione. Se l’ellisoide & rotondo il punto di contatto P de-
scrive sul piano fisso (e anche sull’ellisoide) una circonferenza. Quindi la
distanza |O P| & costante, col che |w| & costante. Siccome P sta sull’asse
di Mozzi, i coni di Poinsot sono rotondi. Quello mobile rotola su quello
fisso con velocita costante perché e costante l’energia cinetica. m

OSSERVAZIONE 2. L’equazione cardinale (1) & equivalente all’equa-
zione vettoriale

(9) K=Kxw

dove ora la derivata temporale s’intende riferita al corpo rigido. Infatti
denotate con DK e con D'K le derivate temporali di un vettore generico
K fatte rispetto allo riferimento fisso e al riferimento solidale al corpo
rigido, vale la formula (§5, Cap. III)

DK =D'K+wx K.

Sicché P’equazione (1), DK = 0, & equivalente a D'K + w x K = 0,
cio¢ alla (9). La (9) & dunque la seconda equazione cardinale riferita al
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corpo, scritta cioé nel riferimento solidale. Se ci si pone nel riferimento
solidale (z,7,k) appare pit naturale considerare le equazioni di Euler
(2) come sistema dinamico nello spazio R? delle componenti

(10) r=Ap, y=Bq, z=Cr

del vettore momento angolare K rispetto alla terna solidale. Il sistema
(2) & allora equivalente al sistema normale

t=(c—-b)yz
(11) y=(a—c)zz
z=(b—a)zy

posto (si suppone, al solito, che nessuno dei momenti principali d’inerzia
sia nullo)

1 1 1
(12) a:‘/‘{, bZE, C:E.
Questo sistema possiede due integrali primi. Il primo & conseguente
all’integrale dell’energia 27 = Ap* + Bg* 4+ Cr? = costante e si scrive

(13) az® + by® + ¢2® = h?.

11 secondo & |K| = costante (K, costante nello spazio, non & costante
rispetto al corpo rigido ma é costante il suo modulo) cioé

(14) w2+y2+z2 = k2,

Le orbite del sistema dinamico sono dunque date dall’intersezione delle
sfere di equazione (14) con gli ellissoidi di equazione (13) che prendono
il nome di ellissoidi dell’energia. Si tratta di curve chiuse, che de-
generano nei vertici degli ellissoidi (gli assi (z,y, z) sono luogo di punti
singolari). Lo studio di queste curve consente tra l’altro di ottenere un
teorema sulla stabilitd dei moti di Poinsot stazionari intorno agli assi
principali d’inerzia. Si consideri il caso di un corpo rigido asimmetrico
rispetto ad O: Vellissoide d’inerzia non é rotondo (nel caso simmetri-
co, come si & gia osservato, i moti del corpo rigido sono di precessione
regolare). Si supponga

A<B<C (a>b>c).

§8 Moti alla Poinsot 75

A seconda dei valori delle costanti b = /2T e k = | K| 'intersezione della
sfera (14) di raggio k con Dellissoide (13) di semiassi (hv/A, hv/B, ,V/C)
& di vario tipo. (i) Se k < hv/C, & vuota; la sfera & interna all’ellissoide e
non vi & alcun moto reale; questa relazione tra le costanti & impossibile.
(ii) Se k = hv/C, & costituita dai due vertici dell’ellissoide sull’asse z.
(iii) Se Av/B > k > hy/C, & costituita da due curve chiuse, simmetriche
rispetto al piano (z,y), intorno ai suddetti vertici. (iv) Se k = VB, &
costituita da due circonferenze passanti per i vertici dell’asse y. (v) Se
hvVA > k > hv/B, & costituita da due curve chiuse simmetriche rispetto
al piano (y, z). (vi) Se k = hv/A, & costituita dai due vertici sull’asse z.
(vii) Se infine k > hv/A, & vuota e anche questa relazione tra le costanti
é impossibile. Nei casi (iii) e (v) si hanno dei moti di K periodici. Nei
casi (ii) e (vi) il vettore K & costante anche nel corpo ed i moti del corpo
rigido sono stazionari. Questi moti sono stabili, nel senso che una piccola
perturbazione trasforma il moto stazionario in una piccola orbita chiusa
di K. Il caso singolare (iv) comprende invece due distinte situazioni:
quella di un moto stazionario intorno all’asse y e quella di un moto di
K lungo una semicirconferenza (si tratta di un moto asintotico). Di qui
si osserva che il moto stazionario intorno all’asse y & instabile. Si & cosi
dimostrato che i moti stazionari intorno agli assi di massimo e minimo
momento d’inerzia sono stabili, quelli intorno all’asse intermedio sono
instabili.

OssSERVAZIONE 3. Si considerino gli endomorfismi antisimmetrici
aggiunti di K e w:
(15) L =x*K, 2 = *w.
Poiché vale I'ugnaglianza (§11.3, Cap. I, Oss. 4)
(K X w) = [+K,*w] = [L, 12,

dove
L, 2] = L2 - 2L,

Pequazione (9) risulta essere equivalente all’equazione

(16) L= [L,.Q]

Si pud riconoscere direttamente I’equazione (16) considerando le matrici
0 Cr - Bg

L=(Lyg)=|—-Cr 0 Ap |,
Bqg —Ap 0
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‘ 0 r -gq
2= (Qaﬁ) = -T 0 p ’
g —-p 0
le quali rappresentano proprio le forme bilineari antisimmetriche aggiun-
te di K e w (§11.2, Cap. I; si conviene che il primo indice « sia indice
di riga). Il commutatore C = [L, £2] = L2 — 2L delle due matrici ha

componenti
Cap = QoyLyp = Larfyp,

quindi la matrice (Cag) ¢ il prodotto righe per colonne della matrice £2
per la matrice L meno il prodotto in ordine inverso. Risulta:

0 (A-B)pg (A-C)pr
(Cap)= | (B~ A)pq 0 (B—-C)gr
(C - Aypr (C— B)gr 0 -

Si vede allora che le equazioni di Euler (2) equivalgono proprio alle
equazioni

Lag = Ca@,

quindi all’equazione (16).

OsSERVAZIONE 4. Un’equazione differenziale del tipo (16), coin-
volgente endomorfismi L e 2 sopra uno spazio vettoriale E reale e a
dimensione finita (quindi coinvolgente matrici reali quadrate), prende il
nome di equazione di Lax (Peter Lax, Courant Institute di New York).
Si dice inoltre che un sistema dinamico, ossia un campo vettoriale X so-
pra uno spazio di coordinate (z®) ammette una rappresentazione di
Lax se il sistema differenziale del primo ordine ad esso associato risulta
traducibile in un’equazione del tipo (16). L’utilitd della rappresenta-
zione di Lax risiede nel fatto che da essa si ricavano immediatamente
integrali primi. Segue infatti dalla (16) che le tracce

(17) F = %tr(Lk), kez,

iono integrali primi (il fattore } & conveniente per ragioni formali). In-
atti:

tr(Lk) = tr(L Lk—l)
= tr([L, 2] L*)

= tr(LR L - 2LF)
= 0.

i
SN
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Anzi, se vale anche la condizione
(18) tr(i} .Q) = tr(flL), ‘

allora anche la funzione
(19) T=-+t(LR)
2

¢ un integrale primo. La dimostrazione ¢ analoga alla precedente.

Se gli endomorfismi L e §2 sono antisimmetrici, come nel caso delle
equazioni di Euler-Poinsot, tutti gli Fj sono nulli per k& dispari. Per
k = 2, ricordato che per qualunque vettore K = «L si ha

tr(L?) = -2 K?,

si vede che & proprio
F,=-K?

Per valori pari di k si hanno integrali primi dipendenti da questo. Infine,
poiché per due qualunque vettori K = L e w = x42 vale la formula

tr(L2)=-2K - w,

si vede che l'integrale primo (19) coincide proprio con I’energia cinetica,
mentre la (18) & vera perché K - w = K - w (per verificare quest’ugua-
glianza basta ricordare che K = Io(w)).

OSSERVAZIONE 5. Si consideri il problema, puramente cinematico,
di determinare il moto di un corpo rigido con un punto fisso conoscendo
la sua velocita angolare in funzione del tempo w(?). Il moto rigido & rap-
presentato da una rotazione in funzione del tempo Q(t). Se denotiamo
con (c,) una terna fissa e con (uy) = (2,7, k) una terna solidale (en-
trambe ortonormali e centrate nel punto fisso O) la posizione del corpo
rigido & definita dalle equazioni

(20) %o = Q(Ca)-

Un primo metodo consiste nell’integrare il sistema dinamico

(21) Q=12Q
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nell’incognita @ dove I’endomorfismo antisimmetrico 2 = *w & noto
in funzione del tempo. L’equazione (21) si trae direttamente dalla de-
finizione di £2: 2 = Q Q. Si tratta di un sistema a nove funzioni
incognite scalari, le componenti di Q. Si osservi pero che dall’equazione
(21) segue

d . .
2Q7Q)=2'Q+Q"¢=-Q" 29 +QT 2q=0.

Dunque se inizialmente @ & una rotazione, cioe se QTQ =1,1lo0 &
necessariamente per tutti gli istanti. Quasi sempre perd il vettore velo-
cita angolare w ottenuto per esempio integrando le equazioni di Euler,
& espresso in componenti non secondo la terna fissa (¢, ) ma secondo
la terna solidale (u,). La questione & tuttavia immediatamente risolta
perché una proprieta caratteristica delle rotazioni & proprio quella di a-
vere uguali componenti rispetto alla terna fissa e alla terna solidale. Si
ha infatti, tenuto conto della (20):

Qlca) - cp = uq Q—l(uﬁ) = Uy QT(uﬁ) = Q(ua) - ug.

Un secondo metodo, che in sostanza & una riduzione del precedente,
prende in considerazione un vettore fisso nello spazio ¢. Vale per un tale
vettore I’equazione del tipo (9)

(22) c=cXw,

dove la derivata temporale é riferita al corpo rigido. Quest’equazione
vettoriale si puo intendere come sistema dinamico nell’incognita ¢, noto
il vettore w in funzione del tempo. Se si denotano con (a, ,7) le com-
ponenti di ¢ secondo la terna solidale principale d’inerzia, rispetto alla
quale w ha componenti (p,q,7), la (22) si traduce nelle tre equazioni
scalari

d:Tﬂ“q77
(23) B=py-ra,
'3’:q0‘“]7ﬂ7

Un integrale primo & il modulo di ¢, cioé la quantitd o® + 82 + 2. Si
puo quindi scegliere ¢ unitario. Se si fanno assumere inizialmente a ¢ i
tre valori (¢, ) della terna di riferimento fissa, si ricostruisce la matrice
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Q (1). L’integrazione di questo sistema non & in generale riconducibile
alle quadrature (2). Lo & perd nel caso dei moti alla Poinsot. Si consideri
infatti come vettore fisso il vettore K. Se (e, (3,7) sono i suoi coseni
direttori secondo la terna principale d’inerzia, posto K = | K|, si ha

(24) Ka = Ap, Kj = By, Ky =Cr.

Se si fanno intervenire gli angoli di Euler (8, ¢, %) e si sceglie la terna
fissa in modo che ¢ = ¢3 sia parallelo e concorde con K, utilizzando le
(5) del §8.1 si trova che

Cr Ap
(25) cosf = % an .
Gli angoli di nutazione e di rotazione propria (6,%) sono quindi deter-
minati in funzione del tempo attraverso (p,q,r). Utilizzando inoltre le
prime due equazioni del sistema (3) del §8.1 si trova che (*)

psin¢g + q cosd
sin @ '

(26) =

L’angolo di precessione % in funzione del tempo & quindi determinato
con una quadratura. In generale, se si vogliono utilizzare gli angoli di
Euler per rappresentare le rotazioni, si deve considerare, come si & detto,
il sistema dinamico fornito dalle equazioni (3) del §8.1 risolte rispetto
alle derivate. “

8.3. Corpo rigido con un asse fisso

Consideriamo infine il caso di un corpo rigido con asse fisso.
Le forze vincolari si esplicano tutte sull’asse fisso, quindi, in assenza di

(1) Si noti che, fissato ¢ la conoscenza dei tre coseni direttori (a, 8,7)
rispetto alla terna solidale (2, 7, k) determina la posizione di quest’ultima
rispetto alla terna fissa soltanto a meno di una rotazione intorno a c.
Il vettore unitario ¢ mobile rispetto al corpo e di componenti («, 3,7)
prende il nome di vettore di Poisson.

(?) Per un primo approccio a questo problema si veda p.es. T. Levi-
Civita, U. Amaldi, Lezioni di Meccanica Razionale (Zanichelli), Vol. I,
Cap. 1V, §8.

(3) Si veda ancora il Levi-Civita, Amaldi, Vol. II, Cap. VIII, §3.
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attriti, il loro momento assiale rispetto all’asse fisso a & da ritenersi nullo.
Essendo asse fisso a asse di Mozzi e quindi w parallelo al suo versore
u, posto

w = wu,

risulta
(1) K*=Kop-u=1Ipw)- u=wlo(u)=wl?

essendo I? il momento d’inerzia rispetto all’asse a. Pertanto la seconda
equazione cardinale proiettata sull’asse a diventa (si veda la (24) del §7)

(2) 16 = M®.

La posizione del corpo rigido ¢ determinata dall’angolo di rotazione ¥
concorde col versore u, per cui w = Ju. L’equazione (2) diventa

(3) g9 = Me.

Il momento assiale delle forze esterne attive M*® dipende in generale
dalla posizione e dalla velocita angolare del corpo rigido, quindi & una
funzione nota di ¥ e 9. Pertanto la sola equazione (3) & suficiente a
determinare il moto.

Esempio 1. Il pendolo composto. E un corpo rigido vincolato
a ruotare senza attrito attorno ad un asse fisso orizzontale, detto asse
di sospensione, e soggetto alla sola forza peso. Sia O il punto dell’asse
di sospensione a proiezione ortogonale del baricentro G su a. Il punto
O prende il nome di centro di sospensione. Se si misura ’angolo
di rotazione ¥ a partire dalla posizione in cui il vettore OG & verticale
discendente risulta

M*?® = — mgd sin ¥, d = |0G]|.
Pertanto I’equazione di moto (3) diventa
(4) I%9¥ 4+ mgd sin9 = 0.

Se si pone

(5) = —
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si ottiene un’equazione analoga a quella del pendolo semplice di lunghez-
za l:

(6) &+%sim9:0.

Questa lunghezza viene detta lunghezza ridotta del pendolo. Il punto
P sulla retta OG a distanza [ da O prende il nome di centro di o-
scillazione del pendolo. La retta per P parallela all’asse di sospensione
prende il nome di asse di oscillazione. La denotiamo con a’ e poniamo
d' = |PG|. L’interesse di queste definizioni risiede nel seguente classico
teorema di Huygens:

ProprosizioNE 1. Un pendolo composto oscilla nello stesso modo
scambiando 1’asse di sospensione col corrispondente asse di oscillazione.

Dimostrazione. Sia g I’asse per il baricentro parallelo ad a. Per il
teorema di Huygens relativo ai momenti d’inerzia si ha

I° = I9 + md?,
quindi
I9
= — +d.
(M —td

Di qui si deduce innanzitutto che [ > d, quindi che G e compreso tra O
e P. Se ora si assume come asse fisso ’asse @', in analogia con la (7),
deve essere
V&
I'= — +d'.

md!

Tenuto allora conto che d' = [ — d, di qui e dalla (7) si deduce

po I LI
T md | md’

Dalla simmetria di questa formula segue | = I’ e il teorema di Huygens
¢ dimostrato. =

OSSERVAZIONE 7. Se un corpo rigido ¢ vincolato in maniera tale
da possede un solo grado di liberta, cioé in maniera tale che ogni sua
posizione & determinata dalla conoscenza di un solo parametro (per e-
sempio un angolo, come nel caso di un asse fisso), allora I'integrale primo
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dell’energia (se sussiste) fornisce un’equazione differenziale sufficiente a
determinare il moto. Per esempio nel caso del pendolo composto si ha

T = —;-I“@?, U = mgd cos 9,

e quindi .
5[“192 —mgd cos?¥ = h.

Derivando questa rispetto al tempo e dividendo per ? si ritrova ’equa-
zione di moto (4) (che resta valida anche per 9 = 0).

Fig. 8.3: il teorema di Huygens.

CariToLo V

LA MECCANICA DI LAGRANGE

(Meccanica Analitica)

Joseph-Louis Lagrange (Torino 1736 - Parigi 1813) pubblica nel
1788 la ”Mécanique Analitique”. Scrive nell’ “avvertissement”, con pie-
na coscienza della grandezza dell’opera compiuta:

”Si hanno gia diversi Trattati di Meccanica, ma il piano di questo
é interamente nuovo. Mi sono proposto di ridurre la teoria di questa
Scienza, e ’arte di risolvere i problemi che ad essa sono riferiti, a delle
formule generali, il cui semplice sviluppo dia tutte le equazioni necessarie
per la soluzione di ciascun problema. Spero che la maniera con cui ho
cercato di raggiungere quest’obiettivo, non lasciera niente a desiderare.

Quest’Opera avra d’altronde un’altra utilita; riunira e presentera
sotto uno stesso punto di vista, i differenti Principi trovati finora per
facilitare la soluzione di questioni di Meccanica, ne mostrera il legame
e la mutua dipendenza, e consentird di giudicare la loro esattezza e la
loro portata.

[...] Non si troveranno figure in quest’Opera. I metodi che vi espon-
go non richiedono ragionamenti geometrici o meccanici, ma solamente
delle operazioni algebriche, assogettate ad una marcia regolare e unifor-
me. Coloro che amano I’Analisi, vedranno con piacere la Meccanica
diventarne una nuova branca, e mi saranno grati di averne cosi esteso il
dominio.”

Questo capitolo é dedicato ad una trattazione in chiave moderna
delle idee fondamentali di Lagrange. La Meccanica Analitica, in alter-
nativa alla Meccanica di Newton e Euler, trasferisce ’analisi dei sistemi
meccanici dallo spazio affine tridimensionale euclideo alle varieta delle
configurazioni e a varieta associate (fibrati tangenti e cotangenti), uti-
lizzando le tecniche della geometria differenziale ed il calcolo vettoriale
sulle varieta.
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1. Varieta differenziabili

La nozione di varieta differenziabile, fondamentale per la mo-
derna Geometria Differenziale, sorge dalla necessita di operare con le
tecniche del calcolo differenziale ed integrale su spazi di natura pit ge-
nerale degli spazi affini e soltanto localmente identificabili con aperti di
R"™.

DEFINIZIONE 1. Sia ¢ un insieme, i cui elementi chiamiameremo
punti. Dicesi carta di dimensione n su ¢ un’applicazione iniettiva

p:U —R"

il cui dominio U ¢ un sottoinsieme di @ e la cui immagine ¢(U) é un
aperto di R". Le n funzioni ¢*: U — R (¢ = 1,...,n) tali che per ogni

zelU
p(z) = (¢'(2),...,¢"(2))

prendono il nome di coordinate associate alla carta (. Si dice anche
che le (¢*) formano un sistema di coordinate locali sull’insieme Q.
Denoteremo una generica carta con la coppia (U, ¢) o con (U, ¢*).

Una carta consente di rappresentare il dominio U C ¢ in un a-
perto di R™ e quindi di operare su di questo con gli strumenti dell’a-
nalisi. Va osservato che pur essendo le coordinate (¢') definite come
funzioni reali sopra U, esse possono anche interpretarsi come variabili
reali. Ad esempio, data una funzione reale f:() — R sopra ) e data
una carta (U, ¢'), risulta definita una funzione f:(U) C R — R ta-
le che f(z) = f(¢'(z),...,q"(z)) per ogni punto z € U, cioé tale che
f = f o ¢~!. Diciamo che la funzione f & la funzione rappresentatri-
ce o la rappresentazione locale della funzione f secondo la carta o
secondo le coordinate (g*), funzione che per semplicitd denoteremo con

flgh).

DErINIZIONE 2. Due carte di dimensione n, ¢1:U; — R" e
py: Uy — R™, si dicono C*-compatibili se U; N U; = § oppure se,
quando Uy N Uy # @, risultano verificate le due condizioni seguenti:

(i) gli insiemi O1 = @1(U1 NU;) e Oy = a(Uy N U,), immagini dell’in-
tersezione dei domini secondo le due carte, sono entrambi aperti;

(ii) le funzioni di transizione ¢13: 01 — O3 e py1: Oy — 01, definite
da @12 = @s 0 cpl‘l € Po1 = P10 cp;l, dove 1 e iy s’intendono

ristrette all’intersezione U; N Uy, sono di classe C'*.
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Fig. 1.1: funzioni di transizione.

Le funzioni di transizione sono applicazioni, una inversa dell’altra,
tra due aperti Oy e O, di R" rappresentate da funzioni del tipo

(2) @ = el(al), ¢ = pb(gh),

dove (gi) e (qi) sono le coordinate corrispondenti alle carte P e . Le
(2) esprimono il cambiamento di coordinate nel passaggio da una
carta all’altra. Le funzioni reali ¢i,(gy) e wi;(g¥) sono per definizione
di classe C*, ammettono cioé derivate parziali continue almeno fino al-
I’ordine k. Nel caso in cui k& > 1, stante Pinvertibilita delle funzioni di
transizione, le corrispondenti matrici Jacobiane

0qi ) ( dq; )
3
®) (aq; o \ag

sono regolari e una inversa dell’altra.

DEFINIZIONE 3. Dicesi atlante sull’insieme ) un insieme di carte
compatibili A = {¢s: Uy — R"; o € 7} (Z & un insieme di indici) i
cui domini (U,) formano un ricoprimento di . Un insieme () dotato
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di un atlante prende il nome di varietd differenziabile (o varieta
differenziale) di dimensione n.

OssERVAZIONE 1. Un dato atlante pud essere arricchito con I’ag-
giunta di carte. Un atlante si dice saturato (o massimale) se contiene
tutte le possibili carte ad esso compatibili. Per varieta differenziabile
s'intende, pitl precisamente, un insieme dotato di un atlante massimale.

OssERVAZIONE 2. Un atlante induce sull’insieme ) una topo-
logia, quindi una variety differenziabile & anche uno spazio topologi-
co. Un sottoinsieme A C @ & per definizione un aperto se per o-
gni carta (Ua, o) Pinsieme q(A N Uy) C R™ & un aperto (nella to-
pologia di R"). I sottoinsiemi aventi questa proprietd soddisfano agli
assiomi degli aperti. Infatti, poiché ogni ¢q & iniettiva vale 1'ugua-
glianza pq(A1 N A2 N Us) = wa(A1 NUL)N oAz N Uy). Quindi se
A; e Ay sono aperti, anche la loro intersezione & un aperto. Inoltre,
per una qualunque collezione di sottoinsiemi {A4;} di @ vale 'identita
Pa ((UiAi) N Ua) = UijPa (Ai N Ua)7 quindi se questi sono aperti anche
la loro unione & un aperto. Infine, siccome le immagini dei domini delle
carte sono aperti per definizione, I'insieme () € un aperto.

OssERVAZIONE 3. Nella topologia indotta da un atlante i domini
delle carte sono aperti e le carte sono degli omeomorfismi. Per verifi-
carlo occorre dimostrare che una carta ¢: U — R” (che, per definizione,
stabilisce una corrispondenza biunivoca tra il suo dominio e la sua im-
magine) & bicontinua, cioé che: (i) se B C @(U) & un aperto, allora
insieme A = @~1(B) & un aperto, (ii) se A C U & un aperto, allo-
ra @(A) & un aperto. (i) Oltre alla ¢ si consideri una qualunque altra
carta compatibile ¢q: Uy — R” con AN U, # 0. La funzione di tran-
sizione : (U N Uy) = ©a(U N Uy), & per definizione almeno C?, cioé
continua insieme all’inversa, quindi e un omeomorfismo. D’altra parte
pa(ANU,) = ¢(Bﬂcp(UﬂUa)), dove B & aperto per ipotesi e o(UNUy) &
aperto per definizione di compatibilita. Dunque @o(ANUq) & un aperto
per ogni carta compatibile. Cio dimostra che A & un aperto. (ii) Questa
seconda proprietd & ovvia in base alla definzione di aperto: I'immagine
di A secondo una qualunque carta & un aperto e ¢ & una di queste carte.
Si noti bene che, nella maggior parte dei testi di Geometria Differenzia-
le, una varietd differenziabile & definita come insieme () dotato di una
struttura topologica e di un atlante le cui carte sono omeomorfismi di
aperti di @ su aperti di R".
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OS§ERVAZIONE 4. La topologia indotta da un atlante pud non
essere dl. Hausdorff (cioé separabile: punti distinti ammettono intorni
disgiunti) anche se ogni dominio di carta, preso a se stante, & omemorfo
ad un aperto di R" (si vedal'Esempio 3 qui di seguito). In queste lezioni
(co§1 come nella maggior parte dei testi di Geometria Differenziale) per
varieta differenziabile s’intende un’insieme dotato di un atlante la cui
topologia indotta e separabile e a base numerabile.

’ OSSERVAZIONE 5. La compatibilita & un requisito essenziale ri-
chiesto a piu carte sul medesimo insieme affinché, considerate nel loro
c.omplesso, possano fornire attraverso le parametrizzazioni locali una vi-
sione d’insieme coerente (in particolare, come si & visto, indurre una
topologia). Si osservi che un atlante di classe C* pud essel,’e considerato
come atlante di classe C* con h < k. Si pud tuttavia dimostrare che una
varieta differenziabile paracompatta di classe C'* con & > 1 ammette un
atlante di classe_ C" per ogni h > k. Dunque una varieta differenziabile
p'ar\acompatta di classe C'* con k > 1 (& essenziale che non sia solo k = 0
cioe che la compatibilita tra le carte non sia solo continua) ammette une;
strl'lttura di varieta differenziabile di classe C°°. Pertanto si supporra
tacitamente che le varietd considerate siano di classe C'°.

' EseEMPIO 1. L’insieme dei numeri reali R & una varietdy di dimen-
sione 1. L’identita R — R & una carta (detta carta naturale) che da
S(_)la. costuituisce un atlante. Analogamente, ’insieme R™ & una varieté
di dimensione n e pili in generale gli spazi affini sono varieta.

ESEMP.I(? '2. Uno stesso insieme puo possedere atlanti fra di loro
non conpatibili (aélche se con la stessa topologia). Sull’insieme R la carta
p:R — R:z — 2° non & compatibile con la carta naturale perché una

dell? d.ue funzioni di transizione & la radice cubica che non & derivabile
nell’origine.

' ES%MPIO 3. Sia @ l'insieme unione delle tre semirette A, B, C del
piano R* definite da: o

A: y=0,z<0,
B: y:La:ZO,
C: y=-1,z>0.

Si considerino su @ le carte

p1: AU B — R, wo: AUC — R,



88 Capitolo V §1

ottenute restringendo la proiezione di R? sull’asse z agli insiemi AUB e
AUC. Queste due carte sono compatibili perché le funzioni di transizione
coincidono con l'identita sulla semiretta aperta A, intersezione dei loro
domini. Esse formano inoltre un atlante di ¢, perché i loro domini
ricoprono Q. La topologiaindottanon & separabile perché i punti estremi
delle due semirette B e C (di coordinate (0,1) e (0,~1)) non ammettono
intorni disgiunti.

OSSERVAZIONE 6. Sottovarieta aperte. Se () & una varieta dif-
ferenziabile allora ogni suo aperto A possiede una naturale struttura
di variety differenziabile (con la stessa dimensione). Si verifica infat-
ti che se A = {¢a:Usy — R"; a € I} & un atlante di @ allora le
restrizioni delle sue carte ad un aperto A C @ formano un atlante
{pa|A:UsNA—R"; a€T}diA

OSSERVAZIONE 7. Sottovarieta di una varieta differenziabile.
Una sottovarietd S di una varietd differenziabile @ € un sottoinsieme
di Q tale che per ogni punto py € S esiste una carta ¢: U — R" con
dominio contenente po, di coordinate (g*) tali che

peSNU <= ¢ p)=0,...,¢"(p)=0 (k < n),

cioe tale che i punti di S che stanno nel dominio della carta sono carat-
terizzati dall’annullarsi di » — k coordinate. Una tale carta si dice carta
adattata a S (e le corrispondenti coordinate si dicono adattate). Si
pud dimostrare che la restrizione ¢|S:U NS — R¥ & una carta di S di
dimensione k e che 'insieme delle carte adattate induce un atlante su
§. Si dimostra anche che la topologia indotta da questo atlante coincide
con la topologia indotta da ) a §.

OSSERVAZIONE 8. Applicazioni differenziabili. Un’applicazione
f:M — N tra due varietd differenziabili M ed N (di dimensione m ed
n rispettivamente), assegnate due carte su M ed N di coordinate (z%) e
(y®) rispettivamente (1 = 1,... ,m,a =1,... ,m), & rappresentabile da
equazioni del tipo

ya - fa'(iL‘i)

ciod da n funzioni reali nelle m variabili reali (z'). L’applicazione f si
dice di classe C* (in particolare differenziabile) se ogni sua rappresen-
tazione in coordinate & di classe C* (in particolare C'*). Si dice rango
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Fig. 1.2: sottovarieta.

dell’applicazione f in un punto di M il rango della matrice m x n delle

derivate parziali
( L
dzt

calcolate in quel punto. Si pu¢ dimostrare che questo non dipende dalla
scelta delle coordinate. Si dice che f & una immersione di M in N se
m < n e se il rango di f & ovunque massimo (= m). Se f & iniettiva
allora si dice che 'immagine S = f(M) & una sottovarieta immersa di
M. Questo concetto & pil generale di quello di sottovarieta dato all’Oss.
7 perché la topologia di S indotta da N tramite f pud essere diversa
dalla topologia indotta da N. Se le due topologie coincidono, cioé se .S
e una sottovarietd nel senso anzidetto, si dice che f & una immersione
topologica (o embedding). Si dice che f & un diffeomorfismo se &
invertibile e se f ed f~! sono entrambe differenziabili. Le due varieta
M ed N si dicono allora diffeomorfe e si usa scrivere M ~ N. Esse
hanno la stessa dimensione, m = n.

‘ OsSERVAZIONE 9. Varieta prodotto. Se M e N sono due varietd
differenziabili, di dimensione m ed n rispettivamente, allora il loro pro-
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dotto cartesiano M x N & una varieta differenziabile di dimensione m+n,
detta varietd prodotto. Si dimostra infatti che i prodotti cartesiani
di carte delle due varieta definiscono carte su M X N che sono fra loro
compatibili e quindi che a due atlanti di M ed N corrisponde un atlante

di M x N.

OSSERVAZIONE 10. Superfici regolari in uno spazio affine.
Si consideri in R™ il sottinsieme S costituito dai punti soddisfacenti a
r < m equazioni indipendenti

(1) Fe(zl,...,2™) =0 (a=1,...,7).

S’intende con cio che i differenziali delle funzioni F'* sono indipendenti
in ogni punto di S, ovvero che in corrispondenza ai punti di S la matrice
rXm

ore )
(1) ( Oz
ha rango massimo. L’insieme S & allora una superficie regolare. Dimo-
striamo che & una sottovarieta di R™ e quindi essa stessa una varieta (si
veda 1’Oss. 7). Dire che la matrice ({) ha rango massimo in un punto
di S equivale ad affermare che nell’intorno di quel punto una sua sot-
tomatrice quadrata di ordine massimo r & regolare. Si puo supporre,

cambiando eventualmente ’ordine delle coordinate, che questa sottoma-
trice sia composta dalle prime r righe e prime r colonne:

gFa
det<a$b) 40  (ab=1,...,r).

Cio posto, si considerino le equazioni

{ q® = Fe(z!,...,2™)

. : (a=1,...,ryi=r+1,...,m).
q’L:xZ

Queste definiscono nuove coordinate (¢%,¢*) in un certo intorno U del
punto considerato, perché il corrispondente jacobiano non & nullo:

O¢*  0¢° oFs  9F°
det 8:17'? 8x2' =det | 0% 0% | = det (%fb ) # 0
_a_gi _a_q_J_ 0 87 z

ozt Ozt t
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Poiché la superficie S & nell'intorno U caratterizzata dalle equazioni
q" = 0, queste coordinate sono adattate a S. Si & cosi dimostrato che
nell’intorno di ogni punto di § esistono carte adattate e quindi che § &
una sottovarieta. Dimostrato che una superficie regolare & una varieta,
si puo anche dimostrare che una qualunque varieta differenziabile Q puo
essere immersa topologicamente in R™ con N opportuno non superiore
a 2dim(Q) + 1 (teorema di immersione di Whitney (1936)), quin-
di pud essere intesa come superficie regolare in R”. La definizione di
immersione topologica & data all’Oss. 8.

OsSERVAZIONE 11. Sottovarieta definite da equazioni. Quanto
detto nell’osservazione precedente si puo ripetere per un sistema di r
funzioni differenziabili (F'*) sopra una varietd (). Le equazioni F* = 0
definiscono un sottoinsieme S C . Se in ogni punto di S le (F*)
sono indipendenti allora S & una sottovarieta di codimensione r. Piu in
generale le equazioni F'* = c¢®, al variare delle costanti ¢ = (¢%) € R",
definiscono una partizione su di un sottoinsieme D C @ in sottoinsiemi
disgiunti S¢ (il sottoinsieme D pud non essere tutto ), perché potrebbero
esserci dei punti non soddisfacenti alle equazioni per tutte le possibili
scelte delle costanti). Se le funzioni sono indipendenti su D, allora le
Sc sono sottovarietd, tutte della medesima dimensione, e formano un
fogliettamento di D (si veda anche il §10, Cap. II).

EsemPio 4. La circonferenza S;. Si consideri I'insieme §; ¢ R?
definito da
$1 = {(z,y) e R* |2 +4* = 1}.

Si tratta della circonferenza di raggio 1 centrata nell’origine. Quest’in-
sieme & una curva regolare (superficie regolare di dimensione 1) di R*
e quindi varieta differenziabile. Tuttavia, per riconoscere direttamente
che e una varieta, si possono costruirne delle carte e quindi degli atlanti.
Possiamo per esempio definire una carta prendendo come dominio tutta
la circonferenza meno un punto A (per esempio il punto 4 = (1,0))
e considerare 'applicazione che ad ogni altro punto P associa I’angolo
compreso tra 0 e 27 (estremi esclusi) che separa P da A. Due carte di
questo tipo sono compatibili (perché i due angoli differiscono per una
costante) e formano un atlante su S;. Un’altro tipo di carta & la proie-
zione stereografica rispetto ad un punto N. Si prenda per esempio
N = (0,1). Ad ogni punto P del dominio Uy = S; — N si fa corri-
spondere il punto P’ intersezione della retta per O = (0,0) ortogonale
alla retta ON (in questo caso ’asse z) con la retta N P. L’applicazione
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on:Un — R che associa al punto P = (z,y) l'ascissa del punto P’ &
una carta. Risulta essere

z
11—y

(PN(xay) =

Si noti che si ha sempre oy # 0, perché il punto (0,1) & escluso'd‘aq
dominio della carta. Due carte di questo tipo SOmo fra loro compatibili
e definiscono un atlante. Si prenda per esempio il punto 5 opposto a(il
N, nel nostro caso il punto S = (0,—1). La corrispondente carta @g €

tale che w

Poiché (z,y) € Sy, risulta on - 95 = 1. Il cambiamento di coordinate e
allora rappresentato dalla relazione

__l
(’DNH(PS,

ovunque differenziabile (perché pn # 0, ¥s £0).

Esempio 5. Le sfere S,. Per ogni intero n poniamo
S, = {(za) €R™ Y (za)? = 1}

Pern = 1 si ritrovala definizione di §;. Pern = 2sihala sfera (unitaria,

bidimensionale)
S, = {(z,y,2) € R* | 2? +y? 427 =1}

Ad ogni prefissato punto N di S, corrisponde una proiezione s.tereogralfl—,
capn:Un — R? che asocia ad ogni punto P di l./'N = S;): — N il punto

del piano per lorigine O perpendicolare a O]Y mte\zr.semf)ne con la 'retta
NP. Se per esempio N = (0,0,1) questo piano e il piano coordinato

(z,y) e quindi ) ,
@N(ajayﬁz): (I——;—;7 1= Z> .

Una proiezione stereografica ¢ una carta. Si di.mostra che due proi.ezioni
stereografiche sono compatibili. Due proiezioni stereograﬁch.e corrispon-
denti a punti opposti della sfera formano un atlante. In maniera analoga
si costruiscono le proiezioni stereografiche su ogni Sp.
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Esempio 6. I tori T,,. Si consideri sulla retta reale R la relazione
di equivalenza z ~ ' <= 2 — 2’ € Z (due numeri sono equivalenti se
differiscono per un numero intero). L’insieme delle classi di equivalenza
e il quoziente di R rispetto a Z e si denota con T; = R/Z. Fissato
un numero a si consideri I'intervallo aperto unitario I, = (a,a + 1).
L’applicazione identica I, — R genera un’applicazione ¢,: U, — R so-
pra l'insieme U, delle classi di equivalenza rappresentate dai punti di
I, ponendo ¢.([z]) =  per ogni & € I, (si noti che U, = Ty - [a]).
Questa & una carta. Due carte di questo tipo sono compatibili, perché
le funzioni di transizione si riducono all’identita, e formano un atlante.
Dunque T, € una varieta differenziabile, di dimensione 1. Si noti che Ty
puo considerarsi rappresentato dall’intervallo chiuso [0, 1] dove perd gli
estremi vanno identificati. Quest’identificazione rende quest’intervallo,
quindi Ty, omeomorfo ad una circonferenza. Per precisare questa cor-
rispondenza si consideri ’applicazione 6: Ty — S; che ad ogni classe [{]
associa il punto di 8; determinato dall’angolo 27t (misurato in un certo
senso, per esempio antiorario, a partire da un certo punto, per esempio
(1,0)). Si tratta di un’applicazione biunivoca. Se si prende su T la car-
ta g, il cui dominio & Uy = [[y], si vede che ’applicazione 6 & definita
da 6([t]) = 27t con 0 < ¢t < 1. L’applicazione § & dunque invertibile
e differenziabile insieme alla sua inversa, quindi un diffeomorfismo. Le
due varieta S; e T; sono pertanto diffeomorfe.

In maniera analoga a quanto visto per T; si dimostra che P'insieme
T, = R"/Z", dato dalle classi di equivalenza dei punti di R" le cui
coordinate differiscono per dei numeri interi, & una varietd differenziabile
detta toro di dimensione n. Si dimostra che T, & diffeomorfo al prodotto
cartesiano S{' = §; X ... X 81, n volte. Si osservi che il toro Ty pud
essere rappresentato in un quadrato, per esempio il quadrato unitario
{(z,y) e R** |0 <2 <1, 0<y < 1}, doveilati opposti vengono
identificati.

EseEMPIO 7. Gruppi di matrici, gruppi ortogonali. Si denota
con G L(n,R) il gruppo delle matrici quadrate (A7) di ordine n di numeri
reali a determinante non nullo (gruppo lineare generale di ordine n

. i3 3 . . . 3 2 . .
sui reali). Le matrici reali di ordine n formano lo spazio R™ . Le matrici
il cui determinante é nullo formano una superficie regolare .S dello spazio

R"z, definita appunto dall’equazione
det(A?) = 0.

Essendo una superficie, 'insieme S & chiuso e quindi ’insieme comple-
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mentare GL(n,R) = R™ — S & un aperto di R"™, quindi una varietd,
differenziabile (di dimensione n?).

Si consideri il sottogruppo O(n) delle matrici ortogonali, carat-
terizzate dalle equazioni

n
> ALAL = bnke
=1

Queste equivalgono alle %n(n 4+ 1) equazioni
FUR (ALY =" ALAL =6 =0,  h<k
i=1 :

nelle R™ variabili (A;) Si pud dimostrare che queste equazioni sono
indipendenti (occorre studiare il rango della matrice delle derivate delle
funzioni F(®*) rispetto alle variabili (A;) e mostrare che & massimo).
Dunque O(n) & una superficie regolare di R™ di dimensione tn(n — 1)
(= n* — In(n + 1)) quindi una varieta differenziabile. Si tratta di u-
na varieta sconnessa. La componente connessa che contiene la matrice
unitaria, composta dalle matrici ortogonali a determinante uguale a 1,
& un sottogruppo denotato con SO(n). E interessante e complesso il
problema della rappresentazione parametrica di tali matrici, cioe la co-
struzione di carte di queste varieta (per esempio gli angoli di Euler sono
coordinate di una carta di SO(3); un’altro sistema di coordinate & dato
dalle componenti delle matrici antisimmetriche 3 x 3 nella rappresen-
tazione esponenziale delle rotazioni). Questi esempi rientrano in una
particolare ma fondamentale classe di varieta: i gruppi di Lie. Si dice
gruppo di Lie un gruppo G dotato di una struttura di varieta diffe-
renziabile tale che le applicazioni G X G — G:(g,h) — gh (prodotto) e
G — G: g+ g~! (inversione) sono di classe C"*°.

2. Fibrati tangenti

La nozione di spazio affine si basa essenzialmente su quella di spazio
vettoriale, che invece non & coinvolta nella definizione di varieta diffe-
renziabile. Per poter estendere alle varieta il calcolo vettoriale occorre
definire su queste la nozione di vettore.
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Sia () una varieta differenziabile di dimensione n. Come si e detto,
una funzione reale (o campo scalare) di classe C* su @ & un’appli-
cazione f:(Q) — R tale che ogni sua rappresentazione locale f(z*) & di
classe C'*. Si denota con C*(Q,R) I'insieme di tali funzioni. Su di esso
sono definite le operazioni di somma e di prodotto che gli conferiscono la
struttura di anello commutativo e di spazio vettoriale reale (di dimensio-
ne infinita). Denotiamo pit brevemente con F(Q) linsieme C*(Q,R)
delle funzioni reali di classe C*°. In particolare, per ogni punto ¢ € (),
denotiamo con Fy(Q) l'insieme delle funzioni C'* definite in un aperto
contenente gq.

Un’applicazione v: I — ¢ da un intervallo reale ] C R ad una va-
rieta ) prende il nome di curva su (). In un qualunque sistema di
coordinate (¢') una curva 7 & rappresentata da equazioni parametri-
che del tipo ~

g =7'(t) (i=1,...,n),

con t variabile in un opportuno sottointervallo di I. Si conviene che gli
intervalli di definizione delle curve contengano lo zero. Una curva si dice
basata in un punto ¢ € @ se 7(0) = ¢. Il punto ¢ prende anche il nome
di punto base o punto iniziale della curva. Una curva si dice di classe
C* se tali sono le sue rappresentazioni parametriche.

Siamo ora in grado di dare tre definizioni equivalenti di vettore.

DEeriNizIONE 1. Un vettore tangente in un punto ¢ ad una varieta
@ ¢ una classe di equivalenza di curve su ) basate in ¢. Due curve
v e 4" si dicono equivalenti o tangenti se

(1) { 7(0) = v'(0) (hanno lo stesso punto base),

D(fov)(0)=D(f7")(0), VfeF(Q).
Si denota con [y] la classe di equivalenza individuata dalla curva v.

In questa definizione D denota Poperazione di derivazione di fun-
zione reale a variabile reale.

DEFINIZIONE 2. Un vettore tangente in un punto ¢ ad una

varietd () & una derivazione sulle funzioni, cioé un’applicazione
v: F,(Q) — R tale che

@) { v(af +bg)=av(f)+bv(g), Va,beR, V[ geF(Q),
v(fg) = v(f)g9(q)+v(g) f(q)
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La prima condizione mostra che v & R-lineare. La seconda ¢ la
regola di Leibniz. Il numero v(f) & anche denotato con

(v, df)
ed & chiamato derivata della funzione f rispetto al vettore v.

DEFINIZIONE 3. Un vettore tangente in un punto ¢ ad una varieta

Q) & una classe di equivalenza di coordinate e componenti cioe di
coppie o
(¢",v")

costituite da un sistema di coordinate (¢') in un intorno di ¢ e da una
n-pla di numeri reali (v*). Due coppie si dicono equivalenti se

iy (00
(3) vt = ((?qi')q'

I numeri (v') si dicono componenti del vettore secondo le coordinate

(¢°).

Se [] & una classe di curve equivalenti in un punto ¢ € @, cioé un
vettore tangente secondo la Def. 1, si definisce una derivazione v, cio¢
un vettore secondo la Def. 2, ponendo

(4) v(f) = D(f 2 7)(0)

In virth della stessa definizione di equivalenza (1); questa definizione
non dipende dalla curva rappresentatrice della classe. Che le proprieta
(2) siano verificate segue dal fatto che, introdotte coordinate generiche
nell’intorno del punto ¢, si ha

of dq
D(fOV): —é_q—f;_d_t—,

dove & sottintesa la sostituzione delle equazioni parametriche ¢' = y*(t)
della curva v. Per cui, posto

(5) v' = D7Y(0)
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la (4) equivale a
wn=v (3 .

e le proprieta (2) discendono dalle analoghe proprieta delle derivate par-

ziali. Se si usa un diverso sistema di coordinate (¢* ), avendosi

dg’ _ 0q' dg’

dt — O¢" dt’

si riconosce che tra le componenti (v?) definite dalla (5) e le analoghe
(v'") corrispondenti alle coordinate (¢*') sussiste il legame (3). La (4)
stabilisce dunque il passaggio dalla Def. 1 alla Def. 3. Se inoltre v € un
vettore secondo la Def. 2 allora le sue componenti secondo la Def. 3 sono

definite da

(6) v' = v(¢") = (v,dg")

osservato che le coordinate sono particolari funzioni nell’intorno del pun-
to g. Se v = [(¢*,v")] & un vettore secondo la Def. 3 allora una curva
tale che v = [y] secondo la Def. 1 ha equazioni parametriche

(7) ¢ = v+,
dove (g¢) sono le coordinate del punto base gq.

OssERVAZIONE 1. L’attributo tangente dato ai vettori cosi definiti
richiama la circostanza che, nel caso.in cui ¢} sia una superficie regolare di
un opportuno R, questi si identificano proprio coi vettori tangenti alla
superficie. La nozione di vettore tangente ad una varieta si riduce, nel
caso in cui questa sia uno spazio affine, alla nozione di vettore applicato.
Per questo motivo, al posto di vettore tangente si puo usare il termine
vettore applicato in g.

Denotiamo con T, l'insieme dei vettori tangenti a ¢ nel punto
g € Q. Usando la Def. 3 si riconosce che esso ha una naturale struttura di
spazio vettoriale reale di dimensione n. Lo chiamiamo pertanto spazio
tangente a () in q.

Denotiamo con T'Q) 'insieme di tutti i vettori tangenti alla varieta
(). Esso ha una naturale struttura di varieta differenziabile di dimen-
sione 2n che chiamiamo varieta tangente o fibrato tangente di Q).
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Infatti ad ogni carta (U, q%) su @ corrisponde una carta (T'U, qt,v') su
7@, il cui dominio TU e l'insieme di tutti i vettori tangenti nei punti
di U: ad ogni v € TU le (¢*) associano le coordinate del suo punto di
applicazione mentre le (v') associano le sue componenti secondo que-
ste coordinate. Due carte siffatte sono fra loro compatibili. Infatti se
(U,q") e (U',¢") sono due carte di Q con U N U’ # @ allora valgono le
(3), le quali rappresentano le funzioni di transizione dalla seconda alla
prima carta. Le funzioni a secondo membro sono di classe C'*° sia nelle
coordinate (') (perché le due carte sono supposte compatibili) sia nelle
velocita lagrangiane (v¥) (sono addirittura lineari in queste variabili).
Lo stesso dicasi per i legami inversi, del tutto analoghi. Dunque i cam-
biamenti di coordinate (¢*,v") «— (¢%,v%) sopra TU N TU' sono di
clagse C'™ e le due carte sono compatibili. Partendo da un atlante di @),
con carte di questo tipo si costruisce un atlante su 7'Q). Dunque T'Q) &
una varietd differenziabile di dimensione 2n.

Le coordinate (¢*,v*) su TQ corrispondenti a coordinate (¢*) su @
considerate nel ragionamento precedente si dicono coordinate fibrate
o naturali di 7Q. Talvolta si usa anche la notazione (¢*,¢') oppure
(¢, 6q").

L’applicazione 7g: T¢) — @) che ad ogni vettore tangente associa il
punto di ¢ a cui e applicato si chiama fibrazione tangente di ). Una
fibra di 7@ & dunque data da uno spazio tangente 7T,0).

Partendo dalla nozione di vettore tangente é possibile definire sul-
le varieta differenziabili, cosl come si fa per gli spazi affini, i concetti
di campo vettoriale, di campo tensoriale, di forma differenziale, con le
relative operazioni.

Per esempio, un campo vettoriale (di classe C*) su di una varieta
differenziabile @ & un’applicazione (di classe C¥) X: Q — TQ che associa,
ad ogni punto ¢ € @ un vettore X (q) € T,Q (cioé un vettore applicato
in ¢). Si usa dire anche che un campo vettoriale & una sezione del
fibrato tangente. Se (g,v!) sono generiche coordinate fibrate su TQ,
l’applicazione X:(¢) — T'() e rappresentata da equazioni parametriche
del tipo

(8) v' = X'(¢)

Le funzioni (X?) sono dette le componenti del campo vettoriale.
Come nel caso degli spazi affini, un campo vettoriale su di una varieta
puo essere inteso come campo di velocita, quindi come sistema dinamico
generatore di curve integrali e flussi, oppure come derivazione. Nel primo
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caso esso si identifica con un sistema di equazioni differenziali del primo
ordine in forma normale

dq ;

Nel secondo caso esso si identifica con un’applicazione R-lineare
X:F(Q)— F(Q):F— XF =(X,dF)

soddisfacente alla regola di Leibniz e si rappresenta con ’operatore

; 0
(10) X=X Py
L’equazione

JOF
(11) (X,dF)y=X o

é caratteristica degli integrali primi del campo, cioe delle funzioni su @
costanti lungo le sue curve integrali.

Se le definizioni relative ai campi vettoriali e alle forme differenziali
su spazi affini si estendono in maniera naturale alle varieta, occorre perd
osservare che i relativi teoremi hanno sulle varieta validita solo locale.
La struttura topologica della varieta puo infatti avere delle conseguenze
notevoli sul comportamento globale delle funzioni, dei campi vettoriali
e delle curve integrali, delle forme differenziali. Queste proprieta globali
sono argomento tipico della Geometria Differenziale. Vediamone alcuni
esempi.

EseMp1o 1. Si puo dimostrare che su di una varietd compatta (per
esempio su di una sfera, su di un toro) ogni campo vettoriale & completo.

Esegmpio 2. Si pud dimostrare che le sfere di dimensione dispari
hanno almeno un campo vettoriale di classe C'™ mai nullo, cioé senza
punti singolari, e che invece sulle sfere di dimensione pari un tale campo
non esiste (ogni campo ha almeno un punto singolare).

EseMpio 3. Il fibrato tangente T'Q non & in generale diffeomorfo al
prodotto R x . Se lo & si dice che la varietd Q & parallelizzabile. La
parallelizzabilith equivale all’esistenza di n campi vettoriali indipendenti
in ogni punto. Si pud dimostrare che le sfere S;, S3 e S7 sono le sole
sfere parallelizzabili. Ogni toro T,, & parallelizzabile, essendo la potenza
di S;. Ogni gruppo di Lie & parallelizzabile.
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3. Sistemi olonomi

Un sistema meccanico puod essere schematizzato in un insieme di
punti mobili, con o senza vincoli, nello spazio affine tridimensionale eu-
clideo, modello dello spazio fisico osservato da un riferimento. Sia P,
il generico punto del sistema; I'indice v & da intendersi variabile in un
opportuno insieme B, finito o infinito. Scelta un’origine O dello spazio
affine, la posizione del punto P, e caratterizzata dal vettore OP, = r,.
L’insieme dei vettori posizione {r,; v € B} definisce una configurazio-
ne del sistema. Denotiamo con ) 1'insieme di tutte le possibili configu-
razioni che il sistema puo assumere, compatibilmente coi vincoli imposti,
rispetto ad un assegnato riferimento. Lo chiamiamo spazio delle con-
figurazioni.

DEFINIZIONE 1. Un sistema di punti {P,; v € B} si dice olonomo
se il corrispondente spazio delle configurazioni ¢ ha una struttura di
varietd differenziabile. Si dice allora che () ¢ la varieta delle configu-
razioni. La dimensione n di ) prende il nome di numero dei gradi
di liberta del sistema. Le coordinate (¢') associate ad un qualunque
carta di ) prendono il nome di coordinate lagrangiane (1).

Per ogni indice v € B risulta definibile un’applicazione
(1) T, Q — Es,

da @ allo spazio vettoriale euclideo tridimensionale Fj3, che assegna il
vettore posizione 7, del punto P, in corrispondenza ad ogni configura-
zione del sistema. Scelte delle coordinate (¢*) su @ le applicazioni (1) si

() Si possono considerare definizioni piu generali di questa. Per esem-
pio, assumere che la varieta () possa essere una varieta con bordo,
cioé ammettere delle carte sopra semispazi di R™. La nozione qui data
di sistema olonomo sard comunque estesa, nel prossimo paragrafo, ai
sistemi con vincoli dipendenti dal tempo. Le varieta delle configurazioni
che consideriamo sono supposte tutte di classe ¢'*°. Il termine olono-
mo, derivato da 6Aos (intero) e vépos (legge), fu introdotto da H. Hertz
(1857-1894). Esso sta a significare che pur essendo il sistema costituito
da un numero finito o infinito di punti, in virtlt dei vincoli imposti la
posizione di ciascuno di questi & determinata dai valori di un numero
ridotto finito n di parametri reali (¢') = (¢!,...,¢"), come mostra il
ragionamento che segue.
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traducono in funzioni vettoriali r,(q") nelle n variabili (¢*),
(2) OP, = r,(q").

Queste funzioni svolgono un ruolo di ponte tra la descrizione tridimen-
sionale del sistema meccanico e quella, pilt astratta, ambientata nella
varieta delle configurazioni @; servono cioé a tradurre entitd meccaniche
rappresentate nello spazio affine tridimensionale euclideo in entita sopra
la varieta delle configurazioni.

Posto che una configurazione di un sistema olonomo & rappresentata
da un punto sulla varietd delle configurazioni @), un moto del sistema
sara rappresentato dal moto di un punto su Q vale a dire da una curva

su @,

vl — Q:t— y(t).
Assegnate delle coordinate lagrangiane (¢'), un moto & allora descritto
da equazioni parametriche

(3) g =7'(1).

Se queste si sostituiscono nelle funzioni r,(q') che danno le posizioni dei
singoli punti del sistema, cioé nelle (2), si trova il moto di ciascuno di
questi:

OP,(t) =7,(q¢'(1)).
Derivando rispetto al tempo si trova anche la loro velocita:

_.(91-,,51_(]_"

4 = .
(4) vy Oqt dt

Chiamiamo atto di moto di un sistema olonomo un sistema di
vettori {(7,,v,), v € B} rappresentantila posizione e la velocita dei suoi
punti, compatibili con in vincoli imposti. Il sistema di vettori {r,, v €
B} rappresenta la configurazione corrispondente all’atto di moto. L’atto
di moto & quindi un concetto istantaneo. Perché i vettori velocita siano
compatibili con i vincoli occorre e basta che in un qualsiasi sistema di
coordinate lagrangiane si abbia

Ty = "'V(qi)v

(5) _87‘,,i z n
”V—E)qiv’ (v') € R™.
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Questo segue dall’analogia formale tra la (4) e la seconda delle (5), posto

(6) V=

Si osservi infatti che un moto, inteso come successione temporale di con-
figurazioni, stabilisce una successione temporale di atti di moto e che,
viceversa, un atto di moto compatibile coi vincoli pud sempre essere
inteso come immagine istantanea della distribuzione dei vettori posizio-
ne e velocita dei punti del sistema olonomo durante un qualche moto.
Pertanto: al variare delle coordinate (¢*) nel loro dominio U di defini-
zione e delle (v¢) in tutto R”, le equazioni (5) forniscono tutti gli atti di
moto corrispondenti alle configurazioni dell’insieme U. I parametri (v*)
vengono chiamati velocita lagrangiane. '

Se ) & la varietd delle configurazioni, I'insieme degli atti di moto
si identifica con la varietd tangente T'Q, la quale viene pertanto anche
chiamata varieta delle velocita. Infatti, stantela (6), i numeri (v') che
intervengono nella definizione (5); degli atti di moto possono intendersi
come componenti secondo le coordinate (¢*) di un vettore tangente a ¢).

OSSERVAZIONE 1. Sovente, nella teoria ma specialmente nelle ap-
plicazioni, & pili conveniente usare i simboli (¢*) anziché (v?) per deno-
tare le velocita lagrangiane associate ad un dato sistema di coordinate
lagrangiane (¢'). Se per esempio queste sono le coordinate polari del
piano (7,9), le corrispondenti velocita lagrangiane si possono denotare

con (7,9).

EseMmpio 1. Punto libero. L’esempio piu semplice di sistema
olonomo & il punto libero. La varieta delle configurazioni @ coincide con
lo spazio affine euclideo tridimensionale Az (dunque il numero dei gradi
di libertd & 3). Come coordinate lagrangiane si possono scegliere delle
coordinate cartesiane ortonormali (z,y,z). Il vettore posizione & allora
ovviamente dato da

r(x,y,z)=$i+yj +z k.

Si possono anche scegliere coordinate non cartesiane (¢") = (¢',¢%, ¢%).
La configurazione del punto & descritta da una sola funzione vettoriale

OP =7r(¢",¢* ¢*).
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Questa funzione vettoriale & tale che i vettori E; = dr/0q" sono indi-
pendenti.

EsgmPio 2. Sistema finito di punti liberi. Si consideri un si-
stema costituito da N puntiliberi. La varietd delle configurazioni Q & lo
spazio affine AY ~ R3V, potenza N-sima di As ~ R3. Si possono pren-
dere come coordinate lagrangiane le coordinate cartesiane (z,,Y,,2,) di

gutti 1 punti. Allora le funzioni vettoriali (1) sono semplicemente date
a

r,=z,2+y,J+z2 k.

Da'Q s1 possono eventualmente togliere quelle configurazioni in cui due
0 piu punti vengono a coincidere (si escludono cosi le collisioni). Queste
configurazioni formano nel loro complesso un sottoinsieme chiuso ¢' C

— N . N
Q= A3 e pertanto la varieta delle configurazioni senza collisioni & una
sottovarieta aperta di ).

. E\SEMPIO 3. Punto vincolato ad una superficie regolare. La
varieta delle configurazioni @ & la stessa superficie (i gradi di liberta
sono 2). La posizione del punto & descritta da una funzione vettoriale

OP = r(q],q2)

di due parametri (¢*) (¢ = 1,2), che & la rappresentazione parametrica
(liocale) della superficie. Considerazioni analoghe valgono per un punto
vincolato ad una curva regolare, per cui si ha un solo grado di liberta.
Entrambi questi esempi sono casi particolari dell’esempio seguente.

Esemprio 4. Sistemi di punti vincolati. Si consideri un siste-
ma costituito da un numero finito N di punti: P, (v = 1,...,N). Si
supponga che questi punti non siano liberi ma sottoposti a vincoli di
posizione rappresentati da r equazioni scalari indipendenti

coinvolgenti i singoli vettori posizione r,. Queste si traducono in equa-
zioni indipendenti coinvolgenti le 3N coordinate cartesiane dei punti e
definiscono pertanto una superficie regolare @), di dimensione 3N — 7,
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dello spazio affine AY =~ R*N. Questa superficie rappresenta pertanto
la varietd delle configurazioni del sistema (*).

Esemrio 5. Il pendolo semplice. Dal punto di vista puramente
cinematico & un punto vincolato ad una circonferenza. Dunque & un
sistema olonomo la cui varietd delle configurazioni & @ = S;.

EsgMPIO 6. Si consideri un’asta rigida con gli estremi vincolati a
scorrere su due guide rettilinee complanari e perpendicolari fra loro. Si
tratta di un sistema olonomo ad un grado di liberta la cui varieta delle
configurazioni & ancora @ = S;. Infatti, ogni configurazione dell’asta
& univocamente individuata dalla posizione del suo punto medio che
si muove su di una circonferenza di centro lintersezione delle guide e
raggio uguale alla meta della lunghezza. Abbiamo cosi un esempio di
due sistemi olonomi, questo ed il pendolo semplice, che dal punto di
vista meccanico sono assai diversi ma che hanno la stessa varieta delle
configurazioni.

Esempio 7. Il pendolo sferico. Dal punto di vista puramente
cinematico & un punto vincolato ad una sfera. Si tratta quindi di un
sistema olonomo a due gradi di liberta la cui varieta delle configurazioni

Q=S,.

EsEMPIO 8. Si consideri un’asta rigida con gli estremi vincolati a
scorrere uno su di una guida rettilinea e 1’altro su di un piano perpen-
dicolare a questa. Si tratta di un sistema olonomo a 2 gradi di liberta
la cui varieta delle configurazioni & ancora @ = S,. Infatti, ogni confi-
gurazione & univocamente individuata dalla posizione del punto medio
dell’asta, e questo punto si muove sulla sfera di centro I'intersezione del-
la guida rettilinea col piano e raggio uguale alla metd della lunghezza
dell’asta. Ecco un altro esempio di due sistemi olonomi diversi ma con
la stessa varietd delle configurazioni.

Esempio 9. Il bipendolo piano. I costituito da due punti A e
B mobili su di un piano e vincolati rigidamente fra loro, con uno dei

(?) La definizione originaria di sistema olonomo deriva proprio da que-

sto esempio, incluso il caso di un numero infinito di punti e di equazioni
di vincolo (come per un corpo rigido continuo). Per questo motivo, pri-
ma che il concetto di varietd differenziabile venisse utilizzato, le varieta
delle configurazioni venivano dette varieta vincolari.
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due (per esempio il punto A) collegato rigidamente ad un punto fisso
O. Si tratta di un sistema olonomo la cui varieta delle configurazioni &
il prodotto cartesiano di due circonferenze, cioe il toro bidimensionale:
@ = T,. Se i due punti, restando fisso il punto O, non sono vincolati
a muoversi su di un piano allora la varietd delle configurazioni & @ =

S2 X 8;. Si tratta di un sistema a 4 gradi di liberta: il bipendolo
sferico.

. EsEMPio 10. I corpi rigidi. Ritorniamo all’Esempio 4: sistemi
di punti vincolati. Un esempio fondamentale di vincolo di posizione &
il vincolo di rigidita: le mutue distanze dei punti del sistema restano
costanti. Se i punti sono due questo vincolo si traduce in una sola
equazione scalare ed il sistema ha quindi 5 gradi di liberta. Se i punti
5000 3 le equazioni vincolari sono 3 e quindi il sistema ha 6 gradi di
liberta. Se ipuntisono piti di 3i gradi di liberta restano 6, perché ad ogni
p}lnto aggiunto si aggiungono 3 nuove coordinate ma anche 3 equazioni
di vincolo, rappresentanti la costanza della distanza dai primi tre punti.
D’altra parte va anche osservato che le configurazioni di un corpo rigido
con un punto fisso (che sia composto da un numero finito o infinito
di punti, ma non allineati) sono in corrispondenza biunivoca col gruppo
delle rotazioni SO(3) dello spazio vettoriale euclideo tridimensionale (che
¢ una varieta differenziabile di dimensione 3). Dunque in questo caso la
varieta delle configurazioni e ) = S0O(3). Se il corpo rigido & libero, ogni
sua configurazione ¢ invece determinata dalla posizione nello spazio di
un suo qualunque punto prefissato e da una rotazione intorno a questo
punto. Quindi la varieta delle configurazioni & in questo caso il prodotto
cartesiano @ = R® x SO(3). Proseguendo in quest’analisi si conclude
che un corpo rigido pud avere diverse varietd delle configurazioni. Ne
elenchiamo alcune:

Q =R x 50(3), corpo rigido libero,

Q=R®xS8,, segmento rigido libero,

Q = S0O(3), corpo rigido con un punto fisso,

Q=8,, segmento rigido con un punto fisso,

Q =RxS8, corpo rigido scorrevole su di un asse fisso,
Q =8y, corpo rigido con un asse fisso,

A quest’elenco vanno aggiunti quei casi in cui uno o pitt punti del
corpo rigido sono vincolati a speciali curve o superfici (come negli Esempi

6e8).
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4. Sistemi olonomi a vincoli dipendenti dal tempo

I vincoli imposti ai punti di un sistema meccanico possono dipendere
dal tempo. Si pensi ad esempio a uno o piu punti vincolati ad una
superficie mobile con legge assegnata, oppure ad un insieme di punti
le cui mutue distanze varino nel tempo con legge assegnata. Occorre
dunque estendere la nozione di sistema olonomo in modo da includere
anche questi casi.

DEFINIZIONE 1. Un sistema olonomo & un sistema di punti le cui
possibili configurazioni in tutti gli istanti formano una varieta differen-
ziabile  di dimensione n + 1, detta spazio-tempo delle configura-
zioni o varieta estesa delle configurazioni, di dimensione n+1 e tale
che: (i) esiste una funzione differenziabile ¢: ) — R che assegna ad ogni
configurazione I’istante a cui questa si riferisce; (ii) quest’applicazione &
tale che per ogni t € R I'insieme @, di tutte le configurazioni possibili
all’istante ¢ & una sottovarietd di dimensione n; (iii) esiste una varieta
differenziabile () di dimensione n e un diffeomorfismo p: Rx Q — Q tale
da indurre per ogni ¢t € R un diffeomorfismo

0 Q — Qg ¢(t,q)

tra la varietd () e la varietd Q;. L’intero n prende il nome di numero
dei gradi di liberta, la varietd @ di varieta delle configurazioni di
riferimento.

OssERVAZIONE 1. Nel linguaggio della Geometria Differenziale la
Def. 1 si riassume dicendo che un sistema olonomo & costituito da una
fibrazione t: ) — R di una varietd ) sopra la retta reale R. Le fibre
sono le varietd @, delle configurazioni possibili all’istante ¢. Questa
fibrazione & triviale, cioé tale che () risulta essere diffeomorfa ad un
prodotto cartesiano R X ¢ e la fibrazione t:Q) — R equivalente alla
proiezione naturale R x @ — R. Il diffeomorfismo ¢ prende il nome di
trivializzazione della fibrazione.

EseMmpio 1. Pendolo semplice di lunghezza variabile. Si con-
sideri un punto vincolato ad una circonferenza su di un piano fisso, con
centro fisso O e raggio I(t) variabile (mai nullo). L’insieme @ di tutte le
sue possibili configurazioni si pud identificare con il prodotto R x 8;. Si
pud prendere infatti come varietd di riferimento @ la circonferenza S;
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Fig. 4.1: lo spazio-tempo delle configurazioni.

di raggio 1 e, tramite le semirette uscenti da O, stabilire tra questa ed
ogni circonferenza @, di raggio [(t) un diffeomorfismo.

EseMPIO 2. Si consideri un punto vincolato ad una circonferenza
di centro fisso, raggio costante, ma ruotante con legge assegnata intorno
ad un suo diametro fisso. La varietd estesa delle configurazioni () non ¢
la sfera descritta dalla circonferenza (che &, se si vuole, 'insieme di tutte
le possibili posizioni occupabili dal punto), bensi il prodotto cartesiano
R X 81. Occorre infatti distinguere le configurazioni ”estese”, elementi
di @, non solo per la posizione effettivamente occupata dal punto, ma
anche per listante in cui tale posizione & occupata.

Se si considerano coordinate (¢*) sulla varietd di riferimento Q e
se si interpreta la funzione ¢ come ulteriore coordinata (che denotiamo
anche con ¢°) risultano definite delle coordinate (t, ¢*) sullo spazio-tempo
delle configurazioni (). Di conseguenza la posizione dei singoli punti del
sistema e determinata da funzioni vettoriali

(1) OoP, :'r'l,(t,qi).

Se queste non dipendono dal tempo si ricade nel caso, considerato al §3
dei sistemi olonomi a vincoli indipendenti dal tempo detti anche
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scleronomi. I sistemi olonomi a vincoli dipendenti dal tempo sono detti
reonomi.
Vi sono due modi, del tutto equivalenti, per rappresentare il moto
di un sistema olonomo.
Un moto & una sezione della fibrazione t: ) — R, cioé un’appli-
cazione differenziabile
oR—Q

che associa ad ogni istante ¢t € R una configurazione o(t) € @, cioé una
configurazione corrispondente allo stesso istante. Questa definizione non
ricorre alla trivializzazione ¢.

Un moto puod anche essere definito come curva

7:R—@Q

sopra la varietd di riferimento Q. Infatti, attraverso la trivializzazione
©, una curva 7y su () genera una sezione o ponendo

o(t) = o(t,7(t)).

Viceversa, una sezione ¢ genera una curva y ponendo (si veda la Fig.
4.1)

y(t) = @7 (a(1)).

Se, introdotte coordinate su @, si considerano le equazioni para-
metriche ¢* = 7i(t) della curva v e queste si sostituiscono nelle (1), si
ottengono i moti dei singoli punti. Derivando si ottengono le velocita:

_Or, d¢t  Or,
@) =g

Segue che un generico atto di moto compatibile con i vincoli & costituito
dall’insieme dei vettori

Ty, = ru(t7qi)>
(3) or, ,  Or,
v, = v* +

dq ot ’

con (v') € R™. Esso & allora in definitiva rappresentato da un vettore
tangente alla varietd di riferimento @), di componenti (v*).

64 Sistemi olonomi a vincoli dipendenti dal tempo 109

Accanto agli atti di moto definiti dalle (3) si considerano anche
sistemi di vettori definiti dalle equazioni

r, = 'rl,(q",t),
(4) or .
6 v = Y §qt
O éq’,

con (6¢') € R™. Un sistema di vettori di questo tipo & detto atto di
moto virtuale (in alcuni testi, spostamento virtuale). Un tale atto
di moto non & compatibile con i vincoli a meno che questi non siano
indipendenti dal tempo, caso in cui si ha identicamente

or,

ot
Tuttavia, come sara osservato nel seguito, il concetto di atto di moto
virtuale conserva la sua importanza anche nel caso di sistemi scleronomi.
Si usa anche dire che un atto di moto virtuale corrisponde ad un atto

di moto compatibile coi vincoli supposti irrigiditi (o fissati, o congelati)
nell’istante considerato.

= 0.

Fig. 4.2: velocita virtuali in un pendolo a raggio variabile.
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5. Le equazioni di Lagfange

Un sistema olonomo & costituito da punti liberi o vincolati. Nella
dinamica del punto ’azione dei vincoli & tradotta da forze, le cosiddet-
te reazioni vincolari, sulle quali & necessario imporre delle condizioni
costitutive. Il concetto di vincolo liscio, che nel caso di un punto vin-
colato ad una superficie o ad una curva si esprime nell’ortogonalita al
vincolo della reazione, pud essere esteso ai sistemi olonomi nella maniera
seguente.

Si consideri un sistema olonomo. Fissata una sua configurazione
e un sistema di forze F', applicate in ogni punto del sistema, ad ogni
atto di moto relativo a quella configurazione corrisponde una potenza
W delle forze. Se il sistema & costituito da un numero finito di punti
(caso a cui limitiamo le nostre considerazioni, le cui conclusioni valgono
perd in generale) si ha per definizione

N
(1) W= F, v,
v=1

Possiamo in particolare considerare il caso in cui il sistema di forze
o dato dalle reazioni vincolari F',, e ’atto di moto & un atto di moto
virtuale, ciod compatibile coi vincoli, supposti fissati nell’istante consi-
derato. Abbiamo allorala potenza virtuale delle forze reattive, che

denotiamo con WT(U) .

DEFINIZIONE 1. Diciamo che un sistema olonomo e perfetto, o a
vincoli perfetti, se la potenza virtuale delle forze reattive ¢ nulla per
ogni atto di moto virtuale.

OSsSERVAZIONE 1. Se un punto & vincolato ad una superficie mobile
per esprimere il fatto che il vincolo & liscio, cioé che la reazione vincolare
& sempre ortogonale alla superficie, non si puo dire che ¢ nulla la potenza
della forza reattiva per ogni atto di moto, ma che & nulla quella virtua-
le, che corrisponde a vettori velocita tangenti alla superficie, supposta
fissata nell’istante considerato.

OSsSERVAZIONE 2. Se il sistema olonomo ¢ a vincoli indipendenti
dal tempo non & necessaria, in questa definizione, la distinzione tra atto
di moto virtuale e atto di moto compatibile coi vincoli.
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Supponiamo ora che il sistema di forze sia dato dalle forze attive
F,,. Per queste si postulano delle leggi di forza, cioé la loro dipendenza
dalla posizione e dalla velocita di tuttii punti del sistema, ed eventual-
mente dal tempo. Ha allora senso considerare la potenza virtuale
delle forze attive, che denotiamo con W(SU).

OsservAzIONE 3. Qui la distinzione fra atto di moto virtuale e
atto di moto compatibile coi vincoli (o reale) & essenziale, anche per i
sistemi scleronomi. Si consideri ad esempio il caso di un punto libero
soggetto alla forza di Coriolis o alla forza esercitata da un campo ma-
gnetico. Entrambe le leggi di forza sono del tipo F' = w(t) X v. La
potenza effettiva di questa forza & sempre nulla: F+v=w xv -v = 0.
Con P'introduzione della velocita virtuale, che denotiamo con ér, intesa
come puro vettore, distinto dalla velocita effettiva del punto, la potenza
virtuale & formalmente espressa dal prodotto misto w X v - §7, quindi
non & pit identicamente nulla.

La potenza virtu_ale delle forze attive risulta essere una forma lineare
nelle componenti (6¢°) dell’atto di moto virtuale,

(2) W) = g, 8¢°

i cui coefficienti (¢;) prendono il nome di forze lagrangiane o di com-
ponenti lagrangiane delle forze attive. Per esempio, nel caso di un
sistema finito, si ha

N N 9
(3 WLSU) = Fau . (57'1/ — F(ll/ . __Il’_ 5 i.

Vale quindi la (2) con

87’
4 ©0; = E oY
( ) 1 av 9qz .

OsSERVAZIONE 4. Nel caso generale, in cui le forze attive dipendono
dalla posizione e dalla velocita dei singoli punti ed eventualmente dal
tempo, le forze lagrangiane risultano essere funzioni delle coordinate
lagrangiane, delle velocita lagrangiane e del tempo:

i = 992((]]7 Uha t)
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OsSERVAZIONE 5. Nel caso di un solo punto la (4) diventa

or

c—=F, - E,.
gt '

(Pi:Fa

Questa formula & valida sia per il punto libero, nel qual caso i = 1,2,3
e le (¢*) sono coordinate dello spazio affine tridimensionale euclideo,
sia per il punto vincolato ad una superficie, nel qual caso ¢ = 1,2 e le
(¢*) sono coordinate superficiali. Considerazioni analoghe valgono per il
punto vincolato ad una curva. Si osserva quindi che per il punto libero le
forze lagrangiane ; coincidono con le componenti covarianti della forza
attiva rispetto alle coordinate (g*).

OSSERVAZIONE 6. La (2) mostra che per poter calcolare le forze
lagrangiane si pud calcolare la potenza virtuale delle forze attive per atti
di moto virtuali in cui le velocita lagrangiane virtuali (6¢*) sono tutte
nulle salvo una. La componente ¢ & per esempio ottenibile calcolando
la potenza virtuale corrispondente all’atto di moto virtuale ottenuto
ponendo 6¢> = ... = §¢g" = 0 e §¢' = 1. Quanto detto nell’Oss. 2,
sulla necessitd della distinzione tra atti di moto effettivi e virtuali, va
qui ripetuto.

DEFINIZIONE 2. Chiamiamo stato dinamico di un sistema mecca-
nico la distribuzione istantanea delle posizioni, velocita ed accelerazioni
del singoli punti.

Ad ogni stato dinamico si associa la potenza virtuale delle forze
di massa WT(,:J), dove per forza di massa o (forza d’inerzia), nel caso
di un singolo punto di massa m,, s’intende il vettore F,, = —m,a,.
Anche la potenza virtuale delle forze di massa risulta essere una forma

lineare nelle componenti (8¢°) dell’atto di moto vituale,

(5) W) = 1, 8¢°

Per esempio, nel caso di un sistema finito di punti si ha

(6) vaf) = ZFm,, cor, = — Zm,,a,, . g;y 6q*
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per cui vale la (5) con

al or
(7 T = — mya, » —. .
) ; 50

51 hanno cosi tutti gli elementi per formulare un principio generale
che racchiude in sé, pur nella sua estrema semplicita, il comportamento
dinamico di una vastissima classe di sistemi meccanici: il principio di
D’Alembert-Lagrange (Jean-Baptiste Le Rond d’Alembert, 1717 -
1783).

Principio. In corrispondenza ad un qualunque stato dinamico di
un sistema a vincoli perfetti, per ogni atto di moto virtuale & nulla la
somma della potenza virtuale delle forze attive e della potenza virtuale
delle forze di massa:

(8) Wi+ wl) =0

L’equazione (8) prende il nome di equazione simbolica della di-
namica.

OsSERVAZIONE 7. Si noti bene che nel caso di un solo punto ma-
teriale soggetto ad un vincolo liscio questo principio & equivalente al-
Pequazione fondamentale della dinamica ma = F, + F,. Infatti, mol-
tiplicandola scalarmente per una generica velocita virtuale é» si trova
F,.-ér—ma-dér=0,perché F,-6r =0, e quindi Wéu) 4 Wﬁ,f) = 0.
Ragionando inversamente, da quest’ultima equazione, supposta valida
per ogni velocitd virtuale, segue che F, — ma = F, con F, vettore
ortogonale al vincolo.

Mostriamo ora come dal principio di D’Alembert-Lagrange discen-
dano le equazioni fondamentali della dinamica dei sistemi olonomi.

TeorEMA. Comunque si scelgano le coordinate lagrangiane (¢), i
moti (¢*(%)) di un sistema olonomo a n gradi di liberta e a vincoli perfetti
soddisfano al sistema di equazioni differenziali

dqi__vi
dt .

) afory or_ o U=henn
dt \ dv ag _ *v
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dove T & Penergia cinetica del sistema e le @; sono le forze lagrangiane.

OSSERVAZIONE 8. Le equazioni (9), prendono il nome di equaz.io-.
ni di Lagrange. Si noti che il sistema (9) e un sistemaﬁ di 2n equazioni
differenziali del primo ordine nelle 2n funzioni incognite (q’(t),v.’(t)),
Posto che la vi(t) & la derivata della ¢*(t), come dichiarato dalle‘prlme n
equazioni del sistema, le equazioni di Lagrange possono ar.lch’e ‘mterp?e—
tarsi come equazioni del secondo ordine nelle sole n funzioni incognite

(¢'(1))-

Dimostrazione. Viste le (2) e le (5), 'equazione simbolica della
dinamica (8) si traduce nell’equazione

(Soi + 1) 6qi =0, V(é(]z) € R™.

Siccome le funzioni @; e 7; non dipendono dalle §¢° e queste sono arbi-
trarie, quest’equazione equivale al sistema di n equazionl

(10) (,02'-'{"7'1':0 (i:l,...,n).
Occorre allora sviluppare i coefficienti 7; a partire dalla (7). Dall’espres-
sione delle velocita dei singoli punti

or, ;  Or,
(11) vy = 8qi v+ at

derivando tispetto alle (v'), segue I'identita

ov, _ Or,
(12) dvi - 6qi'

Se invece si deriva la (11) rispetto alle coordinate lagrangiane si trova

ov, Pr, 0%r,

bg) ~ dgdg " D0t

D’altra parte
d or, 0r, ot o*r,
dt 8¢y~ 0qidgi - dqgiot’
per cui dal confronto con la precedente espressione segue l'identita
Ov, _ d 0y
(13) d¢f  dt 0¢i’
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A partire dalla (7) si ha allora successivamente, tenuto conto delle i-

dentita (12) e (13) (si pud omettere il simbolo di sommatoria rispetto
all’indice v):

Ti=—m dv, L ory
' Y dt o Og
o o A2 2 (00
Yodtogt dt \Y B¢
:mu(vu.a"'{_i<v ?1’1.))
d¢t  dt \Y  Ov
or dor
= o " d@ioe
osservato in ultimo che ’energia cinetica & per definizione
| N
(14) T = igmuvu-vu.

Dalle (10) seguono allora le equazioni di Lagrange. m

Un primo grande vantaggio del metodo lagrangiano & che le equa-
zioni di Lagrange sono di immediata scrittura, una volta che si siano
esplicitate le forze lagrangiane ; e ’energia cinetica T'. Sul calcolo delle
forze lagrangiane si e gia detto all’Oss. 6 e si ritornera ancora pit avanti
(7).

Per quel che riguarda il calcolo dell’energia cinetica va osservato

che questa risulta essere un polinomio di secondo grado nelle velocita
lagrangiane

Lo 1
(15) T= 2 9ii v ol + gos vt + 2 Yoo

a coefficienti (gi;, 9oi, goo) dipendenti dalle coordinate lagrangiane e dal
tempo. Infatti (ci limitiamo al solito a considerare un sistema finito di
punti) sostituendo I’espressione (11) delle velocita nella definizione (14)
dell’energia cinetica si vede che vale la (15) ponendo

or, Or
R N 14 . 17
gz] Zl/:l my 8(]1 aq] ’
or, Or
16 N ¥ v 0Ty
(19 90i = Lpma ™y ot 9q'’
or, Or
_ N v, v
goo = Zu::l my ot ot .
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Nel caso di vincoli indipendenti dal tempo i coefficienti go; € goo
si annullano identicamente e I’energia cinetica risulta essere una forma
quadratica:

1 o
(17) T= 5 9ii vt vl

Questa & definita positiva perché energia cinetica, per sua stessa defini-
zione, & una quantita positiva, nulla se e solo se tutti i punti del sistema
hanno velocita nulla cioé se latto di moto & nullo. D’altra parte, gli
atti di moto nulli sono caratterizzati dall’annullarsi di tutte le velocita
lagrangiane. Abbiamo pertanto T' 2> 0 con T = 0 se e solo se (v') = 0;
cid prova che T & definita positiva. ’

Anche nel caso di vincoli indipendenti dal tempo la parte quadra-
tica omogenea dell’energia cinetica (15) risulta essere una forma qua-
dratica definita positiva. Per riconoscerlo basta ripetere il ragionamento
precedente considerando perd atti di moto virtuali, cioé con vincoli i-
stantaneamente fissi, perché tale parte quadratica omogenea & proprio
’energia cinetica corrispondente a questi atti di moto.

Hokok

Mettiamo in opera il metodo lagrangiano in tre semplici esempi. Si
constaterd come esso sia, in questi casi, assai piu agevole del metodo

newtoniano.

Esgmpio 1. Un "piano inclinato”, costituito da un triangolo ret-
tangolo materiale omogeneo, puo scorrere senza attrito, giacendo in un
piano verticale, su di una guida rettilinea orizzontale. Su di esso rotola
senza strisciare un disco materiale omogeneo. Determinare le equazioni
del moto del sistema.

I termini ”verticale” e ”orizzontale” sottintendono la presenza della
forza peso. Il sistema pud essere interpretato come un sistema olonomo
a due gradi di liberta. Per riconoscerlo, conviene innanzitutto fissare un
sistema di assi cartesiani ortogonali (O, z,y) sul piano, di versori (2,7),
facendo per esempio coincidere 'asse x con la guida e prendendo l'asse
y orientato verso l’alto. Si consideri inoltre sulla retta rappresentante
il piano inclinato un’ascissa euclidea s, avente per esempio origine nel
vertice superiore B del triangolo e orientata verso il basso, di versore u.
Siano: A il vertice sottostante a B (corrispondente all’angolo retto),
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Fig. 5.1.

il punto di contatto del disco, G il suo baricentro. Per determinare com-
p,letalhmente la configurazione del sistema basta, per esempio, assegnare
I’ascissa @ del punto A e I’ascissa s del punto di contatto C. /,Xmmftten;
do per S(?mplicita che il disco possa scorrere su tutto I’asse s, segue che
la varieta delle configurazioni ) di questo sistema & identiﬁc;bile con il
prodotto R X R con coordinate lagrangiane (¢') = (¢!, ¢*) = (z, s)

o Verifichiamo che, nelle ipotesi fatte, il sistema & ,a vincoli ’per.fetti
cioeé che la potenza virtuale delle forze reattive & nulla per ogni s o—7
stamento virtuale (trattandosi di un sistema a vincoli indipendenti Ic)la]
tempo, non vi e distinzione formale tra atti di moto virtuali e atti di
moto possibili). Per un atto di moto virtuale definito dalle condizioni
(6z # 0,65 = 0), corrispondente ad una traslazione lungo la guida oriz-
zontale di tutto il sistema con il disco fisso sul suo punto di contatto
la ‘poten.za delle reazioni vincolari & nulla perché non vi & attrito traz
guida orizzontale e triangolo. Per un atto di moto virtuale definito da
(6z = 0,65 # 0), che corrisponde invece ad un atto di moto di puro ro-
Folamento del disco sul triangolo fisso, la potenza delle reazioni vincolari
e.nulla PeTché in tale atto di moto i punti dove si esercitano le reazioni
:1811152)3:;11,11111111;1'1111;0 C' e i punti del cateto a gontatto con la guida, hanno

Verificato che il sistema & olonomo a vincoli perfetti, per la scrit-
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tura delle equazioni di Lagrange occorre calcolare le forze lagrangiane e
I’energia cinetica.

Le espressioni delle forze lagrangiane seguono dal calcolo della po-
tenza virtuale delle forze attive: W((LU) = ;6¢" = bz + p,b6s. Con
atto di moto (6z # 0,8s = 0) si ha W,Ev) = 0 perché la forza peso non
compie alcun lavoro. Dunque

0 =10

Con atto di moto (6z = 0,8s # 0) si ha W = mg - brg = mgsina s,
per cui

{g‘os = mgsinaJ

L’energia cinetica di tutto il sistema & la somma delle due energie
cinetiche, quella del triangolo e quella del disco: T = Tp + Tp. Poiché
il triangolo si muove di moto traslatorio, la sua energia cinetica & quella
di un suo qualunque punto, per esempio il punto A, in cui si pensi
concentrata tutta la massa. Denotata questa con M, si ha

T = LMi?,

Per il calcolo dell’energia cinetica del disco conviene far ricorso al teo-
rema di Kénig: Tp = T' + mvg, dove T' & I'energia cinetica nel moto
rispetto al baricentro, m la massa del disco, v la velocita del baricentro.
Trattandosi di un moto rigido piano, nel moto intorno al suo baricentro
11 disco si muove con velocitd angolare pari alla derivata dell’angolo for-
mato da una sua qualunque retta solidale con una qualunque retta del
piano fisso. In altri termini, se indichiamo con 9 ’angolo di rotazione
del disco a partire da una configurazione prefissata (p. es. quella in cui
C = A), si ha s = RJ + cost., dove R ¢ il raggio del disco. Di qui segue
che la velocita angolare (scalare) e ¥ = §/R e quindi che
T' = Lg¥* = tmé,
perché il momento d’inerzia rispetto all’asse baricentrale & Ig = %mRz.
Possiamo inoltre calcolare la velocita del baricentro attraverso il teorema
dei moti relativi, cioé sommando la velocita che il baricentro ha rispet-
to al riferimento costituito dal triangolo, che & pari a $u, con quella di
trascinamento, che & uguale a quella di un qualunque punto di tale ri-
ferimento, per esempio del punto A, essendo questo in moto traslatorio:
iz. Pertanto
vg=8u+<c 1,
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da cui segue
2 _ 2 . ..

vy =8+ 37+ 25dcosa,

denotato ¢ ’ ., Ciod
. on « l'angolo formato da w e %, cioé tra asse z ed asse s.
Abbiamo dunque nel complesso
-1 ) 1,22 1 .9 . ..
T =3Mz* 4 ;mé® + fm(s* + 3° + 24d cos a),

cioe

T = %[(M+m):i:2+%ms'2+2mcosaﬂb$]

. .
H—» . . ) . . . N ¢ ¢

M+m mcosa
(9i7) =
M COS & %m

Per comporre le equazioni le equazioni di Lagrange occorre ancora os-
servare che

oT or

— =(M+m)i+mcosas, —=
N
— =3mé+ meosai -(?—1—::
57 = 2 ’ 9s =

Le equazioni di Lagrange sono quindi

(M +m)i+mcosas=0, cosai+ —g—.’s':gsina

Si osserva c?e queste equazioni formano un sistema lineare nelle accele-
razioni # e 8. Risolvendolo rispetto a queste, si trova:

P —m sin 2« . 2(M 4+ m)gsin a
l?»M—}—m(l-{—Qsin2 a)’ ?;M—}-m(l-{—?sin2 a)

Come si vede, # & sempre una costante negativa (a & infatti compreso tra
0 e T), mentre § & una costante positiva, in accordo con ’evidenza fisica:
lasciato libero il sistema a partire da una posizione di quiete, il disco si.
muove verso il basso con accelerazione costante mentre il triangolo si
muove verso sinistra con accelerazione costante.
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Esgmpio 2. 11 bipendolo piano: Esempio 9, §3 (Fig. 5.2). Sup-
posti nulli gli attriti, i vincoli sono perfetti. Si consideri per semplicita il
caso in cui le masse dei due punti A e B sono uguali (= m) cosi come le
lunghezze dei due segmenti OA e AB (= 1). Fissato un riferimento car-
tesiano (O, =, y) come in figura (asse z verticale orientato verso il basso e
asse y orizzontale), conviene scegliere come coordinate lagrangiane i due
angoli (¢', ¢*) = (6, $) come in figura. (a) Calcolo dell’energia cinetica :
i vettori posizione dei due punti sono

74 =l(cosfi+sinfy), rg=74+(cospi+sindy),
quindi le loro velocita sono
'vA:lé(~sin9i+cos9j), vB:vA+l$(—,sin¢i+cos¢j).
Di qui segue
va::lzé?, v2B:lz[éz+$2+200s(0~¢)9<ﬁ],

quindi

Im(vy +vk) = 15ml2[292 + % +2cos(0 — ¢) 0 9]

(b)Calcolo delle forze lagrangiane: seguono dal calcolo della potenza
virtuale delle forze attive: Wév) = ;6¢" = b0 + @y 0. In questo
caso Wéu) = mg-érp+mg-érp Con atto di moto (66 # 0,6¢ =
0), che provoca una rotazione del segmento OA ed una traslazione del
segmento AB, sihaérs = b6rp = I(— sinfi+cosf3)60 e quindi w =
—2mgl sin@ 6. Dunque

l;(;::——nglsinﬂ

Con atto di moto (66 = 0,8¢ # 0), che provoca una rotazione del solo
segmento AB, si ha érg =0e érg =1(—singi+cosgg)ode quindi
W = _mglsin¢é¢. Dunque

wp=—mglsing
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(c) Le equazioni di Lagrange: tenuto conto che

or ... . oT 2 ;
55 =™ (20 + cos(8 — ¢) ¢, 7 ml*(¢ + cos(6 — ¢) 6,
T , . aT
5= mi® sin(0 — $) 6 ¢, 35 = mi? sin(f — ¢) dotf ¢,
oU
50 = —2mglsiné, ___8U = i

56 —mglsin ¢.

risultano essere, dividendo per ml,

25+cos(9—q§)(}§.+sin(6—¢>)<}52+2—‘(llsin9:0

$+cos(0—¢)é—sin(9—¢)é2+ él]- sing = 0

) "
o\ L
)
A
.
DY
i
: B
l‘ m
Fig. 5.2

Esempio 3. Il pendolo a lungh iabi i
' 8 ghezza variabile: Esempio 1, §4
(Fig. 5.3). Utilizzando coordinate polari (7,4) e tenuto conto che r = l(§t)
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Fig. 5.3.

si trova subito che

T=Llmo?=Lm(+019)

L unica forza attiva & la gravita F = mg (la forza che provoca la va-

a lunghezza del pendolo & di natura vincolare). La potenza

riazione dell a lunghezza fissa:

virtuale & formalmente identica a quella del pendolo

W(g'“) =F . .ér == —-mgl sin19519,

per cui la forza lagrangiana e

Pp,; =—-mgl sinﬂ

Poiche

, 4 . aT
T 4 <ar> — omlid + mi2d, = =0,
— = ml"7, dt \ 99 v

’equazione di Lagrange divisa per mi? (supposto [(t) # 0) diventa

Eﬁ+2%ﬁ+—’;—sin0:0

Chiaramente, per | = 0 (I = cost.) si ritrova P’equazione del pendolo

semplice.
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6. Meccanica riemanniana

In questo paragrafo limitiamo le nostre considerazioni ai sistemi
olonomi con vincoli indipendenti dal tempo (sistemi scleronomi) (§3).

Si & osservato alla fine del § precedente che I’energia cinetica & una
forma quadratica nelle velocita lagrangiane. Tale circostanza & di im-
portanza fondamentale: grazie all’energia cinetica la variety delle con-
figurazioni di un sistema scleronomo assume la struttura di varietd rie-
manniana.

DEFINIZIONE 1. Una varieta riemanniana (1) & una coppia (@, g)
costituita da una varieta differenziabile Q e da un tensore metrico g.
Un tensore metrico ¢ un’applicazione differenziabile

gT@ —-R

tale che per ogni punto ¢ € Q) la restrizione allo spazio tangente
9, T, - R

¢ una forma quadratica definita positiva (2).

[l tensore metrico induce quindi su ogni spazio tangente una strut-
tura di spazio vettoriale euclideo e consente di estendere alle varieti
riemanniane alcune nozioni ed operazioni fondamentali viste per gli spa-
zi affini euclidei (che sono particolari varietd riemanniane). Ne risulta
una generalizzazione della geometria euclidea: la geometria rieman-
niana. Una superficie regolare immersa in uno spazio affine euclideo
fornisce un esempio elementare di varietd riemanniana. In un qualun-
que sistema di coordinate (¢*) di @Q il tensore metrico risulta essere una
forma quadratica delle corrispondenti coordinate (vt) rappresentanti le
componenti dei vettori tangenti:

(1) g=g;jvvl.

(!) Da Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 - 1866.

(*) La richiesta che la segnatura sia positiva pud essere sostituita da
quella pit generale che la forma quadratica g sia regolare e di segnatura
costante. In questo caso si dice che la varieta & pseudo-riemanniana
o semi-riemanniana. Un esempio importante & costituito dallo spaio-
tempo della teoria della Relativitd Generale, che & una varietd a quattro
dimensioni di segnatura iperbolica (— + ++).
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1 coefficienti (g;;), funzioni a loro volta delle coordinate lagrangiane,
formano una matrice quadrata nxn regolare e simmetrica detta matrice
metrica. Lalunghezza delle curve su @ & 'integrale dell’elemento d’arco
ds, il cui quadrato & dato da

(1) ds® = gi; dq* dg’.

Nel caso di un sistema scleronomo I’energia cinetica T & una fun-
zione positiva o nulla sopra T'Q). Poiché essa & in particolare una forma
quadratica definita positiva nelle velocita lagrangiane, la si pud assumere
come tensore metrico sulla varieta delle configurazioni. Piu precisamente
conviene porre

(2) g=2T

perché allora le componenti (g;;) di g coincidono proprio coi coefficienti
dell’energia cinetica.

La presenza della struttura riemanniana sulle varieta delle configu-
razioni stabilisce uno stretto legame tra la geometria riemanniana e la
meccanica lagrangiana.

Come si ¢ detto, un moto di un sistema olonomo & rappresentato
dal moto di un punto sopra la varieta delle configurazioni @, cioé da una
curva v: I — @ descritta localmente da equazioni parametriche

(3) ¢ =7'(b)

A questa curva corrisponde la curva tangente o curva derivata
v: [ — TQ:t+— v(t), di equazioni parametriche

g =7 (t),
(4) iz 9
Codt

che fornisce la velocita istantanea del sistema, vale a dire ’atto di moto
istantaneo per ogni t € I.

E possibile definire per i sistemi olonomi il concetto di accelera-
zione. Si opera per analogia con quanto visto per I’accelerazione di un
punto su di una superficie e per Paccelerazione di un punto libero in
coordinate generiche. Questa volta pero, al contrario di quanto accade
per la definizione di velocita, interviene in maniera essenziale il tensore
metrico. .
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DEFINIZIONE 2. Dicesi accelerazione di un moto y:/ — @ il
vettore a(t) di componenti (a'(t)) definite da

 do o d%qt dg? dg”
5 i i Ioh ____q_ t __‘-1__1_
(5) S T I AT
posto
i ik !
(6) in=9" Tjnes T = 5(3jghk + Ongi; = Orgin)-

In questa definizione con (g**) s’intende al solito matrice inversa
della matrice metrica (g;;) e inoltre

. > 1 . . . . . . .
Le funzioni th e I'jni sono i simboli di Christoffel corrispondenti
alle coordinate (¢*).
Per quel che riguarda invece le forze lagrangiane, esse possono in-
terpretarsi come componenti di una forma differenziale lineare

(7) ¢ = pidg.

Ad ogni atto di moto v questa 1-forma fa corrispondere la potenza delle
forze attive:

(8) W, = (v,¢).

La presenza del tensore metrico consente di definire, come negli spazi
affini euclidei, una corrispondenza biunivoca tra campi vettoriali e 1-
forme sulla varieta ¢). Quindi alla 1-forma ¢ corrisponde un campo
vettoriale su () (eventualmente dipendente dal tempo e dalla velocita v)

(9) F =

le cui componenti sono ottenute con 'innalzamento dell’indice tramite
la matrice metrica contravariante:

(10) Fi=gig,
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L’importanza di queste osservazioni ¢ messa in evidenza dalla pro-
prieta seguente.

PrOPOSIZIONE 1. Le equazioni di Lagrange di un sistema olonomo
a vincoli indipendenti dal tempo sono equivalenti all’equazione vettoriale

(11)

sulla varietd riemanniana delle configurazioni, cioé al sistema di equa-
zioni

d*q' i dg’ dg”
(12) PR T T

i

Dimostrazione. Stante la (1) e la (2) si ha

T _ i

v = gi5 7, .

d 0T b i dv?
2t oi ~ Ongii vy MR
or 1 .

aqi = §6igjhvjvh.

Allora le equazioni di Lagrange diventano

dv? 1. ,
gij == + Ongi 0"’ = S0igsn 00" = i

Quindi, per la simmetria di v/v" e di gy;,

dvi 1 i
9ii + 5(33'91”' + Ongij — Oigjn) v 0" = 5.

Stante la definizione (6); quest’ultima equazione si puo scrivere

dv? ;
9i 7 + Lini vioh = g

Di qui, con I'innalzamento dell’indice i (si vedanole (6) ela (10)) seguono
le equazioni (13), quindi la (12). =
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OSSERVAZIONE 1. Lequazione (11), che & di tipo newtoniano, con-
sente di affermare che: i moti di un sistema olonomo a vincoli indipen-
denti dal tempo possono interpretarsi come moti di un punto materiale
di massa unitaria sopra la varieta riemanniana-delle configurazioni e sog-
getto ad un campo di forza F' le cui componenti covarianti sono le forze
lagrangiane.

OSSERVAZIONE 2. Quando le forze lagrangiane sono nulle, quin-
di F = 0,1 moti di un sistema olonomo si dicono moti spontanei:
il sistema si muove soltanto sotto I’azione dei propri vincoli (perfetti,
quindi non dissipativi). L’equazione (11) diventa @ = 0. In analogia con
quanto visto per le superfici, possiamo definire i moti con accelerazione
nulla moti geodetici. Pertanto: i moti spontanei di un sistema olono-
mo sono moti geodetici sulla varietd riemanniana delle configurazioni.
Sempre in virti di quest’analogia segue che nei moti spontanei I'energia
cinetica é costante. Come si vedra pilt avanti (§10), la definizione di
moto geodetico o di geodetica di una varietd riemanniana puo darsi in
maniera diretta e generale, senza il ricorso all’analogia con la geometria
delle superfici.

OsservazioNE 3. Dalle (12) risulta che le equazioni di Lagrange
equivalgono ad un sistema di n equazioni differenziali del secondo ordine
nelle funzioni ¢*(t). A loro volta le (12) equivalgono ad un sistema del
primo ordine:

W
(13) jti
“;;:Fi—réhvj'vh

Se le forze lagrangiane non dipendono dal tempo questo sistema & auto-
nomo e corrisponde quindi ad un campo vettoriale X ; sopra il fibrato
tangente T, che chiamiamo campo lagrangiano. Su quest’ultima
considerazione si ritornera pili avanti (§8).
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7. Il potenziale e la lagrangiana

DEFINIZIONE 1. Sia dato un sistema olonomo a vincoli eventual-
mente dipendenti dal tempo con varieta delle configurazioni ). Una
funz'ion‘e U:T@Q x R — R, localmente rappresentata da una funzione
U(q*,v*,t) delle coordinate lagrangiane, delle velocita lagrangiane e del
tempo e detta potenziale se le forze lagrangiane sono esprimibili con
la formula

oU  d (U
1 PO e e JR—
W LA VT <am>

L’interesse di questa definizione risiede nel fatto che se esiste un
potenziale U allora le equazioni di Lagrange assumono la forma

d (0L 9L
2 _— =) - I
@) dt (am) g "

introdotta la funzione

®

Queste equazioni prendono il nome di equazioni di Euler-Lagrange.
[ primi membri, che denoteremo anche con L;, prendono il nome di bi-
nomi lagrangiani. La funzione L ¢ chiamata lagrangiana del sistema.

La lagrangiana ¢ una funzione reale su T(Q) x R, esprimibile lo-
calmente in una funzione L(g*,v",t) delle coordinate lagrangiane, delle
velocita lagrangiane e del tempo. La lagrangiana racchiude in sé tutte
le caratteristiche e le proprieta dinamiche del sistema olonomo, perché
e con questa sola funzione che risultano determinate le equazioni che ne
governano tutti i possibili moti: le equazioni di Euler-Lagrange.

Si consideri, come primo caso, un sistema olonomo a vincoli indipen-
denti dal tempo e con forze lagrangiane dipendenti solo dalle coordinate
lagrangiane. Come si & visto al §6, le forze lagrangiane possono inter-
pretarsi come componenti di una forma differenziale lineare sulla varietd
delle configurazioni Q:

(4) ® = pidg'.

Il potenziale & in questo caso una funzione U: ) — R, cioé una funzione
delle sole coordinate lagrangiane, per cui la (1) si semplifica in

(5) @i = (%U.
Cio significa che
(6) p=dU

ciod che ¢ & esatta e che U ne & un potenziale nel senso della teoria delle
forme differenziali. Il potenziale ¢ determinato a meno di una costante
additiva. Sappiamo per il lemma di Poincaré che condizione necessaria
per Desistenza di un potenziale (e sufficiente per I’esistenza locale) & che
questa forma sia chiusa,

(7) dep =0,
cioé che, in componenti, valgano le equazioni
(8) Oipj = 0jpi-

Sulla varieta delle configurazioni, il campo vettoriale F' corrispon-
dente alla forma ¢ & il gradiente di U: F = grad(U). Un sistema
olonomo a vincoli indipendenti dal tempo le cui forze lagrangiane am-
mettono un potenziale indipendente dalle velocita e dal tempo si dice
sistema olonomo conservativo. Un sistema olonomo conservativo &
pertanto caratterizzato da una terna (@, g,U) dove (Q,g) ¢ la varieta
riemanniana delle configurazioni e U: @ — R ¢ la funzione potenziale.

Nel caso di un sistema olonomo, a vincoli eventualmente dipendenti
dal tempo ma con forze lagrangiane non dipendenti dalle velocita (quindi
dipendenti dalle coordinate lagrangiane e dal tempo) il potenziale e una
funzione U:Q x R — R, cio® una funzione delle coordinate lagrangiane
e del tempo (si veda 1'Oss. 4, piti avanti), per cui il legame (1) tra
potenziale e forze lagrangiane si riduce ancora all’equazione (5).

OssERVAZIONE 1. Occorre osservare che, in questo come nel caso
precedente, il potenziale U ¢ legato alla potenza virtuale delle forze attive
dall’equazione

9) W) = 6U = 9;U 8q".
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Qui il simbolo é applicato alla funzione potenziale U/ ha formalmente
il significato di ”derivata totale rispetto al tempo”, fatta pero con i
vincoli supposti fissi. L’utilita del concetto di potenziale risiede proprio
nel fatto che esso si calcola di solito (almeno nei due casi considerati)
per via diretta, cioe senza il passaggio attraverso le forze lagrangiane,
o mediante la (9) oppure sommando i potenziali delle varie forze che
operano sul sistema

Esempio 1. Nell’Esempio 1 del §5 (piano inclinato mobile) il poten-
ziale delle forze peso si manifesta solo sul discoed é paria U = —mgyg
(yo¢ = quota del baricentro). Facendo intervenire le coordinate la-
grangiane (in questo caso, in effetti, ne interviene solo una), essendo
Yo = — 8 sina + costante, si trova U = mgsinas. Nell’Esempio 2
(bipendolo piano) si ha evidentemente U = mgz, + mgzpg e quindi
U=mgl(2cosf + cos$). Nell’Esempio 3 (pendolo a raggio variabile)
il calcolo del potenziale & immediato, in base a quanto detto nell’osser-
vazione precedente: U = mgap = mgl(t) cos¥.

Discutiamo ora il caso generale. Poniamo ¢° = ¢, interpretando
il tempo come coordinata sullo spazio-tempo delle configurazioni @ ~
R x Q. Poniamo (¢%) = (¢° ¢') con indici greci variabili da 0 a n.
Denotiamo con d, la derivata parziale rispetto alla coordinata ¢®.

Sviluppando il secondo membro della (1), tenendo conto che v* =

t

%%—, si trova

ou o*U O*U dvi 90U

7

(10) PT 0g T dgiovi. T 9vidvi dt | Otowt

Se si esclude per principio la dipendenza delle forze lagrangiane dalle
accelerazioni, deve essere identicamente

o*U B
dvidvt

La pilt generale funzione U soddisfacente a queste equazioni & un poli-
nomio di primo grado nelle velocita lagrangiane:

(11) U=ap+ ;v

Se si sostituisce nelle (10) una funzione di questo tipo si trova

p; = J;0p — Opor; + (Giaj — Gja,-)vj.
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Quindi se si pone

o o
risulta

(13) @i = Bio + Bi; v’
con

Bi; = — B

Si pud pertanto affermare che

PRrROPOSIZIONE 1. Esclusa la dipendenza dalle accelerazioni delle
forze lagrangiane, condizione necessaria affinché queste ammettano un
potenziale & che esse siano polinomi di primo grado nelle velocita la-
grangiane a coefficienti antisimmetrici, cio¢ del tipo (13). In tal caso il
potenziale & un polinomio di primo grado nelle velocita lagrangiane, cioe
del tipo (11).

Si tratta ora di interpretare i legami (12) tra i coefficienti del po-
linomio U con i coefficienti dei polinomi ¢;. Per far questo si osserva
che ad un potenziale del tipo (11) corrisponde una forma differenziale

lineare su TQ
(14) & = ap dt + a; dg* = a, dg°.

mentre i coefficienti (B, 3:;) delle forze lagrangiane (13), posto Bio =
— foi, possono interpretarsi come componenti

0 By
(15) (Bap) =
Bio  Bij
di una 2-forma su TQ:
=1
(16) IB: Eﬂaﬁdqa/\dqﬁ.

Allora i legami (12) si traducono semplicemente nella condizione

(17) B =da
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Infatti differenziando la (14) si trova
B = diag dg* Adg® + dpa; dg® A dgt + Jja; dg’ A dgt
= (8,-&0 — (90a,~) dg* Adg® + —;— (Giaj — Gjai) dqt A dg’
= Bio dg' A dg® + %ﬁ,-j dq' A dg’.
Si pud quindi affermare che

PRrROPOSIZIONE 2. Se le forze lagrangiane sono polinomi di primo
grado nelle velocita lagrangiane con coefficienti antisimmetrici (cioe del
tipo (13)) e se questi coefficienti si interpretano come componenti di una
2-forma 3 su (), allora condizione necessaria e sufficiente affinché esista
un potenziale & che 3 sia esatta: 8 = da. Il potenziale & in tal caso
un polinomio di primo grado nelle velocita lagrangiane i cui coefficienti
sono le componenti della 1-forma & (formula (11)).

Ricordato il lemma di Poincaré, si puo anche affermare che

ProprosizioNE 3. Condizione necessaria per 1’esistenza di un po-
tenziale e condizione sufficiente per ’esistenza di potenziali locali & che
la 2-forma 3 sia chiusa: d@ = 0.

OSSERVAZIONE 2. In componenti la condizione di chiusura di 3 e
espressa dalle equazioni

(18) 3aﬁﬁv + 0pBya + a'vﬁaﬁ =0,
le quali si spezzano nei due gruppi di equazioni

{ 0:iBik + 0iBri + Ok fij = 0

19
(19) OofBij 4 0:B50 — 0: 850 = 0

OsservazIONE 3. La (17) mostra che la 1-forma potenziale a &
determinata a meno di una forma esatta, cioé che essa puo essere sosti-
tuita da @ + dF, qualunque sia funzione F: ¢ x R — R. Cio significa
che il potenziale & determinato a meno di funzioni additive del tipo

aoF + 8iF 'l)i,
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pill ovviamente delle costanti.

OsSERVAZIONE 4. 1l caso delle forze lagrangiane non dipendenti
dalle velocita lagrangiane & caratterizzato dalla condizione Bi; = 0 (si
veda la (13)). La prima delle (12) mostra che Oiaj = 0ja; e quindi che
esiste una funzione F delle coordinate e del tempo tale che o; = 0, F. La
seconda delle (12) mostra a sua volta che ¢; = ;9 = Oi(cg — O F), cioe
che vale la (5) con U = ag — Gy F, ciod che, se esiste il potenziale, questo
¢ funzione delle sole coordinate e del tempo. La (11) mostra invece che
il potenziale & del tipo U = ag + 8; F v*, cioé che & lineare nelle velocita.
Questa seconda conclusione non & in contraddizione con la prima per
quanto visto nell’osservazione precedente.

EsEMPIO 2. Dimostriamo che nello spazio affine tridimensionale
euclideo la pil generale forza che ammette potenziali locali & del tipo

(20) |F=E-Bxuv

dove E e B sono campi vettoriali (eventualmente dipendenti dal tempo)
soddisfacenti alle equazioni

(21) div(B) = 0, %—?— +rot(E) =0
Il potenziale & del tipo
(22) U=¢+A v ]

ed il legame tra forza e potenziale & dato dalle equazioni

0A

(23) B =roi(4), B =grad($) - -

(i) La (20) & infatti la traduzione in forma vettoriale della formula (13),
introdotte le 1-forme o = F’ e ¢ = E°, corrispondenti alle forze F e E,
di componenti ¢; e

i = Bio
rispettivamente, e la 2-forma 8 = xB, di componenti Bi;, aggiunta
del campo B. Va ricordato che B x v = B(v) e che in componenti
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& (B(w)), = Bji v7. (ii) Le (21) sono le equivalenti vettoriali delle (:,ondi—
zioni di chiusura (19). Infatti queste ultime si traducono nella scrittura

{d5=07
aoﬁ-I-dEZOa

e quindi, operando con ’aggiunzione su entrambe,

xd+ B =0,
0o * B+ *de = 0.

Ricordato che per ogni campo vettoriale X si ha per definizione

{ div(X) = *d* X,
rot(X) = #dX’,

si trovano le (21). (iii) L’espressione (22) del potenziale & la traduzione
della (11), denotata con o = A" la 1-forma corrispondente al vettore A,
di componenti o;, e posto

d) = &y.
(iv) Infine le equazioni (23) sono equivalenti alle condizioni. di esattezza
(12). Infatti queste ultime, con le posizioni fatte, sono equivalenti a

B =da,
{€=d¢—8oa-

Operando sulla prima con ’aggiunzione e sulla second.a con l’operat(ore
¢ inverso di b, e ricordata la definizione di gradiente, si trovano le (23).

Una particella dotata di carica elettrica e immersa in un campo
elettrico E e in un campo magnetico B & soggetta alla forza di Lorentz

1

dove ¢ @ la costante velocita della luce nel vuoto. E una forza iiel tipo
(20). Le corrispondenti equazioni (21), con B sosti.tult.o (%a =B, co-
stituiscono la prima coppia delle fondamentali equazioni di Maxwell
dell’elettromagnetismo (James Clerk Maxwell, 1831 - 18’{9). I vetto-
re A ¢ detto potenziale vettore, la funzione ¢ potenziale scalare.
Si noti che le equazioni di Maxwell (21) si sono qui dedotte solo come
condizioni necessarie per ’esistenza di un potenziale, senza alcuna altra
considerazione d’ordine fisico.
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8. Sistemi lagrangiani

Nel § precedente si & visto che la dinamica di un sistema olono-
mo dotato di potenziale & "generata” da una funzione ”caratteristica”:

la lagrangiana L = T 4 U. Questa circostanza conduce alla seguente
estensione del concetto di ”dinamica”.

DEFINIZIONE 1. Diciamo sistema lagrangiano una coppia (@, L)
costituita da una varieta differenziabile Q) di dimensione n, detta varieta
delle configurazioni, e da una funzione reale L:TQ xR — R (di
classe C'™°) detta lagrangiana. Il sistema lagrangiano si dice tempo-
indipendente (brevemente, t-indipendente) se la lagrangiana si riduce
ad una funzione L: TQ — R. La dinamica di un sistema, lagrangiano &
Uinsieme delle curve su @ soddisfacenti al sistema di 2n equazioni

dg’

—

dt
W AN
dt \ dvt o¢

I primi membri delle equazioni (1),

d (0L oL
” w= i () -y

prendono il nome di binomi lagrangiani. Le equazioni (1)y prendono
il nome di equazioni di Euler-Lagrange. Si denotano al solito con
(¢) generiche coordinate su @ e con (¢¢, %) (o anche con (¢',¢)) le~
corrispondenti coordinate su T'Q) (coordinate e velocita lagrangiane). La
lagrangiana L ¢ quindi localmente rappresentata da una funzione nelle
2n+1 variabili (¢¢, v%, ) oppure nelle sole (¢%,v%) nel caso t-indipendente.
Vale per il sistema (1) la stessa Oss. 8 del §5: il sistema (1) & un sistema
di 2n equazioni differenziali del primo ordine nelle 2n funzioni incognite
(qi(t), vi(t)); tuttavia, per effetto delle prime n equazioni, le seconde si
riducono a n equazioni del secondo ordine nelle sole n funzioni incognite
(qi(t)), le cui soluzioni forniscono appunto le equazioni parametriche
locali delle curve su @) costituenti la dinamica del sistema lagrangiano.

i

OSSERVAZIONE 1. Perché la definizione ora data di dinamica di
un sistema lagrangiano abbia senso occorre verificare il carattere intrin-
seco delle equazioni di Euler-Lagrange (1), cioé la loro indipendenza
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dalla scelta delle coordinate lagrangiane. Cio si puo fare direttamente,
con qualche calcolo. Tuttavia, nel caso dei sistemi olonomi, il carattere
intrinseco di queste equazioni & gia implicitamente riconosciuto dal fat-
to che esse sono dedotte, utilizzando un generico sistema di coordinate
lagrangiane, dal principio di D’Alembert-Lagrange, che ha carattere in-
trinseco. Nel prossimo § sard comunque dimostrato che le equazioni di
FEuler-Lagrange, per una qualsiasi lagrangiana, sono equivalenti ad un
altro principio di natura intrinseca: il principio della minima azione.

OSSERVAZIONE 2. In certi casi il sistema (1), inteso come sistema
del primo ordine nelle (¢*,v"), pud essere posto completamente in forma
normale (le prime n equazioni lo sono gia) cioe nella forma

a
‘ a7
(3) d?)i
i i ho,k
= frg" v ).

1l sistema lagrangiano & allora equivalente ad un sistema dinamico in
senso ordinario cioe ad un campo vettoriale Xy, detto campo lagran-
giano. Se la lagrangiana e quindi i secondi membri del sistema normale
equivalente (3) non dipendono esplicitamente dal tempo (col che il siste-
ma (3) & autonomo) questo campo vettoriale & definito sopra il fibrato
tangente TQ). Se invece vi e dipendenza dal tempo, & definito sulla va-
rietd prodotto 7'Q X R. In questo secondo caso infatti, seguendo la stessa
tecnica vista per la dinamica di un punto, si introduce un tempo fittizio
7 come ulteriore variabile e si aggiunge al sistema l’equazione ‘é—; = 1.
Quando un sistema lagrangiano & di questo tipo si possono applicare
tutte le nozioni ed i teoremi relativi ai campi vettoriali, in particolare
(sotto le solite ipotesi di regolarita) il teorema di Cauchy per cui, asse-
gnato un atto di moto iniziale (ad un istante to), risulta determinato un

unico moto del sistema.

DEFINIZIONE 2. Una lagrangiana si dice regolare se & regola-
re la sua matrice hessiana rispetto alle velocita lagrangiane, cioé se e

det(gi;) # 0, posto

0°L
(1) 9= Goigur

ProrosizioNE 1. Se la lagrangiana & regolare il sistema (1) & ridu-
cibile a forma normale, cioé equivalente ad un sistema del tipo (3).
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Dimostrazione. Lo sviluppo dei binomi lagrangiani (primi membri
(Clielﬂe (1)2) porta alle seguenti equazioni (si tenga conto delle n equazioni
dot gy
di

PL o L dvi 9L 9L

dqi dvt v duidvi di T otovt  dgt

c‘he in generale non possono risolversi rispetto alle derivate delle (v?).
:Se la lagrzx_nglfm.a é regolare cio & possibile. Operando con la matrice
inversa (¢**) si riconduce il sistema (1) alla forma normale

dg' _
a ~ 0
(5) k u
LA <52£_ FL ;0L
dt B¢ 9giowi | mam)

OssSERVAZIONE 3. Nel caso dei sistemi olonomi dotati di potenziale

el = TTFU. Poiché & lineare nelle velocita, il potenziale U/ non interviene
nell’hessiano (4) per cui

LT
99 = 5videi — dvides”

Questi elementi coincidono proprio con i coefficienti della parte omoge-
nea quadratica dell’energia cinetica,

1 1
Tzigijv ?7J+giov’+;2-goo~

POiC}'lé, come si & osservato alla fine del §5, questa & una forma quadratica
definita positiva, si ha det(g;;) > 0 e la lagrangiana & regolare.

OSSERVAZIONE 4. Si consideri una lagrangiana del tipo
(6) L=0yF + vt o F

dove F’ & una funzione reale sopra @ x R (quindi funzione delle coordina-
tg lagrangiane e del tempo). Poiché L ¢ lineare nelle velocit, lagrangiane
si ha identicamente g;; = 0. Non & dunque una lagrangiana regolare.
Si verifica che i binomi lagrangiani corrispondenti si annullano identica-
mente. Cio significa che la dinamica di una tale lagrangiana & costituita
da tutte le curve su Q. Di conseguenza, se ad una qualunque lagran-

giana si aggiunge una lagrangiana del tipo (6) la dinamica non risulta
alterata (si veda anche 1’Oss. 3, §7).
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9. Integrali primi dei sistemi lagrangiani

DEFINIZIONE 1. Una funzione differenziabile F:TQ X R — R e un
integrale primo di un sistema lagrangiano (¢, L) se & costante su tutte
le soluzioni delle corrispondenti equazioni di Euler-Lagrange, cioé se in
corrispondenza ad ogni soluzione vale la condizione

dF
(1) = =0.

Se il sistema lagrangiano equivale ad un campo lagrangiano X si
ricade nella solita definizione di integrale primo di un campo vettoriale.
Le proposizioni seguenti mettono in evidenza due integrali primi tipici
dei sistemi lagrangiani.

ProPosIzIONE 1. Selalagrangiana é indipendente dal tempo allora
la funzione

(2) E =
& un integrale primo.

Dimostrazione. Derivando totalmente rispetto al tempo si trova

+ dvt dt  0¢' dt  Ovt dt ot

dE _d (9L\ , 0L dv' 0L dg 0L dv' 0L
dt ~ dt \ovi )"’

Facendo intervenire le equazioni di Euler-Lagrange si trova

dE _ 0L
dt ~ ot’

per cui ’indipendenza dal tempo della lagrangiana, che equivale all’an-
nullarsi identico della sua derivata parziale rispetto a ¢

oL
I

implica JE
— = 0.
dt

89 Integrali primi dei sistemi lagrangiani 139

La funzione E prende il nome di energia del sistema lagrangiano.
Questa terminologia e giustificata dal fatto che nel caso di un sistema
scleronomo conservativo, dove il potenziale U & una funzione su Q (di-
pende solo dalle coordinate lagrangiane), risulta

(3) E=T-U.

Infatti, poiché in questo caso I’energia cinetica & una forma quadratica
nelle velocita lagrangiane, risulta (1)

4 i
() vav" 2T

M E bene ricordare a questo proposito il teorema di Euler sulle
funzioni omogenee. Una funzione F(v') di n variabili (v*) si dice
omogenea di grado k£ se per ogni a € R si ha

F(av') = o F(v').

Il teorema di Euler afferma che se F(v') & una funzione omogenea di
grado k allora si ha identicamente (somma sottintesa sull’indice ripetuto)

JOF

- =kF
Jvt F

v

L’energia cinetica ¢ omogenea di grado 2 nelle (v') per cui la (4) puo
essere vista come conseguenza di questo teorema. Se F' & omogenea di
grado k allora le sue derivate parziali F/dv* sono omogenee di grado
k — 1. Infatti, derivando parzialmente I'uguaglianza precedente rispetto
a v/, risulta /

Y Bviow (k=1) v
Se in particolare € k£ = 1 si trova che
v 0°F _

Ovidvi

Di qui si trae che se una lagrangiana e omogenea di grado 1 nelle velocita
allora essa & necessariamente non regolare, perché valgono le equazioni

v'gij =0

con le (v*) non necessariamente nulle.
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e di conseguenza

_oL ;o

_ o W T U =T-1.
v * dvi ©

E

DEFINIZIONE 2. Dato un sistema lagrangiano (Q), L) ed un sistema
di coordinate (g¢*) sulla varieta @Q, le funzioni

oL
(5) Pi= g

prendono il nome di momenti cinetici del sistema lagrangiano. Una
coordinata ¢° si dice ignorabile se la lagrangiana non dipende esplici-
tamente da questa, cioé se si ha identicamente

oL
(6) 90 0

ProrosizioNE 2. 1l momento corrispondente ad una coordinata
ignorabile & un integrale primo.

Dimostrazione. Stante la definizione (5) le equazioni di Euler-
Lagrange possono scriversi

dp,' _ oL
(7) o T g

Se una coordinata ¢* & ignorabile il secondo membro & identicamente
nullo e quindi p; € costante. m

Esempio 1. Nel moto di un punto libero soggetto ad un campo
di forze conservativo i momenti cinetici (p;) coincidono con le compo-
nenti covarianti della quantita di moto p = mw. Infatti, prendendo per
esempio delle coordinate cartesiane ortonormali, risulta

L= -;—m(c‘c2 +9° 4+ 2%) + Ulz,y, 2),

‘per cui

I/ —a—L—mi —Q—L——mz'
Pg = 5— =mz, P 7o Y Pz=HT =Mz
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5i consideri in particolare il caso di una forza conservativa e perpendi-
colare all’asse z. Poiché la componente F, secondo ’asse z di una forza
conservativa e data da

_ovu

- 0z’

Portogonalita della forza all’asse z equivale alla non dipendenza da z
del potenziale. Dunque la lagrangiana non dipende da z e questa & una
coordinata ignorabile. Il corrispondente momento cinetico p, & pertanto
un integrale primo. Si ritrova cosi 'integrale primo della quantita di
moto rispetto ad una direzione.

I,

EsgMPIo 2. Nel moto piano di un punto soggetto ad un campo
centrale simmetrico la lagrangiana ¢ (in coordinate polari)

L= %—m(?‘2 +729%) + U(r).

La coordinata 9 & ignorabile. Pertanto il corrispondente momento cine-
tico

oL 5
= — = mryY
Po EY)

¢ un integrale primo. Si ritrova cosi 'integrale primo delle aree.

OsserRvAzZIONE 1. Nei due esempi precedenti gli integrali primi
sono conseguenza di un’invarianza della lagrangiana: nel primo caso
rispetto a traslazioni lungo una direzione, nel secondo rispetto a rotazioni
intorno ad un punto. Anche I'integrale primo dell’energia & conseguenza
di un’invarianza: rispetto alle traslazioni temporali. Da questo punto
di vista il tempo t pud essere considerato come coordinata ignorabile.
Questi fatti lasciano intravedere una relazione generale tra ’esistenza di
integrali primi e 'invarianza della lagrangiana rispetto a trasformazioni
o simmetrie della varieta ().

Vediamo ora una notevole applicazione della teoria precedente.

Esempio 3. Il giroscopio pesante (ovvero la trottola di La-
grange). Si consideri un corpo rigido con un punto fisso O. Si prendano
come coordinate lagrangiane i tre angoli di Euler (6, ¢,%) della terna
principale d’inerzia (z,7,k) in O rispetto ad una terna fissa (¢1, ¢z, ¢3),
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secondo quanto stabilito al §8 del Cap. IV (si veda la Fig. 8.1). Le com-
ponenti (p,q,r) della velocita angolare w secondo la terna (2,7, k) sono
date dalle formule (3) del §8, Cap. IV. Poiché
T = %(Ap2+Bq2+C’T2),
con (A, B,C') momenti principali d’inerzia, utilizzando queste formule si
frova
T = L(A(cos ¢ 0+ sin ¢ sin4))* + B (singf + cos ¢ sinf)*+
4 C(c050¢+ ¢)2)
Quest’espressione si semplifica notevolmente nel caso in cui A = B,

cioé nel caso di un corpo rigido simmetrico (detto anche giroscopio).
Essendo p? + ¢2 = 6% + sin® 6 ¢?, risulta infatti

T = —3(62 +sin29¢2) +%(cos9¢+$)2.

Nel caso in cui il corpo rigido simmetrico intorno all’asse k sia soggetto

alla sola forza peso (come accade per una trottola), osservato che il

baricentro (i si trova sull’asse di simmetria, il potenziale ¢ dato da
U=-mglcosb,

dove | = |OG| (il versore c3 ¢ verticale e orientato verso Palto). La
lagrangiana della trottola & pertanto

I = _g_(éz+Sin291j)2)+%(cos€1ﬁ+q§)2—mglcos€

Si osserva allora che ¢ e 1 sono coordinate ignorabili. Quindi i corri-
spondenti momenti cinetici

or :C(cos&¢+g2>) =Cr,

_ L
Po = 5&

3L ) 9 . . y
p¢:57:(A8111 g+ C cos 9)¢+C’cos€</),

sono integrali primi (1). Per I'energia totale si trova inoltre ’espressione

2
Ay (py—pgcost)® Do
= = L+ mgl cosé.
b=t = ae T2c ™Y

(1) Che la componente r secondo I"asse di simmetria k della velocita
angolare sia un integrale primo segue immediatamente dalla terza delle
equazioni di Euler, C# = (A — B)pq+ Z, osservato che la componente
Z rispetto a tale asse del momento Mo della forza peso ¢ nulla.
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La presenza di questi tre integrali primi consente di riconoscere facil-
mente alcune interessanti proprietd del moto di una trottola. Infatti
dall’integrale dell’energia si trae un’equazione di Weierstrass per I’ango-
lo di nutazione 6, angolo che I’asse della trottola forma con la verticale.
Meglio ancora, se si pone & = cos 8, si vede che ’integrale dell’energia si
traduce nell’equazione di Weierstrass

i? = &(z), d(z)=(1-2*)(a—bz)—(c—da)?,

con le costanti (a, b, ¢,d) date da

3

2
a:;ll— <2E—%ﬁ>, b:%mgl, C:%—’ d= e
La funzione ®(z) € un polinomio di terzo grado che tende a 400 per z —
+0o (essendo b > 0 con [ # 0). Le costanti di moto ammissibili devono
essere tali da non produrre tutti valori negativi di ®(z) nell’intervallo
[—1,1] (perché z = cosh). Siccome ®(+1) = — (¢ F d)* < 0, escludendo
i casi in cui si hanno degli zeri agli estremi (si osservi che gli angoli di
Euler ¥ e ¢ non sono definiti per § = 0 e § = 7), si devono avere almeno
due radici (21, z2) all’interno di quest’intervallo (distinte o coincidenti).
Pertanto Pangolo di nutazione, fatta eccezione per i casi esclusi, varia
periodicamente tra i due valori (61,6;) determinati da queste radici.
Dai due integrali primi dei momenti cinetici si possono invece ricavare la

velocita di precessione 1) e la velocita di rotazione propria ¢ in funzione
di 6. Risulta:

. c—du . z(de —c)
w“l_w27 (/)——€+ 1—1’2 b
posto ancora
Py A
== = —(,
‘ToTo

Per quel che riguarda il moto di precessione si hanno tre casi, a seconda

che lo zero di ¢, zg = 4, si trovi all’esterno o all’interno dell’intervallo

(z1,22) o coincida con uno degli estremi. Se si trova all’esterno, 1/) non
cambia di segno e il moto di precessione & monotono; il punto P inter-
sezione dell’asse della trottola con la sfera unitaria di centro O descrive
una curva di tipo sinusoidale compresa tra i due meridiani (61, 6;). Se &

interno, siccome 1 cambia di segno, si ha invece un moto "inanellato”,
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cioé di tipo cicloidale accorciato. Se coincide con uno degli estremi, il
moto di precessione non si inverte mai ma ha degli istanti di arresto, per
cui la curva descritta dall’intersezione P presenta delle cuspidi. Infine,
il caso in cui i due zeri coincidono corrisponde a un moto di precessione
regolare. Infatti in questo caso 6 & costante e di conseguenza anche e
sono costanti. Questi moti di precessione sono stabili, nel senso che una
piccola perturbazione non produce sensibili effetti: infatti una piccola
variazione delle costanti di moto non puo che produrre uno dei tre casi
precedenti, con i due meridiani ravvicinati.

10. 1l principio dell’azione stazionaria

Sia O linsieme di tutte le n-ple di funzioni reali (¢'(¢)) =
(q1 (t),... ,q”(t)) di classe C* sopra intervalli contenenti un prefissato
intervallo chiuso [ty,t3]. Chiamiamo funzionale un’applicazione

$:Q—R

che ad ogni n-pla di funzioni fa corrispondere un numero reale. Un
funzionale ¢ si dice differenziabile nel "punto” (¢*(¢)) € Q se per
ogni scelta degli incrementi o variazioni (8¢'(t)), anch’esse funzioni
appartenenti all’insieme (), sussiste un’uguaglianza del tipo

(1) é(¢' + 8¢°) = d(¢') + 6(¢', 6¢") + R,

dove §¢ funzionale lineare delle (6¢*) ed R funzionale di "ordine supe-
riore” in tali incrementi. Con cio si vuol dire che se si considera una
famiglia di variazioni del tipo

(2) 8q' = en’,

con (7%(t)) € Q n-pla fissata a piacere e € parametro reale, osservato che
risulta definita la funzione reale

(3) Fe) = ¢q" +en'),
allora il funzionale & differenziabile se per ogni scelta delle (1) risulta

(4) F(e)=F(0)+ (A+o(e))e
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con A costante e o(¢) infinitesimo per ¢ — 0. Dal confronto della (1)
con la (4) segue che

(5) Ae = 8¢(q", en').

Il funzionale §¢ prende il nome di variazione prima del funzionale ¢
in (¢*) € Q. Poiché dalla (4) segue

( ; > ’
E_O

Questa formula consente di calcolare la variazione prima di ¢ attraverso
la funzione F' costruita con una qualsiasi famiglia di incrementi del tipo
(2).

Una classe importante di funzionali & costituita dai funzionali d’a-
zione. Sia L = L(q¢',v",t) una funzione reale di classe C'? in un dominio
aperto D C R*™*! tale da rendere definito 'integrale

(1) b1(¢ (1)) = / L (g, () de

t

per ogni n-pla di funzioni reali (¢'(t)) di classe C'! sopra [t1,1,] (inten-
diamo con ¢* le derivate di queste funzioni). L’integrale (7) definisce un
funzionale sopra 'insieme Q di tali n-ple, detto azione associata alla
funzione L.

La funzione L(q*,v%,t) puo considerarsi la rappresentazione locale
di una funzione L:TQ x R — R (di classe C? almeno), dove ) & una
varieta differenziabile di coordinate locali generiche (¢'). 1l funzionale ¢,
puo allora essere inteso definito sull’insieme delle curve sopra la varietd
@, i cui intervalli di definizione contengono 'intervallo chiuso [ty, ] (e
le cui immagini sono contenute nel dominio delle coordinate).

ProrosizioNE 1. Il funzionale ¢, & differenziabile e la sua varia-
zione prima e

to ; 1o
(8) Obpp = — / Li(5qi dt + [Q}/— (5q{|
gt

ty th
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d oL 0L
© b= Goe T g

Dimostrazione. Qccorre far ricorso al teorema sulla derivazione
delle funzioni integrali: se

B()
F(z) = /( ) f(z,y)dy,

allora

/8(1‘) 8 ! !
%-g = /a(x) é—i-dy—l— [z, B(2))B'(z) = f(z,a(z))a(2).

Applichiamo questa formula alla funzione F(e) definita come nella (3)
per il funzionale (7):

iz . ) . )
F(e) = / L(t,q’ +en', ¢t + 67’7’) dt.
3}

Siccome gli estremi d’integrazione sono fissi si ha semplicemente

dF (=0l t <8L oL >
hatdi— = dt = — -0 ) dt.
&~ ), B /t ag " T ow

Valendo 1'uguaglianza

oL ., d (oL ,\ d aL ;
%n—dt 81)"17 dt \ dvt T

dF 2oL doLYy oL } ‘2
= — - — | n'dt -t .
<d5)£:0 /h <3q1 dt 81}1) et [81}1 g ‘"
Di qui, moltiplicando per ¢ in accordo con la (6) e tenuto conto della

(2), si ottiene la (8). Si osservi che questo ragionamento non dipende
dalla scelta della famiglia di variazioni del tipo (2). m

risulta
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Fig. 9.1: variazioni ad estremi fissi (— — —) e no (— - —).

~ DEFINIZIONE 1. Una variazione (6¢(t)) si dice ad estremi fissi se
6qz(t1) = (5q1(t2) = 0.

ProPosiziONE 2. Le funzioni (q"(t)) per le quali si ha

(0

per ogni variazione ad estremi fissi, sono tutte e sole le soluzioni del
sistema differenziale

o dor _or_
dt Ovi Ot

Dimostrazione. Dalla (8) segue che per ogni variazione ad estremi
fissi

ty .
S = — / Libg di.
t1

E ovvio che L; = 0 implica 6¢;, = 0. Viceversa, se 6¢; = 0 per ogni
6q*, con 6¢*(t1) = 6¢*(t2) = 0, allora necessariamente L; = 0 per ogni
indice ¢. Infatti se fosse per esempio Ly positivo in un certo punto t.,
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quindi in tutto un suo intorno I, C [t1,12], prendendo una variazione
con §¢*> = ... = 6q¢" = 0 e &q' funzione di classe C! non negativa
con supporto contenuto in I, risulterebbe chiaramente ¢y < 0 e non
b = 0: assurdo. m

Le curve (¢'(t)) soddisfacenti alla Prop. 2, quindi le soluzioni del
sistema, (11), prendono il nome di estremali o punti critici del fun-
zionale d’azione ¢r. Si dice anche che esse rendono stazionario il fun-
zionale.

E notevole il fatto che le equazioni (11) coincidono proprio con
le equazioni di Euler-Lagrange del sistema lagrangiano (@, L). Si puo
allora affermare che la dinamica di un sistema lagrangiano e costituita da
tutte e sole le curve sulla varietd () che sono estremali de] funzionale ¢,
per variazioni ad estremi fissi. Questa proprieta, assunta come postulato
della meccanica, prende il nome di principio dell’azione stazionaria
(o anche della minima azione).

Questo principio, sostituibile a quello di D’Alembert-Lagrange nel
caso di un sistema olonomo a vincoli perfetti e soggetto a sollecitazioni
attive dotate di potenziale (dove la lagrangiana ¢ L = T+ U), rientra in
una classe di principi di stazionarietd o di minimo assunti a fondamento
di molte teorie, per esempio il principio di Fermat per la propagazione
della luce (Pierre de Fermat, 1601 - 1665).

OSSERVAZIONE 1. Su di una varietd riemanniana (@, g) (§6) e del
tutto naturale considerare il funzionale

ty
(12) ¢>G=/ \/ gijvividt,
31

di lagrangiéma

(13) G = \/gijvivﬂ'.

Questo funzionale associa ad ogni curva parametrizzata su (), definita in
un intervallo contenente [t1,t;], la lunghezza dell’arco da essa descritto
tra i due punti estremi corrispondenti ai valori t; e t; del parametro.
Infatti G & il modulo o lunghezza del vettore tangente v = (v') alla
curva. Chiamiamo geodetica ogni curva su () estremale del funzionale
¢G. Le geodetiche sono dunque le curve a lunghezza stazionaria (even-

tualmente minima) rispetto a curve prossime aventi gli stessi estremi. I
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interessante esaminare il legame tra il funzionale ¢g ed il funzionale

1 [t .
(14) ¢r = '2“/ gijvto’dt,
ty
di lagrangiana
1 1 o
(15) T:—2—G2 = §g¢jvlv3.

Questa e la lagrangiana dei moti spontanei di un sistema olonomo a
vincoli indipendenti dal tempo, cioé di quei moti relizzati in assenza di
forze attive (U = 0) per cui lalagrangiana coincide con 1’energia cinetica
T (la quale a sua volta coincide con I’energia totale, che & costante di
moto). Le condizioni di stazionarietd é¢G = 0 e 6 = 0 non sono equi-
valenti in senso stretto, poiché non producono le stesse curve estremali.
Infatti, mentre la lagrangiana T' & regolare e quindi produce equazioni
di Euler-Lagrange soddisfacenti al teorema di esistenza ed unicita, non
lo e invece la lagrangiana G, che ¢ una funzione omogenea di grado 1
nelle velocita (si veda la nota (1) al §9). La non unicita delle soluzioni,
con posizione e velocita iniziale assegnate, & resa evidente dal fatto che
'integrale (12) & invariante rispetto alla parametrizzazione della curva,
cioe che la stessa traiettoria su () puod essere percorsa, sempre nell’in-
tervallo [t1,1,], con una qualunque legge temporale e quindi con una
qualunque velocita, senza per questo mutare I'integrale (12). Se ci si
limita a considerare le estremali percorse con velocita costante, cioé se
oltre alla condizione di stazionarietd ¢ = 0 si impone il vincolo

G = 4/gi;viv] = costante,

allora le estremali di ¢ coincidono con le estremali di ¢p. Infatti le
equazioni di Euler-Lagrange corrispondenti a G sono

dgivl 1 b,k

- — 0 =0.
& G ag e =0
Se si impone il vincolo della velocita costante si trovano le equazioni
d

; 1
E(gijvj) b digniv™o* =0,
che sono proprio le equazioni di Euler-Lagrange corrispondenti alla la-
grangiana T e che si riducono alle equazioni delle geodetiche (si veda il

§6).
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10.1. Cenni di calcolo delle variazioni

La Prop. 2 e il teorema fondamenf:ale'del calcqlo 'd(?ll'e f:;—i
riazioni. Esso, insieme ad alcune sue 'va'rlanm' e.d ‘este_nsmnl., e 1111 o
la base su cui poggia la teoria dei massimi e minimi dei funlzmixa iie]le
zione, capitolo fondamentale dell’Analisi, detto appunto calcolo

variazionl o .
Accenniamo a due problemi classici risolti con tale calcolo, il pro

jel i SCOpo &
blema degli isoperimetri e il problema della catenaria. A qufstoh tli)ene
necessario 1'utilizzo di una variante al teorema fondamentale, che

izi i sulle va-
conto di una eventuale condizione supplementare, o vincolo,

‘ i : i i i un integrale
riazioni (6¢"). Questo vincolo e espresso dall’invarianza di g

del tipo

ts '
= Vig', g t)dt
(1) dv /t (

1

quindi dalla condizione
(2) dpy = 0.
Si puod dimostrare che

ProposizioNE 1. Le funzioni (¢'(t)) che rendm‘lo staz.u;narl(z‘ur;
funzionale d’azione ¢ con variazioni ad estremi fissi Sf)d?lls acenti ?
vincolo (2) sono tutte e sole quelle che rendono stazionario il funzionale

d’azione ¢ associato alla lagrangiana
(3) L*=L+ AV,

dove A & un parametro reale costante, detto moltiplicatore di La-

grange.

Cid significa che il funzionale da considerarsi &
(4) ¢r- = oL+ Aoy,

e che quindi le equazioni di Euler-Lagrange sono

do o
(5) dt 9vi  0¢ '

810 Cenni di calcolo delle variazioni 151

con la lagrangiana L* data dalla (3) e con la condizione d\/dt = 0.

Questo teorema & analogo al teorema, pure dovuto a Lagrange, sui
massimi e minimi vincolati o condizionati di una funzione reale a
pin variabili: i punti di stazionarieta (cioé i punti critici) di una fun-
zione F(z®) soddisfacenti ad un’equazione di vincolo V(z%) = 0 sono
1 punti critici della funzione F* = F + AV, A € R. Questo teorema
ha una semplice dimostrazione geometrica. Interpretata ’equazione del
vincolo come equazione di una superficie S nello spazio delle (%), la
condizione di stazionarietd condizionata si traduce nella stazionariets
della restrizione F|§ della funzione F alla superficie 5, cioe alla con-
dizione (v,dF) = 0 per ogni vettore v tangente a S, quindi per ogni
vettore tale che (v,dV) = 0. Cio equivale a dire che su ogni punto di
5 1 differenziali dF e dV (ovvero i rispettivi gradienti) sono dipendenti
(ovvero paralleli), cioé che deve esistere un A per cui dF + AdV = 0
ovvero d(F + AV) = 0, inteso d\ = 0.

)

Esempio 1. Il problema degli isoperimetri. Si vuole stabilire
quali siano le curve piane chiuse che a parita di lunghezza racchiudono
aree massime. Per far questo ci si puo limitare inizialmente a considerare
il caso di una curva chiusa costituita da un intervallo [z1,22] sull’asse
e dal grafico di una funzione y = f(z) di classe C2, nulla agli estremi.
Il funzionale ¢ da rendere stazionario & quello dell’area,

(]
¢L:/ ydz,
031

il quale quindi corrisponde alla lagrangiana

L(xv:%y/) =Y.

Il vincolo & rappresentato dalla costanza della lunghezza della curva cioe

del funzionale oo @y
by :/ ds :/ mdm,
x T

il quale corrisponde alla lagrangiana

V($, Y, yl) = \/-1——"}‘—:!/'-2

Rispetto alle notazioni generali prima usate abbiamo nel caso presente
n = 1,1 = z (variabile indipendente), g = ye § = v = y'. Sitratta quin-
di effettivamente di un problema con variazioni vincolate ed a estremi
fissi (Fig. 9.2.a).
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Y 4
i “he-s 7]
pm > x, x
v hY
, N
x4 %2 / A < \‘\
b

Fig. 9.2

La lagrangiana da considerarsi e allora

L* = y+M/1+y"?

e I’equazione di Euler-Lagrange & di conseguenza

d oL* oL* d y'

N Wl

%-—5;7_ dy d$1/1+y12‘

Postoc = %, segue che

1=0.

!

-—————————-—y o
v1+ y’2

modulo una costante additiva, che riteniamo nulla, alla quale corrispon-
de una inessenziale traslazione lungo ’asse z. Dalla formula precedente

segue

cx,

A
Y V1= c¥a?’

quindi, con semplice integrazione,
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Elevando al quadrato si conclude che la curva cercata ha equazione
(y—0) +2% = A2

Si tratta di una circonferenza di raggio A (Fig. 9.2.b). Abbiamo allora
dimostrato che le curve che risolvono il problema degli isoperimetri sono
gli archi di circonferenza, in particolare che le curve regolari chiuse del
piano che a parita di lunghezza racchiudono ’area maggiore sono le
circonferenze.

EseMPio 2. La catenaria. Si vuole stabilire quale sia la curva
descritta da un cavo inestendibile e omogeneo (per esempio una catena
sottile) appeso a due estremi fissi, in equilibrio sotto la sola azione della
forza peso. Si tratta di un classico problema di statica. Si pud far ricorso
al principio di Torricelli (Evangelista Torricelli, 1608-1647) secondo
il quale in condizioni di equilibrio il baricentro della catena occupa la
piu bassa posizione possibile. Questo principio si traduce nell’equazione
variazionale

(52'@ = 0.

La quota z¢ del baricentro & il funzionale
T2 I
za :¢L:/ zds:/ 2V 1+ 2%dz
1 T
corrispondente alla lagrangiana
L(z,2,2') = lz V1422,
m

considerata la curva z = z(z) descritta dalla catena sul piano (z,z) di
asse verticale z. Il vincolo & ancora rappresentato dall’invarianza della
lunghezza, quindi del tipo considerato nell’esempio precedente. Dunque
la lagrangiana del problema &

L*=(z+ M)V1+ 22

Facendo tuttavia la sostituzione z + A — z, corrispondente ad una tra-
slazione verticale, ci si puo ridurre a considerare la lagrangiana,

L* = 21 + 2*
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la cui equazione di Euler-Lagrange &

d oL* oL* d 2z o
—r e = | e | = VL " =0.
dz 07 0z dz («/1+z'2> 2 0

Appare evidente la soluzione
1
z = — cosha(z = b),
a

perché e

2 2

1+ 2" = 1+sinh?® a(z — b) = cosh® a(z — b) = a’2

e quindi
zz' 1,

L A—
V142t @

per cui I’equazione differenziale & chiaramente soddisfatta. Tenendo con-
to che & sempre disponibile una traslazione verticale, le curve estremali
del problema variazionale originario sono le funzioni

1
z = — cosha(z — b) — A
a
Le costanti (a,b, A) devono determinarsi assegnate le posizione degli e-
stremi della catena. E comunque dimostrato che la catenaria & un arco
di coseno iperbolico.

11. Equilibrio e stabilita

Sia. X un campo vettoriale (differenziabile) su di una varieta M.
Ricordiamo che un punto py € M si dice punto critico di X se in pg
esso si annulla: X (po) = 0. E importante notare che i punti critici di un
campo sono i punti in cui si annullano tutte le sue componenti e quindi
tuttii secondi membri del corrispondente sistema differenziale del primo
ordine.

OssERVAZIONE 1. Un punto pg & punto critico di X se e solo se la
curva
Ypo: R = M 1+ pg,
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che associa ad ogni valore del parametro ¢ il punto py, & la curva integrale
massimale di X basata in py. Infatti ’equazione caratteristica delle
curve integrali, ¥ = X o7, ¢ identicamente soddisfatta da y,,: a primo
membro si ha ,,(t) = 0 perché la curva ha valore costante (uguale a

po) mentre a secondo membro risulta X (y,,(t)) = X(po) = 0 perché po
& punto critico.

DEFINIZIONE 1. Un punto critico py di un campo vettoriale X si
dice stabile (nel futuro) se comunque si fissi un intorno aperto 4 di
Po esiste un intorno B di py tale che per ogni p € B la curva integrale
massimale y,: I, — M di X basata in p & tale che v,(t) € A per ogni
t > 0,t e I,('). Un punto critico non stabile, per cui cioe questa
condizione non & soddisfatta, si dice instabile. Un punto critico po
stabile si dice asintoticamente stabile se ammette un intorno B tale
che per ogni p € B si ha v,(t) — po per t — +o0 (?).

>

Fig. 10.1: Punto critico stabile e asintoticamente stabile.

(1) In altre parole: per ogni intorno A esiste un intorno B tale che
partendo da un qualunque punto di B e seguendo una curva integrale,
si resta sempre in A, almeno nel futuro, cioé per ¢ > 0.

(*) La condizione v,(t) — po per t — +oo significa che comungque si
scelga un intorno U di po esiste un t; tale che v,(¢) € U per ogni ¢ > t;.
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Si osservi che la condizione di stabilitd nel futuro tiene solo conto
dello sviluppo della curva integrale per valori del parametro successivi a
quello iniziale (¢t = 0).

Ci si pone il problema di verificare se un punto critico & stabile o
instabile senza dover integrare il sistema del prim’ordine associato al
campo, cioé senza conoscerne le curve integrali. Il problema puo essere
risolto utilizzando opportuni criteri di stabilitd o di instabilita. Tra
questi, fondamentale & il seguente criterio di Lyapunov (Alexandr
Michailovic Lyapunov, 1857 - 1918).

PROPOSIZIONE 1. Sein un intorno di un punto critico py del campo
X esiste una funzione reale differenziabile W avente un minimo stretto
in po e inoltre tale che

(1) (X,dW) <0,

allora il punto critico & stabile. Se, escluso il punto py, vale la disugua-
glianza stretta, cioé se

(2) (X,dW) <0,
il punto critico & asintoticamente stabile. Se invece &
(3) (X,dW) >0,

il punto critico & instabile. Una tale funzione prende il nome di funzione
di Lyapunov.

Una dimostrazione intuitiva di quest’enunciato é la seguente.

Dimostrazione. Si pud sempre supporre W(pg) = 0 (aggiungendo
eventualmente a W una costante inessenziale). Siccome W ha un minimo
stretto in pg, in un suo intorno (con l’esclusione di pg) si ha W > 0 e
le superfici di livello di equazione W = ¢ con ¢ > 0 sono diffeomorfe a
delle sfere (di codimensione 1). Si consideri in quest’intorno un tensore
metrico (definito positivo) qualsiasi ed il campo vettoriale grad(W) =
dWH. Per il teorema del gradiente questo campo & ortogonale ad ogni
superficie di livello, sempre diretto verso 'esterno (cioé nella direzione
di W crescente). La condizione (1) si traduce in grad(W) - X < 0 e
mostra quindi che i due campi formano in ogni punto un angolo non
acuto. Ciod sigifica che il campo X ¢ sempre o diretto verso l'interno
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delle superfici di livello o tangente a queste (o, in particolare, nullo).
Una sua curva integrale, sempre nell’intorno considerato, tende quindi
per t cescente a penetrare all’interno di ogni superficie di livello o al pili a
restare su una di queste. Si realizza in tal modo la condizione di stabilita
del punto critico. La condizione (2) significa che i due campi formano
sempre un angolo acuto e quindi che ogni curva integrale penetra sempre
verso l'interno di ogni superficie di livello, tendendo necessariamente al
punto po. Di qui I’asintotica stabilita. Se infine vale la condizione (3),
si ha la situazione opposta: ogni curva attraversa le superfici di livello
verso l’esterno e non puo quindi mai realizzare le condizioni imposte
dalla definizione di stabilitd. m

Diamo una dimostrazione rigorosa nel solo caso della stabilita. Gli
altri due casi si dimostrano con tecnica analoga.

Dimostrazione. Sia W una funzione di Lyapunov soddisfacente alla
(1). Non & restrittivo supporre che sia W(po) = 0 (e quindi W positiva
nell’intorno). Si osservi che la condizione (1) equivale alla condizione

, dw
(1) 5 S0

lungo ogni curva integrale di X. Questo significa che la funzione W
ristretta alla curva & decrescente (per t crescente). Come arbitrario
intorno di cui alla definizione di stabilita si pud sempre considerare un
intorno aperto A di pp a chiusura compatta. Il bordo (o frontiera) d A
di A & compatto, sicché la restrizione di W a 04 ammette un valore
minimo g > 0, positivo perché nell’intorno di py, escluso py, & W > 0.
Per la continuitd di W esiste un intorno B C A di py per cui W|B < p
(si applichi la definizione di continuitd: siccome W(pg) = 0, comunque
si fissi un intorno I, = (= p,u) C R dello zero esiste un intorno B di
po tale che W(B) C I,). Preso allora un qualunque punto p € B e la
corrispondente curva massimale v,: [, — R, se esistesse un ¢t > 0, € Ip,
per cui v,(t) € JA (e quindi 7,(t) ¢ A) risulterebbe W(v,(t)) > u
(Fig. 10.2). D’altra parte, lungo 7y, la funzione W & decrescente per cui
W (3,(0)) € W(3,(0)) = W(p) < i assurdo. m

OSSERVAZIONE 2. Si noti che tra le possibili funzioni di Lyapunov
da utilizzarsi per provare la stabilita vi sono gli integrali primi di X, per
i quali nella (1) vale 'uguaglianza.
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Fig. 10.2

EsgMP1O. Si consideri su M = R? il campo vettoriale X corrispon-
dente al sistema di equazioni del primo ordine

i=(c-b)yz
y=(a—c)zz
t=(b-a)zy

dove (a, b, ¢) sono numeri reali tali che

a>b>c

Queste equazioni, qualora si ponga

1 1 1
z=Ap, y=Bg, z=Cr, a=-, b=g =7

sono equivalenti alle equazioni di Euler per le componenti (p,q, ) dell@
velocita angolare in un moto rigido spontaneo (88.2, Ce'Lp. IV?. I punti
degli assi coordinati sono tutti e soli i punti critici. Dimostriamo c'he
ogni punto critico (zg,0,0) (con zo # 0) & stabile costruepdq una funzm—.
ne di Lyapunov. Come si & detto nell’Oss. 2, gli integrali primi sono dei
buoni candidati per essere funzioni di Lyapunov. Si sa, dalle con51der:cx—
zioni svolte sulla meccanica del corpo rigido, che il sistema dinamico in

questione ha due integrali primi:

F=a?4+y%+ 22, G = az® + by® + ¢z
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E comunque immediato verificarlo direttamente:

F=2zi+yj+23) = 2((c=b)+ (a—c)+ (b—a))zyz = 0,

G = 2(axt + byy + c22) = 2(a(c = b) + b(a — ¢) + ¢(b — a))zyz = 0,
Se consideriamo la differenza
aF — G =(a-b)y* + (a—rc)2?,

questa e ancora un integrale primo, & sempre positiva e si annulla su tutto
P’asse z. Ha dunque un minimo, ma non stretto, nel punto (zg,0,0). Si
puo ottenere un minimo stretto aggiungendo a questa funzione un altro
integrale primo, a valori sempre positivi o nulli, nulli su di un insieme di
punti che intersechi I’asse z proprio nel punto critico. Un buon candidato
& per esempio 'integrale primo (F — z%)?. Infatti & sempre positivo
fuorché nei punti di equazione F — 23 = 2? + y? + 22 — 2} = 0, cioé sulla
sfera centrata nell’origine e di raggio |zo|, quindi passante per il punto
critico. In conclusione: la funzione

W =aF - G+ (F - z2)?

e un integrale primo con un minimo stretto in (zo,0,0). E dunque una
funzione di Lyapunov e la stabilita del punto critico & dimostrata. Allo
stesso modo si pud dimostrare che anche i punti critici del tipo (0,0, zo)
con zp # 0 sono stabili. Si ha cosi un’altra prova che i moti alla Poinsot
stazionari di un corpo rigido asimmetrico intorno agli assi principali di
massimo e minimo momento d’inerzia sono stabili.

Adattiamo le precedenti considerazioni generali sulla stabilitd dei
punti critici al caso di un campo vettoriale lagrangiano X | corrispon-
dente ad un sistema olonomo conservativo, le cui equazioni del primo
ordine sono del tipo (§6)

df
=

(4) b |
g = Tyt

con

(5) Fi = g% 9,U.
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I punti critici di X1 sono i punti di TQ che annullano i secondi membri
del sistema (4), quindi i punti caratterizzati dalle condizioni

(6) Fi=0, v =0.
Pertanto:

PRrROPOSIZIONE 2. I punti critici del campo lagrangiano X j, sono gli
atti di moto nulli corrispondenti alle configurazioni in cui si annullano
le forze lagrangiane.

Per quanto detto nell’Oss. 1 a proposito dei punti singolari, segue
che se il sistema si trova inizialmente nelle condizioni (6) vi resta inde-
finitamente. E allora naturale introdurre la

DEFINIZIONE 2. Una configurazione ¢y € () & configurazione
di equilibrio se posto il sistema in quella configurazione con atto di
moto nullo (ciod con tutti i suoi punti a velocita nulla) esso vi permane
indefinitamente.

Risulta di conseguenza dimostrato che

ProprosiziONE 3. Una configurazione g € ¢ € di equilibrio se e
solo se in essa si annullano le forze lagrangiane, ovvero se e solo se ¢
punto critico del potenziale: dU(qgo) = 0.

Per giustificare questa seconda parte della proposizione va osservato
che la condizione F? = 0 equivale a

oU
7 — =0
™) 5

Le configurazioni di equilibrio si determinano pertanto risolvendo
il sistema di n equazioni (7), inteso come sistema di equazioni ”algebri-
che” nelle coordinate lagrangiane (¢*): ogni n-pla (gi) che lo soddisfa
rappresenta una configurazione di equilibrio.

Adattiamo ora al caso del sistema olonomo in esame la nozione di
stabilita data dalla Def. 1.

DEFINIZIONE 3. Una configurazione gy € @ & di equilibrio stabile
(risp. instabile) se il corrispondente atto di moto nullo & punto critico
stabile (risp. instabile) del campo X .
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La stabilita di una configurazione di equilibrio puo essere ricono-
sciuta attraverso il seguente teorema di Lagrange-Dirichlet (Gustav
Peter Lejeune Dirichlet, 1805 - 1859):

ProPos1ziONE 4. Una configurazione di equilibrio & stabile se in
essa il potenziale U ha un massimo in senso stretto (ovvero se I’energia
potenziale V = — U ha un minimo in senso stretto).

Dimostrazione. Si puo applicare il criterio di Lyapunov al punto
critico del campo X r, definito dall’atto di moto nullo nella configurazio-
ne go considerata, prendendo come funzione di Lyapunov ’energia totale
E=T-U=T+YV, che & un integrale primo (Oss. 2). Sia infatti ¢
una configurazione in cui Penergia potenziale V ha un minimo stretto.
Supposto V(go) = 0, nellintorno di ¢ (escluso go) si ha V > 0. In
corrispondenza all’atto di moto nullo si ha ovviamente T = 0, quindi nel
suo intorno si ha £ = V + T > 0 non potendo essere I’energia cinetica
negativa. Pertanto £ ha un minimo stretto. m

Si noti che la condizione di massimo stretto del potenziale & una
condizione solo sufficiente per la stabilita. Per ottenere una condizio-
ne necessaria, e quindi invertire il teorema, occorre aggiungere ulteriori
ipotesi sul potenziale. Tra i vari criteri di instabilita o ”teoremi inver-
si di Lagrange-Dirichlet” che sono stati formulati va citato il seguente
criterio di instabilitd di Cetaiev (1930):

PRrRoOPOSIZIONE 5. Se una configurazione di equilibrio non & di mas-
simo stretto del potenziale e se tale fatto & riconoscibile dall’analisi dei
valori delle derivate parziali del potenziale in quella configurazione, al-
lora ’equilibrio ¢ instabile ().

Per applicare questo criterio occorre ricordare che i punti di sta-
zionarietd del potenziale, nei casi piti comuni, possono essere classificati
attraverso i valori delle derivate seconde del potenziale, cioe analizzando
la matrice hessiana del potenziale. Posto

o0*U
(®) K= (s )
’ aq aqj g0

(®) Come precisato da studi recenti dei matematici russi Koslov e Pa-

lamodov, si richiede la riconoscibilita dell’esistenza del minimo stretto
dall’analisi del primo termine omogeneo non identicamente nullo dello
sviluppo di Taylor del potenziale.
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nell’intorno di ¢q il potenziale U risulta approssimato dalla funzione

N

U= —2—]§1’j q ¢,
supposto che il potenziale si annulli in go e che in questo punto si an-
nullino anche le coordinate lagrangiane.

La matrice n X n (K;;), che & simmetrica, definisce una forma qua-

dratica K la cui segnatura (p,q) & determinabile dall’esame dei segni
di una qualunque successione di determinanti di sottomatrici principali,

ognuna contenuta nella successiva (§5.2, Cap. I). Si hanno allora i casi
seguenti:

(a) Se la segnatura & (n,0), cioé se la forma quadratica & definita
positiva, si ha un minimo del potenziale e I’equilibrio & instabile per il
criterio di Cetaiev.

(b) Se la segnatura & (0,n), cioé se la forma quadratica ¢ definita
negativa, si ha un massimo stretto e I’equilibrio & stabile per il criterio
di Lagrange-Dirichlet.

(c) Se la segnatura & (p,¢) con p e ¢ non entrambi nulli non si ha
né massimo né minimo (& indifferente il fatto che la matrice (K;;) sia o
no singolare) e ’equilibrio ¢ instabile per il criterio di Cetaiev.

(d) Se la matrice hessiana & singolare (K = det(K;;) = 0) e la
segnatura & (p,0) o (0, ¢), allora occorre passare all’esame delle derivate
parziali di ordine superiore.

OssERVAZIONE 3. Per n = 2 si puo considerare la successione
1, Kn, K=Ky Ky - K,

(oppure, se si vuole, la successione (1, K2, K)). Peril teorema enunciato
al §5.2, Cap. I, il numero nelle variazioni di segno (gli eventuali zeri si
escludono) & il numero ¢ della segnatura (p,q). I casi sopra elencati
corrispondono allora alle condizioni seguenti:

(a) K>0, Ki>0, minimo — eq. instabile

(b) K >0, Kj<0, massimo — eq. stabile

(c) K <0, sella — eq. instabile

(d) K =0. analizzare le derivate superiori

OSSERVAZIONE 4. Pud accadere che la matrice hessiana ( K;;) risulti
diagonale, cioé che si abbia K;; = 0 per i # j. Allora la segnatura (p, q)
¢ data dal numero p degli elementi K;; positivi e dal numero ¢ di quelli
negativi.
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12. Piccole oscillazioni

Sia dato un sistema olonomo conservativo (Q,g,U) di dimensione
n. Sia go € () una configurazione in cui il potenziale U ha un massimo
stretto. Per il Teorema di Lagrange-Dirichlet gy & una configurazione di
eq}lilibrio stabile. S5i possono sempre scegliere le coordinate lagrangiane
(¢*) in maniera tale che esse si annullino in ¢, cosi come si pud sup-
porre U(q) = 0. NelP’intorno di go lo sviluppo di Taylor del potenziale,
troncato al secondo ordine, diventa

N 1 o
(1) U:U'i'...:—?-]\’iquq]-’r...,
posto
0*U
2 o
( ) \ij (aqlaq]>qoa

perché in go si annullano anche le derivate prime. Si supponga che la ma-
trice n X » simmetrica (K;;), che nell’ambito della teoria delle vibrazioni
viene chiamata matrice di rigidezza, sia regolare: det(K;;) # 0. E
questa una condizione soddisfatta nella maggior parte delle applicazioni.
Allora il potenziale approssimato U risulta rappresentato da una forma
quadratica K nelle (¢*), che & definita negativa perché nell’origine, in
cui si annulla, il potenziale U ha un massimo stretto e quindi assume
nell’intorno valori negativi.

Per I’energia cinetica si pud d’altra parte considerare I’approssima-
zione

h ~ 1 o

(3) T:T+.“:§Mijqij+“"
posto

(4) Mij = gij(qo)-

Alla matrice n X n simmetrica (M;;), chiamata matrice di massa,
corrisponde una forma quadratica M definita positiva (I’energia cinetica
nella configurazione qq).

Con le approssimazioni (1) e (3) del potenziale e dell’energia cinetica
le equazioni di Lagrange si riducono a

(5) M — Kij¢P =0.
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Si noti bene che le matrici (M;;) e (K;;) sono costanti.

Queste equazioni prendono il nome di equazioni di Lagrange
linearizzate nella configurazione di equilibrio go. Le sue soluzioni de-
scrivono le cosiddette piccole oscillazioni del sistema nell’intorno della
configurazione di equilibrio stabile. Anche se la questione richiederebbe
un’analisi rigorosa, & chiaro da un punto di vista intuitivo che queste so-
luzioni sono tanto pitt ”vicine” alle soluzioni esatte (cioé delle equazioni
di Lagrange non linearizzate) quanto pilt "piccoli” sono i valori iniziali
dell’energia cinetica e delle coordinate.

1l sistema di equazioni differenziali (5) si puo integrare trasforman-
dolo con un opportuno cambiamento di coordinate in un sistema di n
equazioni separate, coinvolgenti cioé ciascuna una singola coordinata.
1l procedimento di trasformazione & suggerito dalla teoria delle forme
bilineari negli spazi euclidei. Si consideri il sistema di equazioni agli
autovettori

(6) (I(ij - Mij) v =0
e la corrispondente equazione caratteristica
(7) det (I&"ij - Mij) = 0.

Per il teorema sulle forme bilineari simmetriche negli spazi strettamen-
te euclidei (qui la matrice di massa svolge il ruolo di tensore metrico),
essendo la forma quadratica K definita negativa, ’equazione caratte-
ristica (7) ammette n radici reali negative (A1, Az, ... ,An). Risultano
allora determinati n numeri positivi (wi,ws,...,wy), detti pulsazioni
proprie o caratteristiche, tali che

(8) A o= —w?, Ay = —wi, ..., Ap = —wi.

Per ogni autovalore A si consideri un corrispondente autovettore vy. Le
sue componenti (v]) sono soluzioni del sistema

(9) (I(ij - A Mi]‘) vi = 0.

In tal modo si pud costruire una base di autovettori (v1,v2,..-,Vn)
L’indipendenza di questi autovettori equivale alla regolarita della matri-
ce delle componenti (v]): det(v}) # 0. Cid posto, si considerino nuove
coordinate (s%) legate alle (¢*) dalle relazioni lineari (inveribili)

(10) ¢ = vl s*.
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Tenuto conto della (9) si ha
Mi; i = M;;v] §*,
K;; qj = K;; vi s =\, M;; vi s*,
e le equazioni di Lagrange linearizzate (5) diventano
M;; vi ('s’k - A sk) = 0.

Poiché
det(M;; v]) = det(M;;) det(v]) # 0,

questo sistema di equazioni equivale al seguente:
(11) Frwiskf =0 (k indice non sommato).

Abbiamo cosi ottenuto, come previsto, un sistema di n equazioni sepa-
rate, clascuna coinvolgente una sola funzione incognita s*. Ognuna di

queste & un’equazione del moto armonico ed ammette un integrale
generale del tipo

(12) s¥(t) = Ay sin(we t + b1,

con Ay e ¢ costanti arbitrarie (ampiezza e fase). In conclusione:
ProrosizioNE 1. I moti di un sistema olonomo conservativo nel-

Iintorno di una configurazione di equilibrio stabile (assunto det(K;;) #

0) sono la composizione di n moti armonici secondo le autodirezioni della

matrice di rigidezza rispetto alla matrice di massa, con pulsazioni date

dalle radici quadrate dei valori assoluti degli autovalori.

Le autodirezioni vengono anche dette modi.



CariToLo VI

LA MECCANICA DI HAMILTON

(Meccanica simplettica)

La meccanica hamiltoniana é una naturale evoluzione della mec-
canica lagrangiana, sorta e sviluppatasi non solo per opera di William
Rowan Hamilton (1805 - 1865) ma anche di altri illustri matematici,
quali Legendre, Poisson, Jacobi, Poincaré, per giungere fino ai nostri
giorni con un cospicuo corredo di risultati raggiunti e di problematiche
aperte. La meccanica lagrangiana opera sullo spazio delle configurazio-
ni e sul corrispondente fibrato tangente e consente di trattare con una
certa facilitd problemi interessanti, per esempio di dinamica del corpo
rigido. La meccanica hamiltoniana opera invece inizialmente sul fibrato
cotangente della varieta delle configurazioni, detto comunemente "spazio
delle fasi”, avvalendosi di una particolare struttura ”simplettica canoni-
ca” posseduta da tali fibrati, estendendo successivamente la sua portata
alle pitt generali ”varieta simplettiche”.

Il punto di vista hamiltoniano apre la strada a concetti e metodi
che non solo consentono di trattare problemi altrimenti irrisolubili ma
che conducono ad altre importanti settori della fisica matematica, qua-
Ii la meccanica celeste, ['ottica, la meccanica statistica, la meccanica
quantistica.

1. Fibrati cotangenti e sistemi hamiltoniani

Parallelamente al concetto di vettore tangente ad una varietd (§2,
Cap. V) si puo introdurre il concetto duale di covettore tangente. Come
per i vettori, per i covettori si possono dare varie definizioni.

DEFINIZIONE 1. Un covettore tangente in un punto ¢ di una va-
rietd () ¢ una classe di equivalenza di funzioni su ). Due funzioni f
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e f' si dicono equivalenti (al primo ordine) in un punto g se, comunque
si prenda una curva y: I — () basata in ¢ (quindi tale che v(0) = ¢), si
ha

(1) D(f o 7)(0) = D(J" = 7)(0).

5i denota con [f] la classe di equivalenza definita dalla funzione f.

Si noti che questa definizione & analoga a quella di vettore tangente
come classe di equivalenza fra curve. La definizione seguente si basa
invece sulla preesistenza della nozione di vettore tangente.

DEFINIZIONE 2. Un covettore tangente p in un punto ¢ di una
varieta ¢) & un elemento del duale dello spazio tangente T,@Q), vale a dire
un’applicazione lineare p: T, — R. Si denota con T;@Q lo spazio duale
di T,@Q, detto spazio cotangente a () in q.

Il legame tra queste due definizioni passa attraverso il concetto di
differenziale di una funzione f in un punto ¢ € Q: & Papplicazione
lineare d, f: T, — R definita da

(2) (7], dgf) = D(f 0 7)(0),
ovvero da
(3) (v,dof) = v(f),

a seconda che si consideri il vettore tangente come classe di equivalenza
di curve o come derivazione. Dal confronto della (1) con la (2) si vede che
due funzioni appartenenti alla stessa classe di equivalenza hanno lo stesso
differenziale. I differenziali d,f formano ovviamente un sottospazio di
T;(Q), osservato che d, f+d,f' = do(f+ f') e chead,f = dy(af) pera €
R. Se inoltre su @ (di dimensione n) si prende un sistema di coordinate
(¢°) (« = 1,...,n) nell’intorno di g, si osserva che gli n differenziali
d,q* formano una base per questo sottospazio, che pertanto coincide con
tutto lo spazio duale T; Q.

L’intervento di coordinate porta infine a considerare una terza de-
finizione (analoga alla Def. 3, §2, Cap. V, per i vettori tangenti).

DEFINIZIONE 3. Un covettore tangente in un punto g di una
varieta () € una classe di equivalenza di coordinate e componenti
cioé di coppie

(ql?pi)
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costituite da un sistema di coordinate (¢*) nell’intorno del punto ¢ e da
un insieme di n numeri (p;). Due coppie siffatte (¢*,p;) e (¢*,pi) si
dicono equivalenti se sussistono i legami

_ (o)
(4) Di = <aqz> Dit.
q

I numeri (p;) si dicono componenti del covettore secondo le coordinate

(¢*)-

Il legame con la Def. 2, secondo la quale un covettore p e una forma
lineare sui vettori, & dato dalla formula

(5) (v,p) = piv',

dove le (v*) sono le componenti di v. 1l legame con la Def. 1 & invece
espresso dal fatto che la scrittura p = d,f = [f] equivale a

Anche 'insieme di tutti i covettori tangenti a (), denotato con
T*(@ e chiamato fibrato cotangente, ¢ una varieta differenziabile di
dimensione 2n. La dimostrazione e analoga a quella svolta per il fibrato
tangente. Infatti ad ogni sistema di coordinate (¢*) su di un dominio
aperto U C Q corrisponde un sistema di coordinate (¢¢, p;) sull’insieme
T*U dei covettori tangenti nei punti di U. Queste sono dette coordina-
te canoniche fibrate e sono definite alla maniera seguente: se ¢ € U
e p € TyU allora le (¢*) sono le coordinate del punto ¢ e le (p;) sono le
componenti del covettore p, cioé i numeri definiti dalla (5). Si osserva
allora che passando da un sistema di coordinate (¢*) ad un altro (¢*) le
coordinate (p;) e (pi) sono legate da una relazione analoga alla (4) (%)

z,
(7) b = 0:’;; Dir-

() Va osservato che a secondo membro di questa equazione le derivate
parziali 8¢" /dq* sono in prima istanza funzioni delle (¢*). Occorre quindi
risostituire a queste le loro espressioni in funzione delle (qi') per avere
in definitiva a secondo membro una funzione delle (¢*, pys).
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Di qui segue che carte compatibili su () generano carte compatibili su
T*@ e quindi che T*@Q & una varietd differenziabile.

Ogni spazio vettoriale cotangente 7,7Q) costituisce una fibra del
fibrato cotangente T*(). Ogni fibra & una sottovarieta di dimensione n.

Come si constatera nei prossimi paragrafi, i fibrati cotangenti of-
frono il supporto per un importante sviluppo della Meccanica Analitica.
Essi possiedono infatti una struttura tale da consentire alcune operazioni
di notevole significato meccanico.

In questo contesto e fondamentale la circostanza che, data una qua-
lunque funzione differenziabile H:7T*() — R sul fibrato cotangente di
una varietd ¢J, risulta automaticamente definito su 7*¢) un campo vet-
toriale, ovvero un sistema dinamico, denotato con Xy e detto campo
hamiltoniano o sistema dinamico hamiltoniano generato dalla ha-
miltoniana H. Le equazioni differenziali del primo ordine associate a
questo campo sono per definizione

dg¢ _ oH
dt — dp;
(8) dp; o
dt ~  Oqt

Queste prendono il nome di equazioni di Hamilton.

Perché questa definizione abbia senso, cioe abbia carattere intrinse-
co, occorre verificare che il sistema (8) sia invariante in forma rispetto a
cambiamenti di coordinate sulla varietad ). Tuttavia e piu utile e inte-
ressante dimostrare il carattere intrinseco delle equazioni (8) dando del
campo X gy una definizione indipendente dall’uso di coordinate.

A questo scopo, cominciamo con l'osservare che, come su ogni va-
rietd differenziabile, anche sui fibrati cotangenti si definiscono campi
vettoriali e forme differenziali. In particolare una 1-forma (forma diffe-
renziale lineare) ¢ si rappresenta in coordinate (¢, p;) con una scrittura
del tipo

(9) ® = pidq' + ¢ dp;,

cioé come una combinazione lineare dei differenziali delle coordinate, con
coefficienti (¢;, ') funzioni di queste.

E notevole il fatto che su ogni fibrato cotangente T*Q esiste una
1-forma particolare, detta forma di Liouville (Joseph Liouville, 1809
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- 1882) o forma fondaméntale, definita qualunque siano le coordinate
canoniche fibrate (¢*, p;) da

(10) 0 = p; dg’

L’indipendenza dalla scelta delle coordinate di questa definizione segue
immediatamente dalla (7):

; dq" .
pidg’ = pi qu = pu dg*.

Di conseguenza anche il suo differenziale

(11) w=d@ = dp; A dq’

non dipende dalla scelta delle coordinate e ha quindi un significato in-
trinseco. La 2-forma w prende il nome di forma simplettica canonica.

D’altra parte, ogni campo vettoriale X sul fibrato cotangente 7*(),
inteso come derivazione, ammette una rappresentazione del tipo

. 0 d
12 X=X"'"—+4+ X, —.
(12) o7 T X gy
Posto per comodita
0 ; 0
0; = ’ 0" = YR
oq opi
la (12) puo scriversi
(12" X =X'0;+ X, 0"

Se interpretato come sezione X:T*() — TT*(Q del fibrato tangente del
fibrato cotangente T7*(), il campo X ammette una rappresentazione
del tipo

(13) i = X%, i = X,

denotate con (¢, pi, ', p;) le coordinate su TT*Q indotte dalle coordina-
-te (¢*,p;) su T*Q. In entrambe le rappresentazioni le funzioni (X, X4
sono le componenti del campo.
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Ciod posto, il valore assunto dalla forma simplettica w su di una
coppia di campi vettoriali (X,Y) & dato da
w(X,Y) = (dpi A dg*)(X,Y)
(14) = (X’dpz)(Y»dqi) - <X’dqi><Y’dpi>
= X;Y' - X',
Si nota allora che se si fissa il campo X e si fa variare Y si ottiene

un’applicazione lineare dai campi vettoriali alle funzioni su 7@, vale a
dire una 1-forma differenziale su T*Q:

(15) w(X,) = X;dg' — X' dp;

Sulla base di queste considerazioni possiamo dimostrare che

ProrosizIONE 1. Per ogni funzione differenziabile H:7*Q) — R
I’equazione

(16) w(Xpy,)=—dH

definisce un campo vettoriale X g su T*@) le cui equazioni differenziali
del primo ordine in canoniche fibrate (¢, p;) sono le equazioni di Hamil-
ton (8).

Dimostrazione. Scritto il differenziale di H,
(17 dH = 0;H d¢* + 0" H dp;
e tenuto conto della (15), scritta per X = X g, la definizione (16) equi-
vale all’uguaglianza delle forme differenziali
Xidg' — Xidp; = — 0;H dg* — 0*H dp;. /
Di qui seguono le uguaglianze

(18) Xt=0'H, X;=-0;H.

Sicché, tenuto conto delle (12), si vede che il sistema differenziale as-
sociato al campo Xy coincide proprio con il sistema (3), cioe con le
equazioni di Hamilton. m
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OSSERVAZIONE 1. Si vede dalla (11) che la matrice delle compo-
nenti della forma simplettica w nelle coordinate (¢*,p;) ¢ la matrice
antisimmetrica

(19) J=

detta matrice simplettica, composta da quattro sottomatrici quadrate
di ordine n, di cui due nulle (le diagonali), una unitaria ed una antiuni-
taria (). In breve:

(19 J=

Sviluppando il determinante di questa matrice secondo le prime n righe
con la regola di Laplace si vede che, qualunque sia la dimensione n, ¢

(20) det(J) = 1.

La forma simplettica w, come forma bilineare, & dunque regolare (§5 -
Cap. I). Si osserva inoltre che il quadrato della matrice simplettica ¢ la

matrice unitaria:

(21) J? =1y,

(?) In alcuni testi, in base a convenzioni diverse da quelle qui adottate,
per matrice simplettica s’intende la matrice opposta a questa.
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2. La trasformazione di Legendre

Alla formulazione lagrangiana delle equazioni della meccanica corri-
sponde una formulazione hamiltoniana equivalente, costruita sui fibrati
cotangenti anziché sui fibrati tangenti. Il legame tra le due formula-
zioni prende il nome di trasformazione di Legendre (Adrien-Marie
Legendre, 1752 - 1833) ed & costruito alla maniera seguente.

Si consideri un sistema dinamico lagrangiano (@, L) con lagrangiana
L indipendente dal tempo L: TQ — R(}) e regolare, cioé tale che

(1) det (af:iJ £0

La condizione di regolarita della lagrangiana implica due fatti impor-
tanti: primo, come si & visto al §8, che la dinamica & rappresentata da
un campo lagrangiano Xy, sopra la varieta T'Q) e, secondo, che esiste un
diffeomorfismo

(2) er:TQ — T*Q

tra il fibrato tangente ed il fibrato cotangente, conservante le fibre, cioé
tale che ad un vettore tangente in un punto ¢ € ¢ corrisponde un
covettore tangente nello stesso punto. Questo diffeomorfismo & definito
dalle equazioni

oL
(3) Pi= 55

Con queste equazioni infatti le coordinate (p;) risultano espresse come
funzioni delle coordinate (gt,v'), per cui & definita un’applicazione da
TQ a T*Q (?). La condizione di regolarita (1) & necessaria e sufficiente
per Uinvertibilita di quest’applicazione, cioé alla possibilita di esprimere
le coordinate (v*) come funzioni delle coordinate (g*, p;).

(1) La trasformazione di Legendre puo essere definita anche per sistemi
lagrangiani dipendenti dal tempo.

(?) Si noti la diversa interpretazione delle equazioni (3) e delle analoghe
equazioni (5) del §9, Cap. V. Qui le (3) definiscono un’applicazione tra la
varietda TQ di coordinate (¢',v") e la varietd T*Q di coordinate (¢, p;).
Le equazioni (5) definiscono invece delle funzioni su 7'Q) (oppure su T'Q) x
R nel caso di una lagrangiana t-dipendente).
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[n effetti le equazioni (3) generano solo un diffeomorfismo locale tra
TQ e T*Q. La lagrangiana L si dice iper-regolare se con la combina-
zione di questi diffeomorfismi locali si genera un diffeomorfismo globale
@ tra TQ e T*Q. Se allora si & in queste condizioni, come nel caso
di un sistema olonomo (si veda 1’Oss. 1 a fine paragrafo), il campo la-
grangiano X, sopra T'Q si trasforma tramite questo diffeomorfismo in
un campo vettoriale sopra 7*Q). Il fatto notevole & che questo campo e
hamiltoniano, come mostrato dal teorema seguente:

TEOREMA. Il campo vettoriale su 7*() corrispondente a X me-
diante il diffeomorfismo ¢ € un campo hamiltoniano Xy con hamilto-
niana H definita da

(4) H=pv' - 1L

dove le (v') devono intendersi funzioni delle (¢*, p;) per il tramite delle
relazioni inverse delle (3).

Dimostrazione. Si consideri il differenziale della funzione H definita

dalla (4):
oL ,, 0L

~dg* — —
dq T By
L’intervento di ¢, cioé delle (3), fa si che i coefficienti di dv' si annullino
a vicenda, sicché risulta

dH = dp; v + p;dv' — dv'.

dH = vidp; — éli.dqz
dq*
Cio significa che
o __oL
dgi — dg
(4) on_
8p,- Y

Si osserva d’altra parte che le equazioni di Euler-Lagrange possono porsi
nella forma

di _
dt —
(6) iy 9L

dt — O0qt
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Quindi, grazie alle (5), esse sono equivalenti alle equazioni di Hamilton

i _ on
dt 0 1”
(7) P
dpi ___81{
dt = 0¢t’ -

OssERVAZIONE 1. Applichiamo le considerazioni precedenti al caso
fondamentale di un sistema olonomo conservativo, la cui lagrangiana e

1 o .
(8) L=T+U= 5 9ii v + U(q").

Le equazioni (3), che definiscono ¢y, diventano

(9) pi = gij v’

e si invertono nelle equazioni

(10) v' =g p;

che rappresentano invece ¢;'. In questo caso dunque ¢y & un diffeo-
morfismo globale e la lagrangiana L & iper-regolare. Per le (9) e le (10)

si ha
T = g Pivt =597 pipjs

e ’hamiltoniana definita dalla (5) diventa allora

1 .. )
(11) H = 59" pip; - U(q')

Di qui seguono le quazioni di Hamilton:

dqt .
k- SR
dt g p]7
dp; _0U 19"
dt — 0¢t 2 0¢ PhPj-

(12)

Si vede dalla (11) che ’hamiltoniana coincide con la trasformata tramite
1, dell’energia totale £ = T — U, a conferma del fatto, come l’energia
totale, che I’hamiltoniana & un integrale primo (si veda il §4).
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3. Il metodo di Jacobi

Uno dei vantaggi principali dell’approccio lagrangiano alla mecca-
nica & la totale libertd di scelta delle coordinate (¢*) sulla varieta delle
configurazioni ¢}. Il formalismo hamiltoniano amplia ulteriormente le
possibilita di scelta delle coordinate. La ragione di questo ampliamento
risiede nel fatto notevole che la formulazione hamiltoniana della dina-
mica e sintetizzata in un campo vettoriale X g sul fibrato cotangente
T*@, alla cui definizione concorre un unico elemento intrinseco proprio
di tale varieta: la forma simplettica w. Questo campo & infatti definito,
ricordiamolo, dall’equazione

(1) w(Xp,)=—dH.

In questo contesto & allora del tutto arbitraria la scelta delle coordinate
su T*@Q, non solo su . Tuttavia, un ruolo primario e privilegiato &
svolto dalle coordinate canoniche.

DEFINIZIONE 1. Un sistema di coordinate (b¢, a;) su TQ si dice
canonico se rispetto a queste la 2-forma simplettica canonica w assume
la forma

(2) w = da; A db’

Va subito osservato che le coordinate canoniche fibrate (¢*, p;) as-
sociate a coordinate (¢') su ) sono coordinate canoniche nel senso ora
definito perché si ha (per definizione di w) w = dp; A dq*. Tuttavia,
come si avra modo di osservare nel seguito, esistono sistemi di coordi-
nate canoniche (b, a;) dove le prime n coordinate non sono coordinate
di configurazione, cioé coordinate su ().

L’importanza delle coordinate canoniche ¢ sostanzialmente dovuta
al fatto che, rispetto a queste, le equazioni differenziali del campo X g
sono sempre equazioni di Hamilton o equazioni canoniche:

@i _ o
(3) dt (‘?ai

day __0H

dt ~ Obi
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Per riconoscerlo basta ripercorrere i calcoli svolti al §1 ed osservare che
le equazioni di Hamilton (3) si deducono dalla definizione intrinseca (1)
del campo Xy utilizzando il solo fatto che la forma simplettica w &
suscettibile di una scrittura del tipo w = dp; A dq', cioé del tipo (2).

Se ora esaminiamo le equazioni (3) osserviamo immediatamente che
se la funzione h(b¢, a;) rappresentatrice dell’hamiltoniana H nelle coor-
dinate canoniche (%, a;) non dipende dalle (b%) (col che si pud dire dire
che le (b?) sono ignorabili) allora queste equazioni si riducono a

db*  Oh da;
“ U b d
In tal caso le prime n si integrano subito:

(5) a; = cost.

Cosi le seconde, perché anche le derivate parziali

. Oh
h* =
(6) ! aa,-
sono delle costanti, e quindi risulta
(7) b= hit 4+ ¢t

con (c') costanti arbitrarie. L’integrazione delle equazioni di Hamilton
& dunque riconducibile alla ricerca di questi particolari sistemi di coor-
dinate canoniche. E questa I'idea guida del metodo di Jacobi.

Per costruire questo metodo si comincia con I’osservare che se (¢*, p;)
& un sistema di coordinate canoniche (per esempio fibrate) allora (b, a;)
¢ ancora un sistema di coordinate canoniche se e solo se

(8) d(p; dg* + b* da;) = 0,

perché la (8) equivale all’'uguaglianza dp; A dg* = da; A db*, ciod a w =
da;Adb. La (8) afferma che la 1-forma p; dg* +b¢ da; sopra T=() & chiusa,
quindi localmente esatta: esiste localmente (su 7*@Q) una funzione W
per cui

(9) pidg' + b da; = dW
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Si supponga ora che le 2n funzioni (¢*, a;) siano indipendenti, formino
cio® un sistema di coordinate su 7*Q. Espressa la funzione W tramite

queste coordinate, '
W= W(qla ai)a

la (9) equivale alle equazioni

10 =2 L
( ) p’—aqi’ uaa,-

Ma le prime n equazioni devono essere risolubili rispetto alle (a;) perché
le (¢%,a;), dovendo formare un sistema di coordinate, devono potersi
esprimere come funzioni (invertibili) delle coordinate (g¢*,p;). Le (10);
mostrano che questo accade se e solo se ‘

*wW
(11) det((‘?q’ﬁ@) #0

Una funzione W(q', a;) soddisfacente a questa condizione, detta condi-
zione di completezza, prende il nome di funzione generatrice della
trasformazione canonica (¢, p;) — (b,a;). Essa infatti, tramite la
(9) ovvero le equazioni (10), genera delle coordinate canoniche (b*,a;) a
partire da coordinate canoniche (¢, p;). Infatti scritte le (10), si inverto-
no le (10); esprimendo cosi le (a;) in funzione delle (¢*, p;). La successiva
sostituzione di queste funzioni nelle (10), permette di esprimere anche
le (b*) in funzione delle (¢¢, p;) (}).

() La condizione (8) & equivalente ad una delle seguenti

d(q' dp; — b da;) = 0,
d(qi dpi — a; dbt) = O,
d(p; dq' + a; db") = 0,
alle quali corrispondono altri tre tipi di funzioni generatrici:
q' dp; — b da; = dW, Wi = Wi(pi, a:),
qi dpi — dbz = sz, W1 = Wl(pi,bi),
Pi dql + a; dbl = de, W] = W](qi, bz)

La scelta qui fatta & la pitt conveniente per gli sviluppi successivi.
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Fatta quest’osservazione sulla costruzione delle coordinate canoni-
che, ci si chiede quale sia la condizione da imporre alla funzione gene-
ratrice W affinché le corrispondenti coordinate canoniche soddisfino al
requisito considerato all’inizio, per cui H non viene a dipendere dalle
(b%) e quindi il sistema di Hamilton & facilmente integrabile.

Per far questo & sufficiente osservare che se H(g',p;) & la funzione
rappresentativa di H nelle coordinate (¢*, p;) allora &

H(q',p:) = h(a)
dove a secondo membro compare la funzione rappresentativa di H nelle

coordinate (b¢,a;). Con l'intervento delle (10); quest’uguaglianza assu-
me la forma

dove, in virtu delle (5), h & una costante. Possiamo allora enunciare il
classico teorema di Jacobi:

TEOREMA. Data la rappresentazione H(q', p;) in coordinate cano-
niche (¢°, p;) di un’hamiltoniana H, se si conosce una soluzione W(¢*, a;)
dell’equazione differenziale (12) soddisfacente alla condizione di comple-
tezza (11), allora le curve integrali del campo hamiltoniano Xy sono
determinabili con sole operazioni di inversione e di sostituzione.

Infatti, in base a quanto visto, la funzione W & generatrice di un
sistema di coordinate canoniche (b, a;) rispetto alle quali ’hamiltoniana
H dipende dalle sole (a;) e quindi X g risulta di immediata integrazione.

Il metodo di Jacobi riconduce il problema della determinazione delle
curve integrali del campo X g, vale a dire delle soluzioni delle equazio-
ni di Hamilton (3), all’integrazione di una sola equazione alle derivate
parziali del primo ordine, ’equazione (12). Questa prende il nome di
equazione di Hamilton-Jacobi (pit precisamente di equazione di
Hamilton-Jacobi ridotta). Una sua soluzione W(g',a;) soddisfacente
alla condizione (11) prende il nome di integrale completo dell’equa-
zione di Hamilton-Jacobi.

L’integrazione dell’equazione di Hamilton-Jacobi puo talvolta rive-
larsi piu semplice dell’integrazione delle equazioni di Hamilton, anche
se, una volta determinato un integrale completo W, puo presentarsi la
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difficolta di invertire le equazioni (10);, operazione possibile in principio
(in virth della condizione (11)) ma non sempre facilmente eseguibile in
pratica.

Sovente & possibile determinare un integrale completo, o almeno di
ricondurre la sua determinazione alle quadrature, vale a dire di esprimer-
lo mediante integrali semplici, attraverso il metodo della separazione
delle variablili. Questo metodo consiste nel ricercare delle coordinate
(¢%) su @ per le quali I’equazione di Hamilton-Jacobi ammette un in-
tegrale completo che & somma di funzioni dipendenti ciascuna da una
singola coordinata

Numerosi classici problemi sono stati studiati e risolti per questa
via. Per esempio il problema delle delle geodetiche di un ellissoide asim-
metrico, che ha in effétti condotto Jacobi all’invenzione del suo metodo,
e 1 problemi delle geodetiche dello spazio-tempo di Schwarzschild e dello
spazio-tempo di Kerr, i quali, nell’ambito della teoria einsteiniana della
gravitazione (Relativita Generale), sono rispettivamente connessi con lo
studio dei moti planetari e dei "buchi neri”.

OsseRVAZIONE 1. Nell'integrare I’equazione di Hamilton-Jacobi &
spontaneo far coincidere una delle costanti d’integrazione (a;) con la
costante i che compare a secondo membro (la costante dell’energia). Se
per esempio si pone

(13) Ay = ha
dalla (6) si vede che
(14) Bt = ",

Pertanto le (7) diventano
bP=ct (k=1,...,n-1),
(15)  b=6"t4c
b" =t —1ty (posto ¢™ = —tg)
Tenuto allora conto delle (10); si conclude che tutti i moti del sistema

sono determinati, noto un integrale completo W(q*, a;) con a,, = h, dalle
n equazioni

-g—v—v—:c/C (k=1,...,n-1)
(16) o

ow _._,

oh 0
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dove le (ci) e to sono costanti arbitrarie. Le prime n — 1 equazioni (16)
non contengono il tempo, quindi al variare delle 2n — 1 costanti (a;, c¥)
definiscono le orbite. Il modo con cui queste orbite vengono percorse &
invece descritto dall’ultima equazione (16).

$okk

Mettiamo in opera il metodo di Jacobi in due semplici problemi.

EsEMP1o 1. Si consideri la dinamica di un grave di massa m in
un piano verticale. La varieta delle configurazioni @ & il piano euclideo
(il piano verticale). Prendiamo su questo delle coordinate cartesiane
ortonormali (¢', ¢*) = (z,2) con ’asse z orientato verso I’alto. Poniamo
(p1,p2) = (Pz,p2). L'energia cinetica e il potenziale sono

1 . .
T:§m(z2+22), U=-—-mgz.
L’hamiltoniana &

_ L2 o
H = Qm(px+pz)+mgz'

L’equazione di Hamilton-Jacobi (12) diventa

0 (Y () e

Cerchiamone una soluzione del tipo
W = az + F(z),

con a € R. Sostituendo una tale espressione nella (17) si trova

__1_ a’ + QE ’ + = h
2m dz mgz = .
Quindi
dF\*
(E) = Qm(h - mgz) - a?
= 2m2g(—h— - z) — a?
mg

=2m?g (2 - 2),
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posto
1 a®
(18) Zozag(h“%).

Di qui segue subito che deve essere
z S 20

La costante z, rappresenta quindi la quota massima raggiungibile dal
punto (dotato di energia h). Integrando per valori positivi della derivata
di F si ha, a meno di un’inessenziale costante additiva,

3
2

2
F = m@/\/zo —zdz = —gm@(zo - z) .
Si trova in definitiva la soluzione
W = azx — %mﬁg—(zo - z)%n

Ponendo a; = a e ay = h si verifica che questa funzione & effettivamente
un integrale completo. Infatti, tenuto conto del legame (18) tra le varie
costanti, si ha

0 __ o O _ 1
Ba ~ mig’ oh — mg’
Per cui:
0w 9*w 1 0
dzda O0zdh | _
det 2w W = det 52 F 92 F
0z0a ézé)h 0z0a 0z0h
_ 0*F
~ 0z0h
0
= g5 (V20 (20 - 2)7)
1 _32
— Lzt

Vg
Pertanto W & un integrale completo definito per z < z5. Mettiamo ora
in opera le equazioni (16). A conti fatti risulta:

T+ %;‘,‘;(Zo—z)%:@

Vi -9t =0-t
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con ¢ e tp costanti arbitrarie. Elevando entrambe queste equazioni al
quadrato (col che si elimina la doppia determinazione del segno della
W) si trova in conclusione:

m? 9
2a? (:U B c) ’

zo—z:—‘;l(t——to)2.

20— 2=

La prima equazione mostra che le orbite sono delle parabole. La seconda
esprime la nota legge di caduta del grave. Non resta che chiarire il
significato delle costanti. Dalla seconda di queste equazioni si vede che
la costante g & I'istante in cuila quota massima z = 2y & raggiunta, dalla
prima che ¢ & l'ordinata corrispondente. Per quel che riguarda infine la
costante a, dall’equazione

W
Pz = 9z

si vede che essa coincide con la quantita di moto orizzontale, a conferma
del fatto che essa & un integrale primo.

a

EsEMPIO 2. Si consideri l'oscillatore armonico piano: un punto mo-
bile su di un piano ed attratto da una forza elastica centrata in un punto
fisso O. Scegliendo coordinate cartesiane ortonormali (¢', ¢%) = (z,%)
centrate nel punto O e posto al solito (p1,p2) = (py, py) hamiltoniana
e

1 k
H=—@p+p)+=(a* +37).

2m 2
Moltiplicando per 2m, I’equazione di Hamilton-Jacobi diventa
aw\®  fow\? s s
e Fo = 2mh.
(18) ((?x) +(8y) +mk(:c +y) 2m

Anche in questo caso si provare ad integrare separando le variabili, cer-
cando cioe una soluzione del tipo

W =Wi(z) + Wa(y).

In effetti equazione (18) si spezza nella somma di due equazioni diffe-
renziali separate del tutto simili:

dW,
dx

AW,
dy

2 2
) + mkz? = mkay, ( ) + mky? = mkas,
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posto che si abbia
k
(19) h=3(a+a)

Si noti che le costanti arbitrarie (a1, a;) devono essere positive. Dalla
prima equazione si vede che

Wi = £vVmk /\/al —z?dz.

Non é tuttavia necessario procedere al calcolo di quest’integrale, perché
cio che in effetti torna utile & conoscere le derivate parziali della funzione
W rispetto alle costanti (a1, a;). Derivando sotto il segno di integrale si
trova allora (prendeno per esempio il segno +)

ow oW, / dz 1 z
9 _ = Vmk | —2 = X V/mkarccos ——.
9a: 9a. m Nk mk arccos o

Combinando ora le equazioni (7) con le equazioni (10),, tenuto conto
che per la (19)

oh k
hy= — =
! (9(1,1 2
si trova . .
=v/'mk arccos S —kt — ¢q.

2 Ja 2

Di qui, con un riaggiustamento della costante arbitraria ¢;, segue in

definitiva,
[k
T = /aq cos( -T—n—t—-c1> .

Per la coordinata y sussiste ovviamente un’equazione analoga:

[ k
y:@cos( ;ﬁt—cz).

Si ritrovano cosi i moti armonici componenti.
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4. Parentesi di Poisson e integrali primi

Per un generico campo vettoriale X su 7*@Q, di componenti (X ¢, X;)
(si vedala (12) del §1) e per una qualunque funzione reale differenziabile
FsuT*qQ si ha
(X,dF)= X"0,F + X;0'F.
Se in particolare il campo vettoriale & un campo hamiltoniano X g, viste
le (18) del §1, risulta

(1) (Xpy,dF)=0'HO;F — 0;H 0'F.

Se allora si pone, qualunque siano le funzioni H ed F sopra T*(Q,

Op; 0¢  Oq Ip;

@) {H’F}:;<6H6’F 8H(9F>

I'nguaglianza (1) diventa

(3) (Xu,dF) = {H,F}

Parallelamente, tenuto conto della definizione (16)-§2 di campo hamil-
toniano, si ha

WXy, Xr)=~(Xp,dH)=0'HO;F — 8;H d'F,

quindi

(4) w(XH9XF):{H7F}

Da queste formule emerge I'importanza dell’operazione definita dalla (2).

DEFINIZIONE 1. L’operazione binaria interna {-, -} sullo spazio delle
funzioni reali differenziabili sopra 7*() definita dalla (2) prende il nome
di parentesi di Poisson. Due funzioni F e G si dicono in involuzione

se {F,G} =0(1).

(!) Nei testi di Meccanica Analitica le parentesi di Poisson sono in
genere definite con segno opposto a quello qui adottato.
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Le parentesi di Poisson istituiscono sullo spazio vettoriale delle fun-
zioni differenziabili sopra il fibrato cotangente 7@ una struttura di
algebra di Lie, che prende il nome di algebra di Poisson. Esse inf.atti
sono anticommutative, bilineari e soddisfano all’identita di Jacobi:

{F’G} = "{G':F}’
(5) {e F+bG,H}=a{F,H}+b{G,H} (a,b € R),
{F,{G,H}} + {G,{H,F}} + {H,{F,G}} = 0.
Le prime due proprietd sono immediate, la verifica dell’identita di Jacobi
richiede invece qualche calcolo. Di immediata verifica sono anche le

seguenti proprietd differenziali: la regola di Leibniz (per entrambi i
fattori) ‘

(6) {F,GH}={F,G}YH +{F,H}G,
e la regolarita,
(7) {F,G}=0,VGe F(I"Q) = dF =0.

Le parentesi di Poisson svolgono un ruolo cruciale nella trattazione
degli integrali primi di un campo hamiltoniano. Infatti, richiamata la
definizione di derivata di una funzione rispetto ad un campo vettoriale,

dF
(XH,dF) = e
si vede dalla (3) che la derivata di una funzione F lungo le curve integrali
del campo hamiltoniano X i € data da

®) =)

Di qui si trae subito la notevole proprieta che
PropPoOsIZIONE 1. Una funzione F & un integrale primo del campo
hamiltoniano X se e solo se {H,F} = 0, cioé se e solo se essa ¢ in

involuzione con ’hamiltoniana A del campo.

Siccome & ovviamente {H, H} = 0 si ha anche che
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ProPOsIZIONE 2. L’hamiltoniana H & un integrale primo del campo
vettoriale X .

E inoltre un’immediata conseguenza dell’identita di Jacobi il se-
guente classico teorema di Poisson sugli integrali primi:

PRroPosIZIONE 3. Se F' e G sono due integrali primi del campo X g,
allora la loro parentesi di Poisson {F, G} & anche un integrale primo.

Dalle condizioni {H,F} = 0 e {H,G} = 0 segue infatti, per 1i-
dentita di Jacobi, {H,{F,G}} = 0. Si ha cosi un semplice metodo di
costruzione di nuovi integrali primi a partire da integrali primi noti, il
cui utilizzo perd ¢ limitato dal fatto che la parentesi di Poisson {F, G}
puo essere funzionalmente dipendente da F e G e quindi non dare luo-
go a nessun integrale primo essenzialmente nuovo, o essere addirittura
nulla.

Come sappiamo, la conoscenza di integrali primi facilita ’analisi
e la determinazione delle curve integrali di un campo vettoriale. Se,
nel migliore dei casi, si conoscono m — 1 integrali primi indipendenti
(dove m & la dimensione della varietd su cui il campo & definito) allora
risultano determinate le orbite e le curve integrali sono almeno ricondotte
alle quadrature. Tuttavia & notevole il fatto che per Iintegrabilita di
un sistema hamiltoniano Xy & sufficiente conoscere n integrali primi
indipendenti (con n = % dim(7*Q) = dim(Q)), tra i quali possiamo
sempre includere 'hamiltoniana H, purché questi siano in involuzione.
Si tratta del notevole teorema di integrabilita di Liouville:

ProPosizIONE 4. Se di un campo hamiltoniano X g su di un fi-
brato cotangente 7*Q) di dimensione 2n si conoscono n integrali primi
indipendenti ed in involuzione allora le sue curve integrali sono ricon-
dotte alle quadrature e ad operazioni di inversione.

Questo teorema, su cui si ritornera al §6, & una conseguenza diretta
del fatto che la conoscenza di un sistema di n integrali primi in involu-
zione equivale alla conoscenza di un integrale completo dell’equazione di
Hamilton-Jacobi, come mostrato dalla proposizione seguente.

PROPOSIZIONE 5. (i) Se (F}) sono n integrali primi verticalmente
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indipendenti (%) ed in involuzione di un campo hamiltoniano X g allora,
risolte le n equazioni

(9) Fi(¢’,pi) = a;
rispetto alle (p;), si ottengono delle funzioni
(10) pi = Wil¢’, ax)

tali che, per ogni valore dei parametri (ax), la 1-forma W; dq* & chiusa.
Esiste quindi localmente una funzione W(q’,ax) per cui

ow
(11) pPi = ”5(17

Questa & un integrale completo dell’equazione di Hamilton-Jacobi. (ii)
Viceversa, se si conosce un integrale completo W(g*, a;) dell’equazione di
Hamilton-Jacobi allora risolvendo le equazioni (11) rispetto alle costanti
(a;) si trovano delle funzioni (9) che sono integrali primi in involuzione
di Xg.

Come si vede, si passa dalle (F;) alle (W;) con operazioni di in-
versione, dalle (W;) alla W con uno o pili integrali semplici () e infine
dalla W alle curve integrali con le operazioni viste al § precedente (Oss.
1). L’integrazione delle equazioni di Hamilton & dunque ricondotta ad
operazioni di inversione e a quadrature, per cui il teorema di Liouville e
dimostrato.

Resta comunque da dimostrare la Prop. 5 la quale peraltro, come si
vedra al prossimo paragrafo, risulta un’immediata conseguenza dell’in-
terpretazione geometrica di integrale completo come fogliettamento di
sottovarieta lagrangiane.

(2) La definizione di indipendenza verticale & data nell’Oss. 1 seguen-
te. L’ipotesi di verticale indipendenza degli integrali primi puo essere
omessa; la dimostrazione del teorema di Liouville richiederebbe pero
in questo caso ulteriori considerazioni sulle trasformazioni di coordina-
te canoniche. Il significato di verticale indipendenza sara chiarito nel
prossimo paragarfo.

(3) Infatti W @& ottenibile integrando la forma differenziale W; dq' sul
piano coordinato (¢') = R™, o lungo una retta uscente dall’origine, op-
pure lungo una spezzata di segmenti di rette parallele agli assi coordinati
(si vedano i corsi di Analisi).
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OsseERVAZIONE 1. Per definizione, le n funzioni F;(¢’,p;) sono
indipendenti se i loro differenziali dF; sono ovunque linearmente indi-
pendenti. Questa proprieta é caratterizzata dalla massimalita del rango
della matrice 2n x n delle derivate parziali

(12) (?-5 -3—5)
dq7” Opy;

Le funzioni (F};) si dicono in particolare verticalmente indipendenti
se

(13) det (55) #0.

Questa e proprio la condizione necessaria e sufficiente per la risolubilita
delle (9) rispetto alle (p;).

5. Sottovarieta lagrangiane

DEFINIZIONE 1. Una sottovarieta A C T*@Q & detta sottovarieta
lagrangiana se la sua dimensione & n (cioé uguale alla dimensione di Q)
e se inoltre la 2-forma simplettica w = d@ si annulla sui vettori tangenti
aAiVpe A Vu,veTA, wlu,v)=0.

Vediamo ora di caratterizzare le sottovarieta lagrangiane attraverso
le loro possibili rappresentazioni.

Una sottovarieta A C T*@Q di dimensione n pud essere descritta
(almeno localmente) da un numero complementare, quindi ancora uguale
a n, di equazioni

(1) Fi(¢’,px) = 0,

dove le (F;) sono n funzioni indipendenti su 7*Q, quindi tale che la
matrice n X 2n delle derivate parziali

2) (aFi 8Fz->

g3 Oy
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ha rango massimo. La stessa sottovarietd pud essere anche descritta
(sempre localmente) da equazioni parametriche in n parametri (u”)

qi = qi(uh),
®) { pi = pi(uh),

con la matrice n X 2n delle derivate parziali

Quh’ duh
di rango massimo.
Cominciamo con I’esaminare questa seconda rappresentazione.

ProPoOsIZIONE 1. La sottovarieta A rappresentata dalle equazio-
ni parametriche (3) € lagrangiana se e solo se valgono le uguaglianze
(somma sottintesa sull’indice ripetuto ) (1) '

(5) Op; 0¢° _ Opi O¢’
Juh Quk  Quk Quh

= 0.

Dimostrazione. Sostituendo le equazioni parametriche (3) nell’e-
spressione w = dp; A dg* della forma simplettica troviamo

9ps ¢’

3 k
Sk Dk du”™ A du”.

(6) dp; Ndg' =
Quindi, stante I’antisimmetria del prodotto esterno du” A du*, ’annul-
larsi del primo membro equivale alle condizioni (5). D’altra parte va
osservato che la (6) esprime proprio la restrizione di w ai vettori tan-
genti a A, o come si usa dire pin brevemente, la restrizione di w a A,
denotata con w|A (si veda l'osservazione seguente). m

OsSERVAZIONE 1. Si tratta di una proprieta generale delle forme
differenziali ristrette alle sottovarieta. Sia M una varietd di dimensione
m e sia S C M una sottovarietd di dimensione n. Siano (z4) coordinate
su di un dominio U di M a intersezione non vuota con S e siano

4 = :cA(ui)

(*) 1 primi membri delle (5) sono le cosidette parentesi di Lagrange.

e dato da

85 Sottovarieta lagrangiane 191

delle equazioni parametriche di S nei parametri (u') (i = 1,...,n). De-
rivando formalmente queste equazioni si ottengono le componenti (v4)
dei vettori v tangenti a §,

. ozt .
v = ¢4 = 4,
ou’

come funzioni di altri n parametri reali (%'), che possono essere inter-
pretati come le componenti di un vettore u € R™. Sia allora 6 = 04 dz4
una 1-forma su M (il ragionamento che qui facciamo si estende al caso di
una qualunque p-forma). Il valore di € su di un generico vettore v € TS

6) = 0, (v, da) = 040" = 04 2% i

(0,0) = 0a (v,det) = 040 = 0, S il

Possiamo d’altra parte interpretare le componenti @' come il valore dei
differenziali du® sul generico vettore u € R™:

Wt = (u,du?).

Allora la formula precedente mostra che la restrizione di 8 ai vettori tan-
genti a 9, che denotiamo semplicemente con 8|5 (anziché, come sarebbe
piu corretto, con 8|1'5), si ottiene semplicemente sostituendo nella sua
espressione 84 dz4 le equazioni parametriche di §:

oz? .
0|S =04 — du’.
I A ou’ u .
Applicando questa regola alla 2-forma simplettica w e alla sottovarieta
A si trova '

_ , i (9 ;o % k
wlA-(dp,/\dq)|A'<8uhdu)/\(aukdu ,

cioé la (6).
Consideriamo ora la rappresentazione (1).

PRrOPOSIZIONE 2. La sottovarietd A definita dalle equazioni (1) e
lagrangiana se e solo se le funzioni (#;) sono in involuzione sopra A, cioe

(7) {Fi, F;}|A=0.
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Dimostrazione. Si considerino i campi vettoriali hamiltoniani (X)
generati dalle (F3) (usiamo la notazione X;, pitt semplice di X ) e
quindi definiti dalle equazioni

(8) w(Xi,") = — dF;.
Dalle formule (2) e (3) del § precedente seguono le uguaglianze

w(Xi,Xj) = {Fi,Fj}.
Se valgono le (7) allora segue dalle (9) che sui punti di A valgono le
uguaglianze

(Xi,dF;) =0,
(10) {w(Xi,Xj):O.

La prima afferma che ogni campo X; & tangente a A. Siccome questi
campi sono punto per punto indipendenti, la seconda mostra che w ti-
stretto a tutte le coppie di vettori tangenti a A & nulla(?). Dunque A
¢ lagrangiana. Viceversa, dimostriamo che le (7) sono necessarie per la
lagrangianita cominciando con I’osservare che, valendo le (1), un generi-
co vettore tangente v a A & caratterizzato dalle equazioni (v, dF;) = 0,
quindi dalle equazioni
w(X;,v)=0.

Quest’equazione, valida per ogni v € TA, mostra che anche ogni campo
vettoriale X; & a sua volta tangente a A (si veda 1’Oss. 2 seguente).
Pertanto, per la lagrangianita di A, su A ¢ w(X;,X;) = 0 e quindi
{Fi,F;} =0 perla(3)-§4. m

Nell’ultima parte di questa dimostrazione si & utilizzata una pro-

prieta notevole, di natura algebrico-lineare, oggetto dell’osservazione se-
guente.

OssERVAZIONE 2. Chiamiamo spazio vettoriale simplettico una
coppia (E,w) costituita da uno spazio vettoriale E (reale e a dimensio-
ne finita) e da una forma bilineare antisimmetrica w su E a valori in

(2)' I vettori (X ;) sono indipendenti perché dalla (8) segue w(a’ X, ) =
— a' dF; e quindi da ¢* X; = 0 segue o' dF; = 0. Ma i differenziali (dF))
sono indipendenti, dunque a* = 0.

85 Sottovarieta lagrangiane 193

R e regolare, cioé tale da soddisfare all’implicazione w(u,v) =0, Vv €
E = w=0. Se si considera una base qualsiasi (e4) di £, le com-
ponenti wap = w(ea,ep) di w soddisfano alle condizioni di antisimme-
tria wap = —wpga e di regolaritd det(wap) # 0. Siccome una matrice
antisimmetrica ha determinante diverso da zero solo se e di ordine pari,
lo spazio vettoriale E ha necessariamente dimensione pari m = 2n. In
analogia con quanto si fa per gli spazi euclidei, si definisce I'ortogonale
(simplettico) di un sottospazio K C E ponendo

Kt ={veF|w(u,v)=0,YueK}

La dimensione di K+ & complementare a quella di K. Si osservi che
ogni vettore & ortogonale a se stesso, quindi isotropo. Un sottospazio
L C E & detto lagrangiano se ha dimensione n (la meta di E) e se su
di esso si annulla w: w(u,v) = 0 per ogni u,v € L (si puo dimostrare
che in effetti n & la dimensione massima dei sottospazi su cui si annulla
w). E allora interessante osservare che L+ = L. Infatti da uw € L
segue u € L+ (perché per la lagrangianitd & w(u,v) = 0 per ogni v €
A), dunque L C Lt. Ma poiché L ha la stessa dimensione di L+,
segue 1'uguaglianza dei due sottospazi. Si puo allora affermare che un
vettore ortogonale a L sta in L. Questa & appunto la proprieta usata
alla fine della dimostrazione precedente. Occorre a questo proposito
ancora osservare che in ogni punto p € 7% la forma simplettica w si
riduce ad una forma bilineare antisimmetrica regolare (Oss. 1, §1), per
cui T,(T*Q) & uno spazio vettoriale simplettico. Inoltre se A C T*Q) &
una sottovarieta lagrangiana, allora per ogni p € A lo spazio tangente
T,A & un sottospazio lagrangiano di T,(7~Q).

Consideriamo ora una classe particolare di sottovarieta lagrangiane.

DEFINIZIONE 2. Una sottovarietd lagrangiana A C T*(Q) si dice
trasversa alle fibre se in ogni suo punto p lo spazio tangente T,A &
complementare allo spazio V,(T*Q) dei vettori verticali in p. Un vettore
di T(T*Q), ciod un vettore tangente a 7@, si dice verticale se le sue
componenti (¢*) sono nulle(?).

(3) Una definizione equivalente &: un vettore v € T,(T@Q) & verticale
se & una classe di equivalenza di curve su T*() la cui immagine sta tutta
nello spazio T7;¢) (cioé nella fibra) contenente p.
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PRrOPOSIZIONE 3. Una sottovarietd A C T*Q rappresentata da
n equazioni (1) & trasversa alle fibre se e solo se le funzioni (F};) sono
verticalmente indipendenti.

Dimostrazione. 1 vettori tangenti a A hanno componenti (¢¢, p;)
soddisfacenti alle equazioni lineari

(11) Ok G* + 0% Fi pi = 0,

ottenute derivando formalmente le (1). I vettori verticali di T'A soddi-
sfano quindi alle equazioni

(12) OFF; pr = 0.

La sottovarieta & trasversa alle fibre se e solo se in ogni suo punto i
vettori tangenti e verticali si riducono al vettore nullo, quindi se e solo
se il sistema lineare omogeneo (12) ammette come unica soluzione quella,
nulla. Cio equivale alla condizione det(8¥F;) # 0. w

ProrosizioNE 4. Una sottovarieta A C T*() di dimensione n & tra-
sversa alle fibre se e solo se ammette (localmente) una rappresentazione
parametrica del tipo

(13) pi = Wi(¢’),
cioe tale che i momenti (p;) sono funzioni delle coordinate (¢7) di Q (*).

Dimostrazione. Ritornando alla proposizione precedente, si osserva
che la verticale indipendenza delle funzioni ( F}), equivalente alla trasver-
salita, equivale a sua volta alla risolubilita delle equazioni (1) rispetto
alle (p;), quindi alla possibilita di scrivere delle equazioni del tipo (13).
=

E essenziale ai fini che ci siamo proposti il fatto che

PROPOSIZIONE 5. Le equazioni (13) definiscono una sottovarieta
lagrangiana se e solo se la 1-forma su @

(14) W = W dq'

(*) Le (¢’) hanno dunque il ruolo di parametri.
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& chiusa.
Dimostrazione. Si pud utilizzare la Prop. 1. In questo caso & u® =
¢" quindi la condizione di lagrangianita (5) diventa semplicemente

Onpr — Okpr, = 0,

ovvero
6hWk - 8kWh =0,

cioe dW = 0. m

OsservazIONE 3. La chiusura della forma W equivale alla sua
locale esattezza: per ogni punto di ¢ su cui W & definita esiste un
intorno U C @ ed una funzione W:U — R tale che dW = W|U. Cio

significa che W; = §;WW quindi che le (13) assumono la forma

ow
(15) Pi= G
Queste funzioni, che sulle intersezioni dei loro domini di definizione dif-
feriscono per delle costanti, si chiamano funzioni generatrici della
sottovarietd lagrangiana A. Concludiamo pertanto che ogni sottovarieta
lagrangiana trasversa alle fibre di T7*@Q) & generata (almeno localmen-
te) da funzioni generatrici, le quali sono funzioni sopra la varieta delle
configurazioni Q).

OSSERVAZIONE 4. Siamo ora in grado di dare una notevole in-
terpretazione geometrica di integrale completo. Un’integrale completo
dell’equazione di Hamilton-Jacobi di un’hamiltoniana H é la funzione
generatrice di un

(i) fogliettamento lagrangiano di T*Q),
(ii) trasverso alle fibre,
(iii) compatibile con H.

Per fogliettamento s’intende una partizione di un aperto V di T*() in
sottovarieta. Per la condizione (i) queste sottovarietd sono lagrangiane;
per la (ii) sono trasverse alle fibre. Con la (iii) s’intende che su ognuna
di esse H & costante.

Infatti, per ogni prefissato valore dei parametri a = (a;), la funzione
W (q',a;) definisce con le equazioni (10)1-§3 (ovvero (15)) una sottova-
rieta lagrangiana A, trasversa alle fibre. La condizione di completezza
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(11)-83, assicurando la risolubilitd delle suddette equazioni rispetto alle
a, permette di affermare che per ogni punto di V passa una ed una sola
di tali sottovarieta, perché le @ vengono ad essere funzioni delle (¢',pj),

(16) a; = Fi(¢’, p).

Le sottovarieta lagrangiane costituiscono pertanto un fogliettamento.
L’equazione di Hamilton-Jacobi (13)-§3 afferma infine che ’hamiltoniana
H calcolata attraverso le suddette equazioni, per ogni prefissato valore
delle @ & costante (= h), vale a dire che H|A, = costante per ogni A,.

Cio detto, va ulteriormente osservato che le equazioni (16), essendo
del tutto equivalenti alle (10);-§3, rappresentano ancora il fogliettamento
lagrangiano. Allora le funzioni (F}) sono in involuzione per la Prop. 2,
nonché verticalmente indipendenti per la Prop. 3. Inoltre, per quanto
visto mella dimostrazione della Prop. 2, i campi vettoriali (X ;) generati
dalle funzioni (F;) sono tangenti a ciascuna delle delle A,, e siccome su
queste H e costante segue

0= (X, dH)={F;, H}.

Dunque le (F}) sono integrali primi di X . Conclud®mo pertanto che
un fogliettamento lagrangiano trasverso compatibile con H é anche ca-
ratterizzato da un sistema di n integrali primi di X g, in involuzione e
verticalmente indipendenti. Il legame tra i due tipi di rappresentazio-
ne ora descritto & proprio il contenuto della Prop. 5 del §4, che risulta
pertanto dimostrata.

Osserviamo ancora a titolo di complemento, che la condizione che
H sia costante sulle sottovarietd lagrangiane equivale alla tangenza del
campo hamiltoniano X g a queste. Per riconoscerlo basta osservare che

(Xp,dly) ={H,F} =0.

Possiamo allora anche affermare che la compatibilita del fogliettamento
con H coincide con I'invarianza di ogni sottovarietd lagrangiana rispetto
al flusso generato da X .

6. Varieta simplettiche e sistemi hamiltoniani integrabili

L’interpretazione geometrica di integrale completo dell’equazione di
Hamilton-Jacobi suggerisce di collocare tutta la materia riguardante le
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equazioni di Hamilton in un contesto piu ampio, che vede sostituita la
struttura di fibrato cotangente da una struttura pit generale: quella di
varieta simplettica.

DEFINIZIONE 1. Dicesi varietd simplettica una coppia (M,w)
costituita da una varieta differenziabile M e da una 2-forma w su M,
chiusa (dw = 0) e regolare, cioé tale che in ogni punto p € M vale
Pimplicazione w(u,v) = 0, Yu € T,M = v = 0. Una 2-forma
soddisfacente a queste condizioni prende il nome di forma simplettica.

Rappresentata w in un qualunque sistema di coordinate (z4) di M,
w = %wAB dzA Adz®B, la condizione di regolariti equivale a det(wap) #
0. Pertanto, per ’antisimmetria della matrice delle componenti (wap),
la dimensione di M é necessariamente pari m = 2n (si veda ’Oss. 2 -

§5).

OssErVAZIONE 1. Un fibrato cotangente e una varietd simplettica.
Infatti la forma simplettica canonica w, essendo esatta perché definita
come il differenziale della 1-forma fondamentale di Liouville, e chiusa.
Inoltre essa e regolare per quanto visto nell’Oss. 1 - §1. Esistono pero
varietd simplettiche che non sono fibrati cotangenti. Si consideri per e-
sempio una qualunque superficie bidimensionale compatta immersa nello
spazio affine euclideo ed orientabile (per esempio una sfera). La forma
o = * N aggiunta di un campo N di versori ortogonali alla superficie,
cioé D’elemento d’area della superficie (Oss. 5 - §12 - Cap. II), & una
2-forma regolare. Siccome do & una 3-forma, essa € identicamente nulla
(perché la varietd ha dimensione 2). Pertanto elemento d’area & una
forma simplettica. Certamente una tale superficie non puo identificarsi
con un fibrato cotangente tramite un diffeomorfismo (che per giunta tra-
sformi la forma volume nella forma simplettica canonica) per il semplice
motivo che i fibrati cotangenti non sono compatti.

Le definizioni di campo vettoriale hamiltoniano (quindi di sistema
dinamico hamiltoniano), di parentesi di Poisson e di sottovarieta lagran-
giana, viste per i fibrati cotangenti, si estendono immediatamente alle
varieta simplettiche. Infatti esse richiedono 'intervento della sola forma
simplettica w (si vedano, rispettivamente, I’equazione (1)-§3 per i campi
hamiltoniani, la formula (3) o la (4) del §4 per le parentesi di Poisson e
infine la Def. 1 - §5 per le sottovarieta lagrangiane). Le condizioni di re-
golarita e di chiusura imposte ad w sono poi indispensabili per estendere
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alle varieta simplettiche le proprietda fondamentali di questi oggetti. Si
pud infatti dimostrare che la regolarita di w equivale alla regolarita delle
parentesi di Poisson e che la chiusura di w equivale all’identita di Jacobi.
Inoltre resta valida la proprietd che una sottovarieta rappresentata da n
equazioni indipendenti F; = 0 & lagrangiana se e solo se le funzioni (F})
sono in involuzione (Prop. 2 - §5).

In questo contesto si colloca il teorema di Darboux (Gaston Dar-
boux, 1842 - 1917) il quale afferma che, assegnata una forma simplettica
w su M, allora nell’intorno di ogni punto di M esistono delle coordinate
canoniche (¢', p;) per cui si ha

(1) w = dp; A dg'.

Pertanto in queste coordinate le equazioni differenziali del primo ordine
di un campo hamiltoniano Xy sono ancora le equazioni di Hamilton
(8)-§1 e le parentesi di Poisson sono ancora esprimibili con la formula

(2)-§4.

Nel contesto pit generale delle varieta simplettiche il teorema di
Jacobi e il parallelo teorema di Liouville, formulati e dimostrati per i
fibrati cotangenti, perdono in tutto o in parte il loro significato. Infatti,
sebbene la Def. 1 - §5 di sottovarieta lagrangiana richieda solo I'uso
della forma simplettica e sia quindi senz’altro estendibile alle varieta
simplettiche, viene perd a decadere il concetto di trasversalitd, proprio
dei fibrati cotangenti, concetto usato sistematicamente (insieme a quello
di verticale indipendenza) sia per la formulazione del teorema di Jacobi
sia per la dimostrazione del teorema di Liouville,

Tuttavia per i sistemi hamiltoniani sulle varieta simplettiche il teo-
rema di integrabilita di Liouville, opportunamente riformulato, assume
un notevole significato geometrico globale. Si tratta del fondamentale
teorema di Arnold-Liouville (Vladimir Iliic Arnold (1937), Istituto
Steklov, Mosca) relativo ai sistemi hamiltoniani integrabili.

DEFINIZIONE 2. Un sistema hamiltoniano (M,w, H), generato da
una funzione H sopra una varieta simplettica (M, w) di dimensione 2n, si
dice integrabile se ammette un sistema di n integrali primi indipendenti
ed in involuzione (F;)(1).

(}) Uno di questi pud essere la stessa hamiltoniana H. Questa defi-
nizione si estende anche al caso in cui i punti in cui gli integrali primi
non sono indipendenti formano un insieme chiuso §2 (eventualmente di
misura nulla) detto insieme critico.
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TEOREMA. Se un sistema hamiltoniano & integrabile allora le e-
quazioni F; = a; (= costante) definiscono un fogliettamento lagrangia-
no (Aq) a cui Xy @ tangente. Se i campi hamiltoniani generati dalle
(F;) sono completi(?), allora ogni A, & diffeomorfa a R"™* x T, con
0 < k < n.(?). Secondo tale diffeomorfismo su ogni A, la restrizione del
campo Xy ¢ un campo quasi-periodico.

La prima parte dell’enunciato & un’immediata estensione alle varieta
simplettiche di quanto visto all’Oss. 4 del § precedente.

La seconda parte, la cui dimostrazione ¢ materia di corsi superiori,
fonda la sua importanza sul significato di campo quasi periodico. Si
ricordi che il toro Ty & il quoziente di R* rispetto a Z*. Si consideri
ora su R™ un campo vettoriale costante X di componenti (w;) € R”.
Per effetto del quozientamento rispetto a Z* che riduce R" alla varieta
R™™* x Ty, questo campo si riduce ad un campo X. Un campo siffatto
si dice quasi-periodico. E particolarmente interessante il caso k = n,
cioe il caso in cui le varieta lagrangiane A, sono dei tori. In questo caso
le componenti (w;), che sono costanti su ogni toro ma che variano da
toro a toro (sono funzioni delle (a;)), prendono il nome di frequenze.

Per comprendere la ragione di questi termini conviene porsi nel caso
di n = 2 (toro bidimensionale). Si vede facilmente che se le frequenze
(w1, wsy) sono commensurabili, cioé soddisfano ad un’uguaglianza del tipo
z' wi+2% wy = 0 con (2!, 2%) interi, allora le curve integrali di X sono pe-
riodiche. Si puo invece dimostrare che in caso contrario le curve integrali
sono dense sul toro: cio significa che considerata una qualunque curva
integrale massimale (*) y: R — T, per ogni prefissato punto p € T, e per
ogni suo intorno U esiste almeno un ¢, € R tale che y(¢.) € U. In altri
termini una curva integrale passa vicino quanto si vuole ad un qualunque
punto prefissato. Il teorema di Arnold-Liouville fornisce pertanto una
notevole descrizione qualitativa del comportamento delle curve integrali
dei sistemi hamiltoniani integrabili.

(?) Ipotesi senz’altro soddisfatta se le A, sono compatte

(®) Si ha necessariamente A ~ T,, se la sottovarietd lagrangiana &
compatta.

(*) Essendo il toro una varietd compatta ogni suo campo vettoriale &
completo.
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LA MECCANICA DI EINSTEIN

(Meccanica Relativistica)

Le equazioni del campo elettromagnetico di Maxwell prescrivono
per le onde elettromagnetiche nel vuoto una velocita di propagazione
costante. Questa velocia risulta essere indipendente dalla scelta del ri-
ferimento, in evidente contrasto con la meccanica classica e la legge di
composizione delle velocita. Le soluzioni proposte nel 1904 dal fisico
Hendrik Antoon Lorentz (Arnhem 1853 - Haarlem 1928) e dal matema-
tico Jules Henri Poincaré (Nancy 1854 - Parigi 1912) per superare questo
contrasto, soluzioni basate su di una radicale modifica dei concetti pri-
mitivi di tempo e di spazio, vengono nel 1905 raccolte, rielaborate e
sintetizzate da Albert Einstein (Ulm 1879 - Princeton 1955) in elemen-
tari ma, per quel tempo, rivoluzionari principi per una nuova meccanica.
Tre anni dopo, Hermann Minkowski (Alexotas, Lituania 1864 - Gottin-
ga 1909) mostra come questi principi possano tradursi in una nitida e
semplice struttura geometrica: lo spazio-tempo di Minkowski.

1. Lo spazio-tempo di Minkowski

La meccanica classica (o newtoniana) postula con il principio d’i-
nerzia 'esistenza di un tempo assoluto e di una classe particolare di
riferimenti (i riferimenti inerziali o galileiani) e con il principio di re-
lativita Dinvarianza delle leggi meccaniche rispetto alla scelta di tali
riferimenti. Questi principi si traducono nell’assioma che tutte le leggi
della meccanica devono avere una formulazione assoluta, cioé indipen-
dente dalla scelta del riferimento, nell’insieme degli eventi. Quest’insie-
me, detto spazio-tempo di Newton, & dotato di una struttura affine
a quattro dimensioni. I moti inerziali, cioé i moti dei punti liberi e non
soggetti a sollecitazioni, sono rappresentati da rette ed il tempo assoluto
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definisce un fogliettamento di sottospazi affini tridimensionali di eventi
contemporanei.

La meccanica relativistica (o einsteiniana) accetta ancora il princi-
pio dell’esistenza dei riferimenti inerziali ed il principio di relativita, ma
estendendo quest’ultimo anche ai fenomeni elettromagnetici, abbandona
I'idea di un tempo assoluto. All'invarianza rispetto alla scelta del rife-
rimento dell’intervallo temporale ¢t(P) — t(O) di due eventi (O, P) viene
sostituita I’invarianza della quantita

(1) 0P| = |OP[5 - *|OP,

detta intervallo spazio-temporale. Qui il simbolo |OP|; indica la
distanza spaziale relativa al riferimento dei due eventi e il simbolo
|OP|y = t(P) — (0) il loro intervallo temporale relativo. Inoltre
c & una costante universale (la velocita della luce nel vuoto). Piu
precisamente, se in due riferimenti (o laboratori) inerziali diversi R e R’
si misurano con strumenti dello stesso tipo distanze spaziali s ed s’ e
tempi relativi ¢t e ¢’ rispettivamente, allora si ha

|OP|; = |OP|v in meccanica newtoniana,

|OP|2 —c*|OP? = |OP|% - ¢ |OPJ, in meccanica einsteiniana.

Assunta anche per lo spazio-tempo M della meccanica einsteiniana u-
na struttura di spazio affine a quattro dimensioni, ’intervallo spazio-
temporale (1) pud essere interpretato come norma del vettore OP se-
condo un opportuno tensore metrico (o prodotto scalare). Infatti un
riferimento inerziale R puo essere caratterizzato da tre assi cartesiani
ortonormali (z,y,2), di origine un punto O e versori (2,7,k), e da un
tempo relativo ¢ segnato da un orologio che possiamo pensare puntifor-
me e posto nell’origine O degli assi. Questi dati si traducono nello spazio
affine M in un sistema di coordinate cartesiane (¢,2,y, z) aventi origine
nell’evento O coincidente con I'istante t = 0 segnato dall’orologio posto
nell’origine e corrispondenti ad una base (c,,7, k). Considerato quindi
un generico altro evento P € M, del vettore O P sussite la rappresenta-
zione

(2) OP =tc+zr+yjg+zk.

Risulta allora conveniente introdurre sullo spazio affine M la metrica
univocamente determinata dalla condizione di ortogonalita dei quattro
vettori della base,
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e dalle condizioni di normalizzazione (1)

(3) il =1l =Mkl =1, lell = ="
In tal caso si ha infatti

(4) JOP|| = OP - OP = 2% + ¢y* + 2° — *¢*,
da cui segue D’espressione (1), posto che

(5) 0P|} =2* +y* +2%,  |OP|} =1

La metrica cosi introdotta & di segnatura (— + ++), cioe jperbolica. Va
osservato che nelle precedenti considerazioni & del tutto indifferente la
scelta dei versori ortogonali (2,7, k) purché essi siano ortogonali al vet-
tore ¢. Possiamo allora tradurre ’assioma dell’invarianza dell’intervallo
spazio-temporale nel seguente principio:

Princripio I. Lo spazio-tempo M della relativita ristretta (o spazio
di Minkowski) & uno spazio affine iperbolico a quattro dimensioni. Un
riferimento inerziale R & individuato da un vettore del genere tempo ¢

la cui norma & per convenzione pari a — c?.

OssERVAZIONE 1. Un qualunque riferimento cartesiano ortonorma-
le (O;c,1,7,k) prende il nome di riferimento cartesiano adattato al
riferimento R. Le corrispondenti coordinate (O;t,z,y, ) si dicono quin-
di adattate al riferimento.

Resta da precisare il comportamento delle storie delle particelle.
DEFINIZIONE 1. Per storia di una particella s’intende una curva
nello spazio-tempo, di classe C'! almeno, di rappresentazione vettoriale

parametrica

(6) OP = R(r),

(1) In queste lezioni chiamiamo norma di un vettore v il numero
lv]l = v-v. Un vettore v & detto del genere tempo o del genere
spazio se la sua norma & negativa o rispettivamente positiva. Se &
nulla, il vettore si dice del genere luce o isotropo (si veda il §12 -
Cap. I). Questa terminologia trovera giustificazione nel seguito.
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con T parametro opportuno, detto tempo proprio, interpretabile come
orologio posseduto dalla particella medesima. Il vettore tangente, vale
a dire la derivata della curva rispetto al tempo proprio, & la velocita
assoluta: '

_dR

~dr

(8) 14

Fissato un riferimento (O; ¢, 1, 7, k), si consideri la seguente decom-
posizione relativa del vettore posizione

(7) R=1r+1tc, (r=zi+yg+2k)

Si noti che nella (7) il vettore r, che rappresenta la posizione relativa
al riferimento del punto P, & ortogonale al vettore e:

r.c=0.

Se si pensa R funzione del tempo proprio attraverso il tempo rela-
tivo t, si trova

y o AR dt _dt (dr
Tt dr  dr \at T€)°

cioe
(9) V=y(v+c)
posto

dr
(10) v = —J{
e

dt
(11) T=g0

Il vettore v & la velocita relativa al riferimento R della particella. Lo
scalare v prende il nome di fattore di Lorentz. Si noti che nella (9)
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il vettore velocita relativa v & ortogonale al vettore ¢ (v ¢ = 0) e che
quindi

1
(12) ’7:———5V.c
C

La formula (9) rapresenta la decomposizione relativa della velociti
assoluta. Sul concetto di decomposizione relativa si ritornera pit avanti
(Def. 2, §2).

Si osserva dalla (7) che se la particella & in quiete nel riferimento
considerato (cioé se r & costante) la sua storia & una retta parallela al
vettore c. Possiamo allora precisare la natura del tempo proprio di una
particella assumendo in maniera del tutto naturale che: -

Principio II. 1 tempo proprio di una particella in quiete in un
riferimento inerziale coincide (modulo una costante) col tempo relativo
a quel riferimento.

Dalla (11) si vede che in questo caso & identicamente v = 1. Piti in
generale:

PROPOSIZIONE 1. Se in un evento della sua storia una particella
ha velocita nulla rispetto al riferimento R allora in corrispondenza a
quell’evento si ha v = 1.

Dimostrazione. Si supponga che in corrispondenza ad un suo even-
to, per esempio quello corrispondente a 7 = 0, la particella sia in quiete
rispetto ad un riferimento R. Possiamo allora pensare di mantenere in
quiete tale particella anche per tutti i valori 7 > 0 del tempo proprio.
Per una tale storia si ha, tenuto conto del Principio II e vista la (11),
7 = 1 per ogni 7 > 0 e quindi per continuitd anche y = 1 per 7 = 0. m

Cio posto, diciamo che una particella & una particella materiale
se per ogni evento della sua storia esiste un riferimento in cui essa &
istantaneamente in quiete. Il concetto di particella materiale sara meglio
precisato nel seguito. Osserviamo perd subito che nell’intepretazione
particellare della luce una particella luminosa, o fotone, non soddisfa a
questa proprieta; si assume infatti che nel vuoto un fotone abbia sempre
velocita scalare pari alla costante ¢ rispetto ad un qualunque riferimento
(si veda1’Oss. 5 pilt avanti).
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Dalla (9), tenuto conto delle (3) e del fatto che v - ¢ = 0, segue che
per una generica particella (anche non materiale) vale in un qualunque
riferimento inerziale I'uguaglianza

(13) VI =7* (v* - ¢*).

Nell’ipotesi che la particella sia materiale, se si fissa un evento della sua
storia e si considera il riferimento in cui essa e istantaneamente in quiete
allora in quell’evento & ¥ = 1 e v = 0, per cui dalla formula generale
(13) si trae

(14) v =-¢

Ma nella semplice formula (14) non vi & traccia né dell’istante considera-
to né del riferimento. Sia a primo che a secondo membro compaiono solo
delle entita assolute. Essa ¢ allora una condizione assoluta. Si noti che
la (14) mostra in particolare che la velocita assoluta V' di una particella
& del genere tempo. Si puo pertanto affermare che:

PRrOPOSIZIONE 2. La storia di una particella materiale & una curva
del genere tempo (cio¢ tale che in ogni suo punto il vettore tangente ¢
del genere tempo) ed il tempo proprio & quel parametro, definito a meno
di una costante additiva, per cui la velocitd assoluta definita dalla (8)
soddisfa alla condizione (14), chiamata condizione di normalizzazio-

ne.

OSSERVAZIONE 2. Occorre aggiungere un’ulteriore convenzione:
che tutte le particelle abbiano velocita assolute ortocrone, apparten-
gano cioé all'interno di una medesima falda del cono di luce dello spazio
vettoriale soggiacente, che chiamiamo futuro e denotiamo con T*. Cio
significa che due velocita assolute (di due particelle), oltre alla condizio-
ne (14), soddisfano anche alla condizione di ortocronismo (si veda il
§12 - Cap. I)

(15) V] . Vz < 0.

Dalla formula generale (9) si vede che le particelle costituenti un rife-
rimento inerziale (sono tutte le particelle in quiete rispetto a tale ri-
ferimento) hanno velocita assoluta uguale a ¢. Dalla convenzione di
ortocronismo segue allora per la velocita assoluta di ogni particella la
condizione V - ¢ < 0. Di qui, per la (12), si trae v > 0.
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Siamo ora in grado di stabilire ’espressione del fattore di Lorentz

y.
PRrOPOSIZIONE 3. Per ogni particella materiale &
1
(16) 7=
02
‘ma

dove v ¢ la velocitd scalare relativa al riferimento inerziale scelto.,

Dimostrazione. Dalla combinazione della (13) con la condizione di
normalizzazione (14) segue subito

12 (e? = v?) = ¢
e quindi la (16), posto che y > 0. =

OssERVAZIONE 3. Dalla relazione precedente segue anche la note-
vole limitazione

(17) v< e

imposta alle velocita scalari relative delle particelle materiali. Si vede
inoltre dalla (16) che

(18) v 21
avendosi v = 1 solo per gli eventi di istantanea quiete relativa al riferi-
mento.

OssERVAZIONE 4. Il paradosso dei gemelli. Si noti bene che il
tempo relativo ad un riferimento € una funzione reale definita su tutto lo
spazio-tempo, t: M — R, e che invece il tempo proprio di una particella
puo essere visto come una funzione reale lungo la storia di questa. Dalla
(11) e dalla (18) segue che

@,

dr =
Cid mostra che lungo la storia di una particella non in quiete rispetto
ad un riferimento inerziale R il tempo relativo al riferimento cresce pii

rapidamente del tempo proprio della particella. Una conseguenza & che
al ritorno sulla Terra, dopo un viaggio interplanetario di lunga durata
e ad alta velocitd, un astronauta risulta essere pi giovane del fratello .
gemello rimasto sul pianeta: il suo orologio, sincronizzato al momento
della partenza con un orologio di egual tipo posseduto dal gemello, segna
un tempo trascorso AT pari a

2
Ar=2ar=y/1- L At
~ C

dove At & il tempo trascorso sulla Terra. Si suppone, per la validita
di questa formula, che il viaggio avvenga a velocita scalare costante v
rispetto al riferimento inerziale definito dal sistema solare, nel quale la
Terra si muove con velocitd decisamente trascurabile rispetto a quella
della luce. Nel caso di una velocita pari a v = 75 = 30.000 Km/sec il
fattore di Lorentz & di circa v = 1,005 e quindi y~! = 0,99498 circa.
Se l'intervallo di tempo At & di 50 anni (~ 18.262 giorni) la differenza
con AT & comunque soltanto di ~ 91 giorni. L’andamento del fattore di
Lorentz & illustrato in Fig. 1.1.

[P E——

0.20.40.60.8 0 0.2 0.¢ 0.6 0.8 1
x

Fig. 1.1: il fattore di Lorentz v (grafico superiore)
e la funzione inversa y~! (graf. inferiore), con z = ¥
(a destra con asse z dilatato).
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OssERVAZIONE 5. Cousideriamo infine brevemente il caso di un
fotone, cioe di una particella non materiale la cui velocita relativa ad
un qualunque riferimento ¢ sempre pari a ¢. Dalla (13) si vede che la
condizione v = ¢ & soddisfatta in ogni riferimento inerziale se e solo se
la velocitd assoluta & un vettore isotropo,

(19) Vil =0,

cioe se e solo se la storia & una curva isotropa. In tal caso svanisce la
nozione di tempo proprio come parametro privilegiato.

OSSERVAZIONE 6. Si supponga che I’evento O di cui alle preceden-
ti considerazioni corrisponda all’accensione di una lampada puntiforme
posta nell’origine degli assi al tempo ¢ = 0. Si consideri un secondo
evento P posto sul fronte d’onda luminoso al tempo generico ¢. Il fronte
d’onda & una sfera centrata nell’origine e di raggio ct, dove ¢ & la velocita
della luce. Esso ha quindi equazione

2?4+ 4% + 2%~ e = 0.

Nello spazio-tempo questa & 1’equazione di un cono di vertice Porigine
e asse ’asse t. Questo cono & il luogo degli eventi P che stanno sui
vari fronti d’onda, percid prende il nome di cono di luce dell’evento
O. Segue dalla (4) che I'intervallo spazio-temporale tra ’evento O ed il
generico evento P sul fronte d’onda & nullo:

(20) lOP| = o.

Il vettore OP & cioé isotropo. Si noti che questa & una condizione as-
soluta, cioé indipendente dal riferimento, per I’assioma dell’invarianza
dell’intervallo spazio-temporale. Si osservi inoltre che ogni retta genera-
trice del cono rappresenta un raggio di luce emesso dall’evento O e che
quindi la condizione (20) caratterizza quelle coppie di eventi che stanno
su di un medesimo raggio di luce. Pertanto: nello spazio-tempo i raggi
luminosi nel vuoto sono rappresentate da rette isotrope.
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2. Il tempo relativo

Possiamo ora precisare meglio la nozione di riferimento e di tempo
relativo. Un riferimento fisico R & identificabile con un insieme continuo
di particelle materiali ideali invadente tutto o in parte l'universo. Le
storie di queste particelle vengono a formare nello spazio-tempo M una
congruenza di curve, cioé un fascio di curve non intersecantisi, ricoprenti
M in tutto o in parte. I vettori velocita assoluta di queste particelle
definiscono pertanto un campo vettoriale X su M soddisfacente alla
condizione di normalizzazione

(1) X = - <.

Possiamo allora assumere come definizione che: un riferimento é un
campo vettoriale X soddisfacente alla (1). Le curve integrali di X sono
le storie delle particelle del riferimento. In particolare abbiamo che un
riferimento & inerziale se e solo se X & costante. Infatti questa condizione
& verificata se e solo se tutte le particelle del riferimento hanno storie
rettilinee. Nel caso di un riferimento inerziale si ha, in conformita con
il Principio I, X = ¢, inteso il vettore ¢ come campo vettoriale costante
sullo spazio-tempo.

Diamo ora la generale definizione di tempo relativo ad un riferimen-
to.

DEFINIZIONE 1. Il tempa relativo ad un riferimento X & una fun-
zione t: M — R tale che

1
(2) dt=~-=¢ (=X

Questa definizione ha senso perché, essendo lo spazio-tempo dotato
di un tensore metrico, ad ogni campo vettoriale X corrisponde una 1-
forma & = X" tale che per ogni vettore u

(3) (u,€) =u - X.

Naturalmente affinché esista la funzione ¢, nel qual caso essa ¢ definita
modulo una costante, & necessario e sufficiente che la 1-forma & sia chiusa
(lemma di Poincaré: si osservi che M & identificabile con R*):

(4) dg = 0.
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Questa condizione & senz’altro soddisfatta se X & costante, cioe se il
riferimento & inerziale.

Le proposizioni seguenti mostrano che la nozione di tempo relati-
vo ora introdotta & coerente con quella gia utilizzata nei ragionamenti
precedenti.

ProrosizioNE 1. Lungo le storie delle particelle del riferimento il
tempo relativo t coincide col tempo proprio 7 (modulo una costante).

Dimostrazione. Si ha successivamente, in base alle precedenti defi-
nizioni:
dt

1
e =(X,dt) = ——-c—z—(X,Q

I

1
——5X°X:1. m
C

PROPOSIZIONE 2. Le varietd di contemporaneitd ¢ = costante sono
ortogonali al campo X cioé alle storie delle particelle del riferimento.
Esse sono varietd tridimensionali riemanniane, con metrica definita po-
sitiva.

Dimostrazione. Ogni vettore u tangente ad una superficie ¢t =
costante & caratterizzato dalla condizione {u,dt) = 0 che per la (2) e
la (3) equivale a w+ X = 0. Per dimostrare la seconda parte della
proposizione basta ricordare che in uno spazio vettoriale iperbolico un
sottospazio ortogonale ad un vettore del genere tempo & strettamente
euclideo. =

ProPOSIZIONE 3. Se il riferimento rappresentato dal campo X &
inerziale allora il tempo relativo definito dalla (2) & tale che per ogni
coppia (O, P) di eventi vale I'uguaglianza

5) {P) - (0) = ~2150P-X

Gli spazi affini tridimensionali ortogonali a X sono strettamente euclidei
e rappresentano gli insiemi degli eventi contemporanei rispetto al tempo
relativo t.

Dimostrazione. Si consideri un qualunque sistema di coordinate
cartesiane (%) (a = 0,1,2,3). Per £ sussite la rappresentazione

£ = Lo da”,
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con le componenti £, costanti. Si consideri su M la funzione

1 et
t:-—c—2"§a56 .

Differenziando si trova
1 L1
dt = - _CEEOde = ME‘Q‘E,
quindi t & un tempo relativo. Inoltre, per ogni coppia di eventi (0, P),
1, . N 1
t(P)—t0)= - —C—fa(w (P)-z%(0)) = - - (OP,§)

e la (5) & soddisfatta. La seconda parte & conseguenza diretta della
proposizione precedente. m

OSSERVAZIONE 1. Per i riferimenti inerziali nello spazio-tempo di
Minkowski si possono ripetere considerazioni analoghe a quelle svolte per
i riferimenti inerziali nello spazio-tempo di Newton. (i) Le storie delle
particelle costituenti un riferimento inerziale R (definito da un vettore
¢) formano un fascio di rette parallele (al vettore c). (ii) Le varieta M
costituite dagli eventi contemporanei (¢ = s) nel tempo relativo a quel
riferimento sono gli spazi affini tridimensionali euclidei ortogonali a ¢
(Prop. 3). (iii) L'insieme Mz delle rette del fascio & uno spazio affine
euclideo tridimensionale rappresentante 1'universo osservato dal riferi-
mento R. (iv) Lo spazio-tempo di Minkowski risulta cosi identificabile
nel prodotto di due spazi affini euclidei: M ~ Mg XR ~ R®xR. Appare
evidente dalle considerazioni precedenti, in particolare dall’osservazione
(iii), che la contemporaneita degli eventi & un concetto relativo, non
assoluto. Questo fatto & discusso nei dettagli pitt avanti (Prop. 5).

Nella discussione che segue si considerano solo riferimenti inerziali.
Un riferimento sara quindi identificato con un vettore ¢ € T+ e norma

uguale a — c2.

DEFINIZIONE 2. Diciamo decomposizione relativa ad un riferi-
mento ¢ di un vettore U nello spazio tempo la scrittura

(6) U=u+cac,
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dove u é ortogonale a ¢:
uw-c=0.

Il vettore u prende il nome di parte o componente spaziale di U
relativa a ¢, lo scalare a di componente temporale. In generale un
vettore ortogonale a ¢ si dice vettore spaziale rispetto al riferimento.
Si denotera con S, lo spazio (tridimensionale, strettamente euclideo) dei
vettori ortogonali a ¢, cioe dei vettori spaziali rispetto a e.

Nel § precedente sono gia state esaminate le decomposizioni relative
di una storia e di una velocita assoluta.

Si consideri ora la decomposizione relativa di un intervallo asso-
luto O P di due eventi di M. Si ponga cioé

(7) OP=7r+fec, r-c=0.

Il vettore r & I'intervallo spaziale relativo al riferimento ¢, lo scalare #
¢ I'intervallo temporale relativo. Infatti, moltiplicando scalarmente
la (7) per ¢ sitrova OP - ¢ = — 0 ¢? e quindi per la (2),

(8) 9:~2150P-c:t(P)—t(O).

Ser = 0idueeventi O e P sono spazialmente coincidenti, avvengono
cioe nel medesimo luogo rispetto al riferimento. Se # = 0 allora essi sono
contemporanei rispetto al riferimento. Se 8 > 0, cioé se t(P) > #(Q),
si dice che P segue (o & successivo a) O mella cronologia determinata
dal riferimento. Consideriamo i casi in cui l'intervallo assoluto OP & del
genere tempo oppure del genere spazio.

ProprosizioNE 4. Se OP & del genere tempo ed orientato verso
il futuro (OP € T7) allora esiste un riferimento in cui i due eventi
avvengono nel medesimo luogo e inoltre ’evento P & successivo a O in
ogni riferimento (si dice che P appartiene al futuro assoluto di O).

Dimostrazione. Si pud porre OP = fc con c € T, |lc|]| = —c? e
§ > 0. Allora c definisce un riferimento inerziale in cui r = 0, nel quale
cioe gli eventi occorrono nel medesimo luogo. Per ogni altro riferimento
c' si ha, tenuto conto della (8),

0 ={(P)~1(0)=—2O0P-¢' =~ Lgc.c' >0
c C
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essendo & > 0 e c-¢' < 0 per Vipotesi di ortocronismo dei vettori
rappresentantii riferimenti. Cio prova che P segue O in ogni riferimento.
]

PRrOPOSIZIONE 5. Se OP & del genere spazio allora esiste un ri-
ferimento rispetto al quale gli eventi O e P sono contemporanei. La
relazione temporale tra i due eventi dipende dal riferimento: a seconda
della scelta di questo ’evento P pud precedere o essere contemporaneo
o seguire I’evento O.

Dimostrazione. Se OP & del genere spazio esiste certamente un
vettore del genere tempo ad esso ortogonale, quindi un riferimento ¢
tale che OP - ¢ = 0. Quindi rispetto al riferimento ¢ i due eventi sono
contemporanei. Nel 2-piano iperbolico generato dai vettori O P e ¢ si puo
sempre scegliere un vettore ¢’ rappresentante un riferimento, quindi tale
chec - ¢ < 0ellc'|| = ¢2, tale da soddisfare alla condizione OP - ¢’ <0,
cosi come se ne puo scegliere un altro ¢” tale che OP - ¢” > 0. m

Nella Fig. 2.1 le linee tratteggiate rappresentano il fogliettamento
M ortogonale a ¢ degli eventi contemporanei secondo questo riferimen-
to; quelle a punto e tratto rappresentano il fogliettamento M| ortogonale
a c’. Seguendo il fogliettamento M| con s crescente si osserva che O pre-
cede P nella cronologia relativa a ¢’. Seguendo invece il fogliettamento
M!' si osserva che O segue P.
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In questo secondo caso, la circostanza che i due eventi (O, P) possa-
no avere relazione cronologica invertita a seconda della scelta del riferi-
mento puo suscitare perplessita per la possibile esistenza di una relazione
di causa-effetto tra gli eventi stessi. Una tale relazione & tuttavia im-
possibile se si assume il seguente principio di causalita: due eventi
(O, P) sono in relazione di causa-effetto se e solo se sono connessi da
storie, cioe da archi di curve del genere tempo. Da questo principio,
del tutto ragionevole, segue che se due eventi O e P sono collegati da
storie allora il vettore O P & necessariamente del genere tempo e quindi,
per la Prop. 4, vi & una relazione cronologica assoluta fra i due eventi.
Sia infatti o: 1 — M una curva del genere tempo tale che O = o(7p) e
P = o(r1) con 7y > 7. Allora, posto che la velocita assoluta V'(7) & il
vettore derivata prima della curva, si ha

OP =o0(n)~o(mn) = /T1 V(s)ds.

D’altra parte la somma di due vettori V'; e V', del genere tempo ed
entrambi orientati nel futuro & ancora un vettore del genere tempo ed
orientato nel futuro (). Quindi anche l'integrale precedente da luogo ad
un vettore del genere tempo orientato nel futuro. Alla stessa conclusione
si giunge se O e P sono congiunti da piu storie: 1’evento P appartiene
al futuro assoluto di O, cioé sta all’interno del cono di luce originato in
O (Fig. 2.2).

(') Infatti, essendo ||[V4|| < 0, ||V2]| < O perché i vettori sono del
genere tempo e V1 - V5 < 0 perché i vettori sono ortocroni, risulta

IVi+ Vel =IVill + Vsl +2V: -V, <0,
e quindi V; + V', & del genere tempo. Inoltre
(V1 + VQ) . V1 = ”V1” + V] . V2 < 0.

Cid mostra che V1 + V'3 & ortocrono a V' e quindi ancora orientato nel
futuro.

83 Le trasformazioni di Lorentz 215

e

Fig. 2.2

3. Le trasformazioni di Lorentz

Si considerino nello spazio-tempo di Minkowski due riferimenti iner-
ziali R e R', determinati dai vettori ¢ e ¢/. Questi vettori rappresentano
le velocita assolute delle particelle inerziali dei rispettivi riferimenti. Si
puo allora considerare la decomposizione relativa a ¢ della velocitd as-
soluta ¢’ ponendo, in analogia con la (9), la (12) e la (16) del §1,

(1) d=pute), u-c=0
dove
L,
(2) p—~czc c = u2
==
2
con u? = |jul]| = u - u.

La velocita relativa u, essendo 4a velocita delle particelle del riferi-
mento R' rispetto a R, ha il significato di velocita di trascinamento.
Scambiando il ruolo dei due riferimenti, posto ciog

(1) c=p' (v +c), d-=0,
con
1 1
o1 P Al =
(2) p = C2c c 127
1L
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si osserva che

(3) p=1p

e quindi che

(4) u? = u'2

Pertanto:

PRroPOSIZIONE 1. Le due velocitd di trascinamento determinate da
due riferimenti hanno uguale intensita.

OsSERVAZIONE 1. Si noti che a questo risultato, ovvio nell’ambito
della cinematica classica, non corrisponde ’analoga classica relazione tra
le velocita di trascinamento, una opposta all’altra: w = —«’. L’elimi-
nazione del vettore ¢’ dal sistema di equazioni (1) e (1’) porta infatti
all’uguaglianza

(5) —u':pu+<p~l)c.
p

Poiché per la (2) si ha

(6) - == y“?

si puo anche scrivere

(7) —u'=p<u+ﬁc>.

cl

La (5) mostra che u e —u' sono indipendenti. La (6) mostra che — ' &
componente positiva rispetto a c.

Si consideri ora I'intervallo assoluto O P di sue eventi decomposto
rispetto ai due riferimenti:

(8) lOP:r+0c:r'+0'c'l

Moltiplicando scalarmente quest’uguaglianza con la (1),

- (r+8c)y=putec)-(r+8c),
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si deduce la formula

9) o =p(6-232)

c

Se si introduce la distanza nella direzione di trascinamento dei
due eventi

(10) 5=

con
u=[ul = v/Jull >0,

allora la relazione precedente si scrive

(11) ¢ =p(0-25)

Si ha cosi il legame tra gli intervalli temporali relativi dei due eventi.

OssErRvVAZIONE 2. La dilatazione dei tempi. Si supponga che
gli eventi O e P avvengano nel medesimo luogo rispetto a R, cioé che
sia 7 = 0. Allora dalla (8) segue

(12) ' 9" =po.
Siccome p > 1 (infatti p = 0 & escluso perché ¢ # ¢) dalla (12) segue
g > 6.

Pertanto: l'intervallo temporale di due eventi relativo al riferimento in
cui sono spazialmente coincidenti (perché questo esista deve essere O P
del genere tempo, Prop. 2, §2) e sempre inferiore all’intervallo temporale
relativo ad un qualunque altro riferimento. Questo fenomeno relativisti-
co & chiamato dilatazione dei tempi.

EseMpio 1. Un’astronave viaggia di moto inerziale nel cosmo con
velocita u costante rispetto al riferimento inerziale solare (Sole e stel-
le "fisse”) R'. Anche ’astronave definisce un riferimento inerziale R.
Su questa viene osservato un fenomeno o un processo della durata di 6
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secondi. Gli eventi finali ed iniziali di questo processo avvengono pra-
ticamente nello stesso luogo rispetto al riferimento R. Osservati dal
riferimento solare (per esempio dalla Terra) questi due eventi hanno un
intervallo temporale pari a 8’ = pf > 4.

Dalla (11) per simmetria segue, tenuto conto della (3) e della (4),

, _ u &’
(11) 0——,0(9’*‘7)

e quindi
ué’
c?’

9'=Q+
P

Combinando quest’uguaglianza con la (11) si trova

Stante I'identita (6) si conclude che

(13) 8 = p(ub—§)

Si ottiene cosi il legame tra le distanze spaziali dei due eventi nella
direzione delle velocitd di trascinamento.

OssERVAZIONE 3. Contrazione delle lunghezze. Si supponga
che gli eventi siano contemporanei in R: 6 = 0. Dalla (13) segue

(14) 8 =—pé,

e quindi
16" > 16].

Pertanto: la distanza spaziale di due eventi contemporanei in un riferi-
mento R, misurata nella direzione della velocita di trascinamerfto di un
qualunque altro riferimento R', & inferiore all’analoga distanza spaziale
misurata in R'. Questo fenomeno relativistico & chiamato contrazione
delle lunghezze.

_ EsgMPIO 2. Un’esperienza "ideale” classica che di solito si cita per
llustrare il fenomeno della contrazione delle lunghezze & la seguente.
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Un’asta rigida si muove lungo una guida rettilinea di moto uniforme con
velocita w. La guida & fissa in un riferimento inerziale R e quindi anche
l’asta definisce un riferimento inerziale R'. Uno sperimentatore fermo
nel riferimento R della guida misura la lunghezza dell’asta in moto. Per
far questo rileva la posizione contemporanea dei due estremi dell’asta in
un dato istante, considerando due eventi per lui contemporanei collocati
in tali estremi (per esempio, l’accensione di due lampade) e ne misura
la distanza 6. Per un osservatore posto nel riferimento in moto R/, dove
I’asta & pero in quiete, la distanza spaziale dei due eventi e la lunghezza
propria dell’asta. Siamo nelle condizioni di poter applicare la (14).
Pertanto: la lunghezza dell’asta misurata da un osservatore rispetto al
quale I’asta ¢ in moto (rettilineo uniforme) risulta sempre minore della
sua lunghezza propria.

OsSSERVAZIONE 4. Si considerino due riferimenti cartesiani adat-
tati ai due riferimenti ed aventi entrambi origine in O: (0, ¢,7,7,k) e
(0,¢',7',3',k'). Siano (t,z,y,2) e (¢',2',y', 2') le rispettive coordinate.
Si scelgano i vettori 2 e ¢’ nel 2-spazio (iperbolico) generato dai vettori
c e ¢’ ed inoltre

(15) i=3, k=¥

Siccome ¢’ & complanare alla coppia di vettori ortogonali (2,¢) (Fig.
3.1.a), la decomposizione relativa (1) mostra che il vettore u, che &
ortogonale a ¢ deve essere parallelo a <. Supponiamo che sia

(16) u=ul

con © > 0 (se non & cosi basta invertire 2). Cio significa che la velocita
di trascinamento di R rispetto a R' & parallela e concorde al versore z.
Tenuto inoltre conto che il vettore —u’, che deve essere parallelo a ',
ha componente positiva rispetto a ¢ (Oss. 1), si pud scegliere ¢’ in modo
che si abbia (si veda ancora la Fig. 3.1.a)

(16") u' = —ut.

La scelta cosi fatta per i due riferimenti cartesiani adattati equivale, nella
visione tridimensionale, a scegliere gli assi omologhi fra loro paralleli ed
equiorientati, con l’asse z scorrevole su se stesso con velocita positiva
u (Fig. 3.1.b). Si noti pero che mentre nella visione spazio-temporale,
a cui per principio dobbiamo attenerci, gli assi z e 2’ non coincidono,
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b2 <
nella visione tridimensionale (che & imperfetta) gli assi coordinati z e z’ ié
sono paralleli. Per quel che riguarda i tempi, siccome per definizione si
ha t(0) = 1'(0) = 0, posto genericamente ¢ = t(P) e t' = t'(P) per un
qualunque evento P, risulta § = t(P)—¢(O) = t ed analogamente 6’ = ¢'. "
Inoltre, stante la (16), dalla definizione (10) e da r = z4 + yj + zk segue pu 1
6 = z. Analogamente dalla (16') segue 6’ = — u. Le relazioni (11) e (13) ‘
diventano pertanto >
t = P (t — EE) eu’ /
(17) ¢?
' = p(z - ut) (2)
Queste equazioni, insieme alle uguaglianze
(18) y=y, =z
dovute alle (15), forniscono i legami tra le coordinate cartesiane relative _
ai due riferimenti scelti. Nel loro complesso esse prendono il nome di / (¢) )
trasformazioni standard di Lorentz. &
OSSERVAZIONE 5. Si noti che gli intervalli spaziali relativi r e 7’ @t @t'
che compaiono nella doppia decomposizione relativa (8) non sono diret- //f f
tamente confrontabili perché appartenenti a spazi tridimensionali (eucli- i o i x
dei) distinti S. e S. (ortogonali a c e ¢’ rispettivamente). C’¢ tuttavia /0
la possibilita di un confronto diretto tra il vettore » ed il vettore imma- i i
gine di 7’ attraverso la rotazione @ che trasforma la base (¢/,7, 7', k')
nella base (c,i,:j, k). Qu'esta rotazione mantiene invariate le due cop- Fig. 3.1: Cambiamento di riferimenti: ¢ < ¢'.
pie di vettori (7',k') e (7,k) e quindi si riduce essenzialmente ad una (a) 11 piano (e, ¢') nello spazio-tempo
rotazione sul piano (c,%) tale che (gli assi y = y' e z = 2’ sono ortogonali a questo piano).
(19) Q) =1 Qd)=c (b) Figura equivalente nello spazio tridimensionale.
=1, =c.
Inoltre, dovendo conservare la norma dei vettori, & tale da aversi (si veda
la Fig. 3.1.a e si ricordi la Prop. 1)
(20) Q(u) = —u allora
N P
Il modo di operare di @ & descritto dalla seguente (22) Qls)=s-a 1+p b
PROPOSIZIONE 2. Se s’ € S. (cioé se s’ & un vettore spaziale Dimostrazione. Per ogni s’ € S. sussiste, oltre alla (21), anche
rispetto a ¢, ovvero ortogonale a ¢') e se esso & posto nella forma una decomposizione del tipo

(21) s'=s+ac, s-c=0 (23) s'=so+pu
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con sp € Sc N Ser. Tenuto conto delle formule (23), (21) e (5) si ha
successivamente:

So:s“w“f=s+ac+u(P“+(P‘%))c

1
crrares (o1 1)

Imponendo la condizione sy + ¢ = 0 si trova

(24) H:al—,-opQ’ So = s+ ppu.

D’altra parte, tenuto conto che Q(sy) = s, dalla (23) segue per la (20)
Q(s') = s — pu.
Di qui, utilizzando le (24), si trova la (22). m

La formula (22) puo essere applicata al caso della decomposizione
relativa di un intervallo assoluto. Dalla (8) segue infatti, tenuto conto

della (1),
=7 —pfu+ (0 — pb)ec.
Si pone allora nella (22), tenuto conto della (21),
s=7—pbu, a=10-pb.

51 trova dopo qualche calcolo, tenuto anche conto della (6), la formula
finale

u-7r

(25) Qr)=r+((p- 12"~ p8) w

che eprime Dintervallo spaziale relativo »' € So trasferito nello spazio
euclideo Sc e che insieme alla (6) fornisce il completo legame tra le com-
ponenti relative (r,6) e (v',8') di un intervallo assoluto OP in due rife-
rimenti diversi. Di qui si puo ritrovare la seconda delle (17) osservando
che, essendo i = Q(¢'),si ha 2’ =4 .+ = Q(s') - Q(v') = ¢ - Q(r").

OSSERVAZIONE 6. La rotazione Q é ortocrona perché i vettori ¢’ e
¢ = Q(c') sono ortocroni. Siccome

¢ Q(e)=c c=-cp,

si vede che @ & una rotazione di pseudoangolo x tale che (si veda il §12,
Cap. I)

p = tanh x.
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4. Le trasformazioni delle velocita

Si considerino, come nel § precedente, due riferimenti inerziali K e
R’, determinati dai vettoric e ¢’. Si consideri quindila storia di una par-
’ : . 3 . .
ticella. Per il vettore velocitd assoluta sussiste la doppia decomposizione
relativa

(1) V=y(w+te)=7'(v'+c)

Ricordata la definizione (12) - §3 del fattore di Lorentz, si ha successi-

vamente:

7/:'55‘/'6,:—{5‘/'(“"—6)
—_——-f;—('y(erc)-u{-V-c)
u v
:P’Y(l_ c? )

Di qui, per la definizione (11) - §2 del fattore di Lorentz, segue l'ugua-
glianza

v _dt _ o
(2) ?“dtr"p’

valida lungo la storia della particella, posto

1
(3) ‘7:1 ITRET

c?

Alle (2) e (3) corrispondono per simmetria le uguaglianze analoghe

, 7 _d_d
(2) 5 Todt p
e

1
(3') o' = Y
1- 2

Dalle (2) e (2') segue:

(4) oo’ = p°.
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Cid premesso, si osserva che dalla trasformazione di Lorentz (17),
del §3 segue, derivando rispetto a ¢':

de' _ dtde' _ o d
dt' dt’ dt ';Ei(p(”““t)) 2‘7(‘(;;*“)~

Operando allo stesso modo sulle (16) si vede che tra le componenti car-

tes1anf3 delle velocita relative ai due riferimenti intercorrono i seguenti
legami,

(5) ’U; = U(?)z. - u), Uy = = Uy, ’0; —

posto

v = U1+ v, + v, k, v’ = vy’ +vyg + oLk
OsSERVAZIONE 1. Dalla (1) segue
(5) v =20 put (2=
pF (p e

Possiamo allora applicare al vettore v’ la Prop. 2 del § precedente ed
ottenere cosi la formula

(6) Q@q:%v-Tf;O+%>u

che esprime il teorema dei moti relativi in relativita ristretta. Questa
formula & equivalente a

© leer=o (o [(1-1) 20 ] W)

Si ha infatti:

P ( o‘> op (1 1 o 1 .
— 14— = T RO I u-v
o\ 0) TTaE T 1+p<1+p c2>

I

0<1_ p pP—lu-v (P lu-w
1+ p p2 u2 p u2 ’
Dalla (6) o dalla (6") si possono far seguire le (5) moltiplicando scalar-

mente per i tre versori (2,7 k). La (6' . : :
i 2 puo anche otteners
rispetto a t la (25) del §3. ) nersi derivando
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5. Dinamica di una particella materiale

Anche in relativita ristretta lo schema dinamico pilt semplice, adatto
allo studio del moto di corpi poco estesi, ¢ quello di punto o particella
materiale. Un punto materiale & caratterizzato da un numero positivo
m detto massa propria. Come in meccanica newtoniana assumiamo
come principio che i moti di un punto materiale siano governati da una
equazione dinamica assoluta

dv

dove per la forza assoluta F & postulata una legge di forza, cioe
una dipendenza dalla posizione del punto nello spazio-tempo e dalla sua
velocita assoluta:

(2) F = F(R,V).
La legge (1) puo anche scriversi

(1) mA=F,
dove il vettore

(3) A=

& ’accelerazione assoluta. Essendo V' a norma costante, questo vet-
tore & sempre ortogonale a V

(4) A-V =0
e quindi necessariamente del genere spazio. Pertanto:

ProprosizIONE 1. Lalegge di forza (2) deve essere tale da rendere
il vettore forza assoluta F sempre ortogonale alla velocita assoluta V':

(5) F(R,V)-V =0.

Non sono ammissibili leggi di forza puramente posizionali, cioé non di-
pendenti da V.
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' La.legge di forza piu semplice da considerarsi & una legge di forza
lineare in V', cioe del tipo

(6) F=-¢(V)

[&

dovle ¢ e un endomorfismo lineare dipendente dal punto P € M, vale
a dire un campo di tensori del tipo (1,1) (che supponiamo C'*°). La

. 1 . . .y )
presenza del .coefﬁmente 5 sara giustificata dalle considerazioni che se-
gu;ranno.o Rllspetto ad un qualunque sistema di coordinate cartesiane
(%) = (2% 2!, 2%,2%) 1a (6) si traduce nelle equazioni

(6" Fﬁ=%¢ﬁV%

[

Siccome si € in uno spazio pseudo-euclideo la @ puo anche essere inte-

pretata come forma bilineare (cioé come campo tensoriale dj tipo (0, 2))
ponendo ,

(7) Q(V.U)=U - (V).

Cio significa che le componenti (p,5) della forma bilineare @ sono otte-
nute dalle (¢?) con la solita regola dell’abbassamento degli indici:

!
(7) Pap = £ Gyp-
La (5) si traduce in questo caso nell’uguaglianza
(8) e(V,V) =0

vah.dfm per ogni vettore V. Questa mostra che ¢ & necessariamente
antisimmetrica. In componenti:

(8,) Paf = ~ Pa-

Si & cosi dimostrato che

PRrROPOSIZIONE 2. La pill generale legge di forza lineare nelle ve-

loci'té.x e del tipo (6) dove ¢ & una 2-forma (cioé una forma bilineare
antisimmetrica).

Il tipo di forza ora considerato si ritrova effettivamente in natura: &
la forza che viene esercitata sopra una particella dotata di carica elettrica
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da un campo elettromagnetico rappresentato (nel vuoto) dalla 2-forma
. Per riconoscerlo occorre esprimere ’equazione assoluta del moto (1)
e la legge di forza (6) in termini relativi ad un generico riferimento
inerziale. Cominciamo con P’esaminare la legge di forza (6).

PROPOSIZIONE 3. Assegnato un riferimento inerziale R rappresen-
tato dal vettore ¢, ogni 2-forma ¢ sullo spazio-tempo di Minkowski M e
equivalente ad una coppia (E, B) di vettori spaziali rispetto ad R (cioé
ortogonali a c). Assegnata ¢, i due vettori sono definiti da

(9) E=%ﬂd, B=~+xpB,

dove B & la restrizione di ¢ al sottospazio S dei vettori ortogonali a
c e * & Poperatore di aggiunzione in S (!). Viceversa, assegnata una
coppia di vettori spaziali (E, B) e considerato un qualunque vettore V'
decomposto nella somma

(10) V=st+ve, s-¢=0,

la 2-forma ¢ & definita dall’uguaglianza
(11) cp(V):C'yE—Bxs-i—-i—E-sc,
dove x & il prodotto vettoriale in S..
Dimostrazione. Si osservi che il vettore E definito dalla (9); &
spaziale: E-c = 1o(c)-c = L p(e,c) = 0. Inoltre B & spaziale per

definizione. Viceversa, si osservi che, qualunque siano i vettori (E, B)
dalla (11) e dalla (10) segue

V.ﬂV):@+7d'@7E—BXS+%E'Sd
=¢cyE-s—vcE-s5=0.

(1) L’operatore di aggiunzione *, cosi come il conseguente prodotto vet-

toriale X nella formula successiva (11), dipende dall’orientamento scelto
su S,. La presenza del segno — nella (9); & quindi del tutto inessenziale.
Essa tuttavia & dovuta a ragioni formali, stante I'interpretazione fisica
di B che sara illustrata pilt avanti. La presenza del fattore 1 nella (9);
ha le stesse motivazioni della (6). Si noti che se V = ¢ allora F' = E.
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Cid mostra che ¢ definita dalla (11) & effettivamente antisimmetrica.
Occorre allora dimostrare che, assunte le (9), con la (11) si ritrova la
stessa . Per ogni vettore s spaziale (cioé tale che s+ ¢ = 0) vale la
decomposizione

@(s) = B(s) + e

con B(s) vettore spaziale e & coefficiente opportuno. Questo coefficiente

si determina moltiplicando scalarmente per ¢ la precedente uguaglianza:

¢+ p(s)=—rc? Diqui segue:

1 1

1
f-c:-*c-cp(s):;:—z—s-cp(c):—c—s-E.

Ricordato ora il legame tra aggiunzione e prodotto vettoriale, per cui
B(s) = *B x s,1a (9); equivale a :

(9') B(s)=-B x s, s.c=0.
Si ha allora, applicando ¢ alla decomposizione (10):

P(V) = p(s)+7(c)
=pf(s)+ke+cyE

Il

1
- B xs+ —C—E-sc-f-c'yE.
Si trova cosi la (11). m

.OSSERVAZIONE 1. Interpretata la (10) come decomposizione relati-
va di una velocita assoluta V,

V:'y(v—{-c),

e.tenuto conto della legge di forza (6), la (11) esprime la decomposi-
zione relativa della forza assoluta F,

1
(12) F:'y(E———BXv%—lE-’uc)
c c?

in una parte spaziale 7(E'~ % Bx v) ed in una parte temporale S E v

' Se si riportano le decomposizioni relative (10) e (12) nell’equazione
dinamica (1) si prova che:
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PROPOSIZIONE 4. L’equazione dinamica assoluta (1) si spezza nelle
equazioni dinamiche relative

@:E'—EBX'U
C

dt
1
(13) i _ 10
dt — ¢2
dove
(14) p=mo, my=qm= e
v
-z

Dimostrazione. Tenuto conto che

_d
7-d7'

e del fatto che la massa propria m & costante, risulta
mg—‘i— i(m v)—i—i(m )c
ar T\ @\ T \me)
Stante la (12) ’equazione (1) si spezza nelle (13). m

OSssSERVAZIONE 2. Lo scalare positivo m, prende il nome di massa
relativa della particella. Si noti che m, > m, con m, = m se e solo
se la velocita relativa & nulla. Il vettore spaziale p prende il nome di
impulso relativo della particella (o anche di momento relativo). Al
vettore

(15) P=mV=p+m,c

si da il nome di impulso assoluto (o momento assoluto) (}).

(1) Nei testi di Fisica la massa propria o "massa di quiete” di una
particella & di solito denotata con mp, mentre la massa relativa, chiamata
semplicemente “massa”, & denotata con m. L’uguaglianza (14),, scritta
m = 7 mg, viene interpretata come fenomeno di crescita della massa col
crescere della velocita della particella.
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OssERVAZIONE 3. Il secondo membro dell’equazione (13);, cioe il
vettore

(16) F,:E—%wa

prende il nome di forza relativa o forza di Lorentz. E di questo
tipo la forza che un campo elettrico E ed un campo magnetico
B esercitano su di una particella dotata di carica unitaria. Qualora si
vogliano interpretare le equazioni trovate come equazioni della dinamica,
di una particella di carica elettrica e non unitaria (e massa propria m)
occorre sostituire i vettori (E, B) con (eE,eB), vale a dire la 2-forma

p con ew.

OSSERVAZIONE 4. L’equazione scalare (13), & conseguenza dell’e-
quazione vettoriale (13);. Infatti per la (15) tra p ed m, sussiste il
legame

oo

[+

ol'ﬁ

Derivando e tenendo conto della (13); si trova

dm, 1 dp_m}_ B
rzv E

m = e = =
"odt 2Py

OSSERVAZIONE 5. Se si introduce la quantita

(18) : E,.=m,c*

la (13), diventa

dE,
dt

Siccome il secondo membro & la potenza della forza relativa,

=F .v.

(19)

F..v=FE v,

la quantitd E, ha il significato di energia relativa della particella. Se
la particella & in quiete quest’energia si riduce alla energia propria

(20)
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OSSERVAZIONE 6. L’equazione di moto (13); & equivalente al se-
guente sistema dinamico

i,
@) dt
2
d—v:l— 1- = E——l—BXv—lE-’vv
dt m c? c c?

nelle incognite (r,v) posizione e velocita relative della particella, fun-
zioni del tempo relativo ¢. In queste equazioni i vettori (E, B) devono
intendersi come funzioni assegnate di (r,t). Per riconoscerlo basta deri-
vare la (14); rispetto a t:

dp_ dms . dv
dt —  dt "dt”

Di qui, isolando la derivata di v e tenendo conto di entrambe le (13) si
ricavano le (21). Il sistema dinamico (21) descrive dunque il moto di
una particella materiale relativistica in un qualunque riferimento iner-
ziale, nel caso in cui la forza assoluta dipende linearmente dalla velocita
assoluta.

EsgMpIo 1. Si consideri il caso in cui E = costante e B = 0. La
seconda equazione (21) coinvolge la sola funzione incognita v(t):

d 1 1

(22) L e (E-=E-vv).
dt  my c?

Di qui, moltiplicando vettorialmente per E, si ricava

d 1
E(Exv)-—~—7;7—E'vExv.

Cido mostra che la condizione E X v = 0 & invariante, cioe che se &
soddisfatta all’istante iniziale & sempre soddisfatta. Cid significa che se
v & inizialmente parallela a E, lo & sempre. Si consideri per semplicita

questo caso. L’equazione (22) si riduce allora ad una sola equazione
scalare

3
dv 2\ ?
“_p(1-%
(23) " < > ’



232 Capitolo VII 85

posto
E = Fu, F>0, v=v1

(non si confonda, qui e nelle formule seguenti, la componente £ = /|| E||
di E con l’energia propria !). Si tratta di un’equazione differenziale a
variabili separabili. Posto v = ¢ sin la (23) diventa

me cos 1951—1’i = F cos® ¥,
dt

cioe

dtand = £ dt.
me

L’equazione (23) & pertanto risolta implicitamente dalle equazioni
. E
(24) v(t) = ¢ sind(t), c(tand(t) — tandy) = — 1.
m

E conveniente rappresentare questo risultato come nella Fig. 5.1 che
mostra come cresce la velocitd v al crescere di LEt (si tenga presente
che se 1'unita di misura del tempo é il secondo, il raggio del cerchio
goniometrico & di circa 300.000 /{m). La velocita tende asintoticamente
al valore c. Dalla similitudine dei due triangoli di vertice il centro del
cerchio goniometrico si trae

Et
v(t): 2.2 242"
vVmie? + F2t

Questa e la soluzione della (23) con la condizione iniziale v(0) = 0. Posto
ancora r = z ¢ con un’integrazione si ottiene

(25)

(26) z(t) = %E(sec U — secdp).
Infatti:
dsectd = d—i—— —sinddtand = - -gdt = —E—d:c,
cos ¥ c me mc?
per cui

2
dr = Zn—E--dsecﬂ.
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3jm
o

%/29

v(t)

24t

Fig. 5.1

Se si pone z(0) = 0 e quindi ¥y = 0 dalla (26) si trae

mC2 m62

242

Si & cosl completamente determinato il moto della particella inizialmente
in quiete.

EseEMPIO 2. Si consideri il caso B = costantee F = 0. La seconda
delle (21) diventa

(28) — = - ——Bxw.

Moliplicando scalarmente per v si vede che sussiste I'integrale primo
della velocita

(29) v? = costante.

Dunque i moti sono tutti uniformi. Molriplicando invece scalarmente
per B, che ¢ costante, si trova 'integrale primo

(30) B . v = cotante.
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Si noti che essendo la base spaziale (e;) canonica, le componenti co-
varianti e contravarianti dei vettori spaziali coincidono. Per quel che
riguarda le componenti contravarianti (¢*?) della 2-forma ¢ va invece
osservato che quelle della prima riga e della prima colonna (cioé con
indice 0) cambiano di segno rispetto a quelle covarianti:

" = g% g% o5 = g% g o, = — q;.

Si ha pertanto
0 _El ”'EQ “’E3
Ey 0 -B; B,

(5) (p*P) =
E; By 0 -B

Es -By, B 0

DEFINIZIONE 1. Dicesi codifferenziale di una p-forma ¢ la p — 1-
forma é¢ le cui componenti contravarianti cartesiane sono

(6) (60)P7 = 8§, B

Questa definizione & valida per ogni p-forma su di uno spazio affine
euclideo di dimensione e segnatura qualsiasi e non dipende dalla scelta
delle coordinate cartesiane (z®). Essa si pud estendere alle p-forme (o
al tensori contravarianti antisimmetrici) su varietd riemanniane o pseu-
doriemanniane. Per una 0-forma (cioé una funzione) f si pone per defi-
nizione §f = 0. Nel caso di un campo vettoriale X si ha 6X = 0o X ¢
quindi

0X =divX.

Dalla definizione segue immediatamente che il codifferenziale & nilpoten-
te:

(7) 2o =0

DEFINIZIONE 2. Dicesi operatore di Laplace o laplaciano 1’o-
peratore

(8) A=dé+6d
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Il laplaciano A¢ di una p-forma ¢ € ancora una p-foima. Nel caso
di una funzione si ha

(9) Af = §df = divgradf = g°% 0,05 f.

Una p-forma ¢ detta armonica se soddisfa all’equazione di Laplace
(10) Ay = 0.

Un’equazione del tipo

(11) Ap =1

& detta equazione di Poisson. La teoria dell’integrazione delle equa-
zioni di Laplace e Poisson ¢ un importante capitolo della Fisica Mate-
matica.

PRroPOSIZIONE 1. Sia ¢ una 2-forma sullo spazio-tempo di Minkow-
ski equivalente, rispetto ad un assegnato riferimento, alla coppia di vet-
tori spaziali (E, B). Le condizioni

(12) ldp=0] |6p=0]

sono rispettivamente equivalenti alle due coppie di equazioni

divB =10 divE =0

(13) 1 6B 1 0E
— e = ——— —710t B =
phrw +rotE =0 o TO 0

Dimostrazione. (i) La condizione di chiusura (12); equivale in com-
ponenti alle equazioni

00y + 059~ + Oypap = 0.
Con la scelta (o, 8,7) = (0,¢,7) si trova I’equazione
0 = dowij + Bipjo + Ojpoi = OoBij — OiL; + 0; Es.
In forma intrinseca quest’ultima equazione si scrive

9B — dE’ = 0.
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Operando con I'aggiunzione e ricordando che *dE* = rotE, si trova la
seconda delle (13)y, osservato che

0 =

(eI
¥l

Con la scelta (a, 8,7) = (h,1,7) si trova la condizione
Onpij + 0:iBin + 0;8h: = 0,

cioe dB = 0, la quale & equivalente a d * B = 0 cioé a divB = 0.
(ii) La condizione 6o = 0 equivale in componenti alle equazioni

0 = 0a¢p™” = o + 0ip™”.

Con la scelta 8 = 0 ’equazione diventa 8, E? = 0 cioé divE = 0. Con la
scelta § = j si ha invece

0= 80(,90j + Oiﬂ” = — a()Ej - 8i(£kijBk) = - (‘)()Ej -+ Ejikain,
quindi
OE —*dB* =0,

per cui anche I'ultima equazione (13) & trovata. w

OsSERVAZIONE 1. Le equazioni (13) sono le ben note equazioni
di Maxwell per il campo elettromagnetico nel vuoto e senza cariche
sorgenti (in particolare le (13); formano la cosiddetta prima coppia e
le (13); la seconda coppia di equazioni di Maxwell). Le (12) implicano
A = 0 cioe che ¢ & una forma armonica. In presenza di materia carica
sorgente del campo, alla seconda delle (12) va sostituita I’equazione

(14) bp=J

dove a secondo membro compare il campo vettoriale J flusso di cor-
rente (si sottintende qui equivalenza tra campi vettoriali e 1-forme, si
aboliscono cioe i simboli b e §). Questo campo @ a sua volta espresso da

(15) J:P0V’

dove V' & la velocitd assoluta delle particelle cariche e po € la densita

di carica propria. La decomposizione relativa ad un riferimento & del
tipo

(16) J =p(v+ec),
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dove v & la velocita relativa delle cariche e

(17) p=7po

¢ la densita relativa di carica. La seconda coppia delle equazioni di
Maxwell diventa pertanto

divE =p

18

(18) lQ—Iz——rotB:EU
c Ot c

OsSERVAZIONE 2. Essendo 6% = 0, dalla (14) segue ’equazione
(19) §J =0

che prende il nome di equazione di continuita della carica. In un
riferimento inerziale assume la forma

dp
o1

Questa ¢ immediata conseguenza della decomposizione relativa di una
velocita assoluta:

0= 3ad® = BalpoV™) = Qo(paV°) + Bi(poV")
= Oy (poye) + Oi( poyv’').

(20) + div(pv) =0,

OsseErvAazIONE 3. La condizione di chiusura de = 0 sopra un
dominio semplicemente connesso implica, per il Lemma di Poincaré, I’e-
sistenza di una 1-forma potenziale « tale che

(21) @ = da.
In coordinate canoniche
(22) a = a;dzt + agda®.

Il campo vettoriale corrispondente ammette una decomposizione relativa
del tipo

1
(23) oz":A—Zc,oc7 A-c=0.
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Il campo scalare ¢ = aq prende il nome di potenziale scalare, Il campo
vettoriale spaziale A di componenti covarianti (a;) prende il nome di
potenziale vettore. Da queste posizioni seguono le equazioni (1)

10A
E=-%2 4 orad
(24) c gy Terade
B = —rotA

OSSERVAZIONE 4. Dato il campo elettromagnetico, il potenziale o
¢ determinato modulo il differenziale di un campo scalare f. Il passaggio
da un potenziale a ad un altro equivalente

(25) o =a+df

prende il nome di trasformazione di gauge. La corrispondente tra-
sformazione dei potenziali vettore e scalare mostra che

10
(26) A" = A +grady, o' = —J—.
c Ot
La seconda di queste equazioni mostra che & sempre possibile rendere
nullo il potenziale scalare rispetto ad un prefissato riferimento perché
I’equazione

1of
o— -2 =

cor =0

¢ sempre risolubile: basta prendere [ uguale all’integrale rispetto al
tempo di co. La prima equazione (26) mostra che & possibile rendere
nulla la divergenza del potenziale vettore, risolvendo ’equazione

divA+ Af =0,
che & un’equazione di Poisson. Entrambe queste condizioni possono
ottenersi simultaneamente. Dalla (25) segue anche o’ = §ox + 6df. Di

qui si vede che risolvendo I’equazione

b+ Af =0,

(*) Nei testi di fisica si puo trovare una convenzione che vede o e quindi
la coppia (A, ) cambiata di segno.
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che & ancora un’equazione di Poisson, & possibile rendere nullo il codif-
ferenziale del potenziale.

OsSERVAZIONE 5. Un campo elettromagnetico nel vuoto ed in as-
senza di cariche, ciod una soluzione delle equazioni (12) o (13), ‘prende
il nome di onda elettromagnetica. Introducendo un potenziale, la
coppia delle equazioni (12) € riassunta nell’unica equazione

(26) dda =0

che prende il nome di equazione assoluta delle onde elettron.lagne—
tiche. Lo studio di quest’equazione & dunque alla base della teoria delle
onde elettromagnetiche nel vuoto.
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