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CariToLo I

ELEMENTI DI ALGEBRA LINEARE

L’algebra lineare fornisce strumenti di calcolo e strutture di base
per la costruzione di modelli matematici della fisica e di altre scienze
applicate. Ne esamineremo alcuni elementi, parte dei quali gia trattati
in altri corsi del primo biennio di matematica, il cui richiamo tuttavia
ci consentira di evidenziarne gli aspetti applicativi.

Questo capitolo puo suddividersi in due parti. Nella prima parte,
paragrafi da 1 a 7, sono trattati spazi vettoriali “puri”, cioé senza alcuna
struttura aggiuntiva. Nella seconda parte sono invece trattati gli spazi
vettoriali dotati di un "prodotto scalare”, cioé di una struttura euclidea.

1. Richiami e notazioni

5i dice che un insieme E & uno spazio vettoriale o spazio lineare
sopra un corpo commutativo K se

(i) E definita un’operazione binaria interna su E,+:EXFE — F,detta
somma, soddisfacente agli assiomi di gruppo commutativo:

u+v=v+u, Yu,vekF,
(ut+tv)+w=u+(v+w), Vu,v,we€ FE,
J0€EE|u+0=u,VuekE,
VueE, IveE|u+v=0.
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(ii) E definita un’operazione K x E — E, detta prodotto per uno
scalare, tale da soddisfare alle seguenti condizioni:

alu+v)=au+av, VaeK, ueFEF,veFE,
(a+bu=au+bu, Va,beK, u e FE,
(ab)u = a(bu), Vabe K, ue FE,

lu=u, 1 = unita in K, Yu € F.

Gli elementi di F si dicono vettori, gli elementi di K scalari. Deno-
tiamo i vettori, salvo I’elemento neutro 0 € E (zero o vettore nullo),
con lettere grassetto (quasi sempre minuscole). Con lo stesso simbo-
lo 0 denotiamo anche lo zero del campo K. Per ogni vettoré u si ha
O0u = 0. Si denota con —u il vettore opposto a u, cioe il vettore per
cul w+(—u) = 0. Scriviamo v —u al posto di v+ (—u). Il vettore nullo
e l'opposto di un qualunque vettore sono unici (perché unici sono, in
un qualunque gruppo, ’elemento neutro e il reciproco di un qualunque
elemento). )

Tra gli spazi vettoriali sopra un assegnato campo K ritroviamo il
campo stesso e tutte le sue potenze cartesiane K", cioé 'insieme delle
n-ple di elementi del campo.

Un sottoinsieme 5 C E & un sottospazio se le proprieta (i) e (ii)
valide in F valgono anche per tutti gli elementi di 5. Se K e L sono due
sottospazi, denotiamo con K + L la loro somma, cioé l'insieme dei vettori
di F costituito da tutte le possibili somme di elementi di K e di L. La
somma K + L e I'intersezione K N L di due sottospazi vettoriali sono a
loro volta dei sottospazi. Denotiamo con E @ F la somma diretta di
due spazi vettoriali (sul medesimo corpo K): & il prodotto cartesiano
E x F dotato della naturale struttura di spazio vettoriale definita dalle
operazioni (u,w) + (v, w') = (v + o', w + w') e a(u, w) = (au, aw).
Denoteremo anche con w @ w un generico elemento di £ @ F. Si dice
anche che uno spazio vettoriale £ & la somma diretta di due suoi
sottospazi K e L se E = K+ L ese KNL = {0}. In tal caso ogni
vettore e la somma di due vettori univocamente determinati di K e L.
FE risulta pertanto identificabile con K & L.

Una scrittura del tipo

k
alvz+a2vg+...+akvk:2azvi
=1

prende il nome di combinazione lineare dei vettori v; con coeffi-
cienti ' € K. Due o pit vettori si dicono indipendenti se la sola
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combinazione lineare che fornisce il vettore nullo & quella a coefficienti
tutti nulli:

k
Zaivi:O = a‘'=0.
i=1

Uno spazio vettoriale & detto a dimensione finita se ammette una
base costituita da un numero finito n di vettori, cioé un insieme di n
vettori indipendenti che generano tutto E tramite tutte le loro possibili
combinazioni lineari. Il numero n coincide col massimo numero di vettori
indipendenti in un qualunque insieme di vettori. Esso prende il nome
di dimensione dello spazio. Scriveremo E, oppure dim(F) = n per
indicare che la dimensione dello spazio vettoriale £ & n. Una generica
base di E sara denotata con (e, ez,...,e,) o brevemente con (e;), dove
I'indice ¢ sara inteso variare da 1 a n. La scrittura

n
v=vles+vles+...+0"%e, = E v e;
g==1

é la rappresentazione di un generico vettore v € F secondo la base (e;).
I coefficienti di questa combinazione lineare sono le componenti del
vettore v. Le componenti di un vettore, fissata la base, sono univoca-
mente determinate. Si noti la diversa posizione degli indici riservata
alle componenti (v?), in alto anziché in basso. Si conviene tuttavia di
omettere il simbolo di sommatoria per indici ripetuti in alto e in bas-
so (convenzione di Einstein). Allora la rappresentazione precedente si
scrive piu semplicemente
v =1v'e;.

Si noti che non ha importanza la scelta dell’indice, purché la lettera usa-
ta appartenga ad un insieme precedentemente convenuto (per esempio,
lettere latine minuscole, lettere greche, lettere latine maiuscole dopo la
I, e cosi via). Se per esempio conveniamo che le lettere latine minuscole
a partire dalla h varino da 1 a n, la precedente scrittura & del tutto
equivalente alle seguenti:

v=0ole, wv= vVe;, v= v* ey,

La diversa collocazione degli indici e la sommatoria sottintesa per indici
ripetuti in alto e in basso sono convenzioni tipiche del calcolo ten-
soriale, i cui primi elementi saranno illustrati in questo capitolo. Il
formalismo che ne deriva & agevole e sintetico.
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Le formule riguardanti il calcolo vettoriale o tensoriale sono in ge-
nere di tre tipi. Una formula & di tipo intrinseco o assoluto se essa
coinvolge vettori o tensori ed operazioni definite su questi senza 'inter-
vento di basi. Ad una formula di tipo intrinseco corrisponde sempre una
formula con indici o in componenti, conseguente alla scelta di una base
generica. Vi sono infine formule, con indici, valide soltanto per una base
particolare o per una classe particolare di basi. Per sottolineare questa
circostanza useremo sovente un’uguaglianza con asterisco: =.

Per quel che riguarda il concetto di dimensione & opportuno ricor-
dare che per due sottospazi di uno spazio vettoriale E vale la formula
di Grassmann (Hermann Giinther Grassmann, 1809-1877)

dim(K + L) + dim(K N L) = dim(K) + dim(L).

Un’applicazione A: £ — F da uno spazio vettoriale E ad uno spazio
vettoriale F si dice lineare se

Alau +bv)=aA(u)+bA(v) (Vu,v € E, Ya,be K).

Si dice anche che A & un omomorfismo lineare. Denoteremo in genere
gli omomorfismi lineari con lettere maiuscole in grassetto. Denoteremo
con

Hom(E; F)

o semplicemente con

L(E; F)

P'insieme delle applicazioni lineari da E a F. Quest’insieme ha una
naturale struttura di spazio vettoriale, con la somma A+ B eil prodotto
a A per un elemento a € K definiti da

(A+ B)(v) = A(v) + B(v), (¢ A)(v) =a Av).

Pit in generale, se (Ey, Es, ..., E,, F) sono spazi vettoriali, un’ap-
plicazione
AtEy X Ey X ...XE, - F

¢ detta p-lineare (genericamente multilineare) se & lineare su ogni
argomento. Ad esempio ’applicazione R* — R:(z, y) — xy & bilineare
(V'insieme dei numeri reali R ha un’ovvia struttura di spazio vettoriale
su se stesso, di dimensione 1). Denoteremo con

L(E1, Ey,... ,Ey; F)

§2 Applicazioni lineari 5

Iinsieme delle applicazioni multilineari da £y X Fy X ... X E, a F'. An-
ch’esso € dotato di una struttura naturale di spazio vettoriale.

In queste lezioni ci limiteremo a considerare solo spazi vettoriali
reali (cioé sul campo dei reali, K = R) e a dimensione finita.

Nei prossimi paragrafi esamineremo i seguenti spazi di applicazioni:

L(E; F)= Hom(E, F) applicazioni lineari
L(E;R) = E* spazio duale di E
L(E;F)= End(E) endomorfismi lineari su F
L(E,E;R) = Ty(E) forme bilineari su E

L(E™,...,E",E,... ,E;R) = T}(E) tensori di tipo (p,q).
R i
p volte g volte

2. Applicazioni lineari

Sia A € Hom(F; F). Denotiamo con A(F) I'immagine di A, cioé
il sottinsieme di F formato da quegli elementi che sono immagini secondo
A di elementi di E, e con Ker(A) o anche A7(0) il nucleo di 4, vale a
dire il sottinsieme di E costituito dalle controimmagini dello zero di F*

A(E)={v € F|3u € E|v= A(u)},
A7Y(0) = Ker(A) = {u € E| A(u) = 0}.

Entrambi questi sottinsiemi sono dei sottospazi. Denotiamo con A(S)
Pimmagine secondo A di un sottinsieme § di F. Se S & un sottospazio,
anche A(S) ¢ un sottospazio. Vale I'uguaglianza

(1) dim (Ker(A)) + dim (A(E)) = dim(E),

che & conseguenza diretta del fatto che A(FE) & isomorfo allo spazio
quoziente E /Ker(A), costituito dalle classi della relazione di equivalenza
su F definita da: v ~ v’ <= v —v' € Ker(A).

Un isomorfismo ¢ un omomorfismo lineare biettivo. Se A: F — F
e un isomorfismo, i due spazi F ed F si dicono isomorfi. Essi hanno
necessariamente la stessa dimensione. Un omomorfismo A e un isomor-
fismo se e solo se Ker(A) = 0.

Siano m ed n le dimensioni di £ ed F rispettivamente. Scelta una
base (e;) di F ed una base (f,)di F(:=1,...,m; a=1,...,n),ad
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ogni A risulta associata una matrice di numeri (A%) definita dall’ugua-
glianza

(2) Ale:) = A7 £,

detta matrice delle componenti di A. La (2) mostra che per ogni in-
dice 7 i numeri A§ danno le componenti del vettore A(e;) € F nella base
(fa)- La (2) & la scrittura sintetica del seguente sistema di uguaglianze:

Ale1)=Alf1+ AT fo+. .+ AL S,
@) Aley) = Ay f1+ A3 fo+.. .+ AT F,
Alen) = Ay F1+ AL fo+ ...+ A% F,

La matrice delle componenti definisce completamente ’azione di A: al-
I'uguaglianza (assoluta) v = A(u) corrisponde 1’'uguaglianza in compo-
nenti

(3) v¥ = A%y}

1]

[s4 ]
V=7 1&’ U = ulei.

Infatti per la linearita di A risulta:
v=A(u'e;)=u Ae;) =u' A% f.
La (3) & I’espressione sintetica di un sistema di n equazioni lineari:

vl = Alwl + Alu? 4+ .+ AL um

(3 v2:A%u1+A%u2+...+A3num

" = Aful + A ul 4. 4+ AT ™

OsSERVAZIONE 1. Se si conviene che I'indice in basso ¢ della matrice
(Af) sia indice di riga e I'indice in alto « sia indice di colonna, per cui

Al A L. AD
(4%) = A A} ... AT

AL A% . An

§2 Applicazioni lineari 7

e quindi che le componenti dei vettori, (v®) e (u*), formino dei vetto-
ri riga, allora la (3’) si riscrive in termini di prodotto di matrici alla
maniera seguente:

Al A2 L Ap

" 1,2 n 1,2 m A A Af
(3")  (vh 0% 0" = (ueP L u™) . . . .
AL A2 oA

Si noti bene che a secondo membro il prodotto di matrici & righe per
colonne.

Se invece si adotta la convenzione opposta, cioé che I'indice in alto
a della matrice (A) sia indice di riga e 'indice in basso 7 sia indice di
colonna, per cui

Al Al oA
3 A7 AR ... A%
(A7) = : : : N

AP AP ... An

e quindi che le componenti dei vettori, (v®) e (u'), formino dei vettori
colonna, allorala (3') si riscrive ancora in termini di prodotto di matrici:

ot AL AL ALy

fv2 A% A% PN A,lzn u2
(3///) : —_

o Ap Ap ..oan ) \um

A secondo membro il prodotto di matrici & ancora righe per colonne.

E bene a questo proposito osservare che mentre la scrittura a secon-
do membro della (3), AZ u®, & del tutto equivalente a u* A%, i prodotti
matriciali nella (3") e nella (3"") non sono certamente commutabili.

La corrispondenza tra endomorfismi e matrici definita dalla (2) di-
pende ovviamente dalla scelta delle due basi, in E e in F: se queste
cambiano, cambiano anche le componenti degli endomorfismi. Una con-
seguenza immediata delle precedenti considerazioni & che

(4) dim(Hom(FE, F)) = dim(E) - dim(F).
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OSSERVAZIONE 2. Determinare il nucleo di un endomorfismo A
equivale a risolvere il sistema di equazioni lineari omogenee

(5) A%zt =0,

composto da n equazioni, nelle m incognite (z¢) (che sono le componenti
dei vettori di Ker(A)). Risolvere il sistema lineare non omogeneo

(6) AY zt = a®

significa invece determinare le controimmagini secondo A del vettorea €
F di componenti (a%). Se a non appartiene all’immagine A(E) questo
sistema non ha soluzione. Se invece a € A(F) allora il sistema ha per
soluzione tutte e sole quelle m-ple di numeri (z?) che sono componenti
dei vettori di una classe di equivalenza di E/Ker(A). Quindi le soluzioni
sono oo*, con k = dim (Ker(A)). Se k = 0 (cioé se A & un isomorfismo)
si ha una ed una sola soluzione per ogni scelta delle (a®). Si noti che
per la (1), k = m — r, dove m = dim(E) e r = dim (A(E)).

DEFINIZIONE 1. Dicesi rango di un’applicazione lineare A la
dimensione della sua immagine. Lo denotiamo con rank(A).

E notevole il fatto che il rango di un endomorfismo A coincide, qua-
lunque siano le basi scelte, con il rango della matrice delle componenti
(A%) che &, per definizione, il massimo ordine delle sue sottomatrici qua-
drate non singolari, cio¢ a determinante non nullo. La dimostrazione &
lasciata come esercizio.

3. Spazi duali

Un’applicazione lineare a: E — R da uno spazio vettorale £ allo
spazio R dei numeri reali & detta forma lineare su E o covettore. Lo
spazio L(E;R) delle forme lineari & piu semplicemente denotato con E*
ed & chiamato spazio duale di F.

Al posto di a(v) useremo il simbolo

(v, )

§3 Spazi duali 9

per denotare il valore del covettore a sul vettore v. Diremo che (v, @)
é la valutazione di a su v o, viceversa, di v su a. Ponendo F' = R in
quanto si & detto nel paragrafo precedente, si vede in particolare che

dim(E*) = dim(E).

Esiste un’isomorfismo canonico ¢: E — E** tra lo spazio biduale
E** = L(E*;R) e lo spazio E stesso, definito dall’uguaglianza

(2) (o, (v)) = (v, a).
Gli elementi di E** saranno di seguito sempre identificati con i vettori
di E.

Ad ogni sottospazio K C E associamo un sottospazio K° C E*,

detto polare di K, costituito da tutti i covettori che annullano tutti gli
elementi di K:

(3) K°={a€ E*|{u,a) =0,Yu € K}.

Sussistono le seguenti proprietd, qualunque siano i sottospazi K e L di
E:

dim(K) + dim(K°) = dim(E),

K°° =K,
(4) K°CcLl° <« LCK,

(K+L)Y=K°nlL°,

K°+L°=(KnlL).
La loro dimostrazione ¢ lasciata come esercizio. Si noti che la seconda
di queste uguaglianze sottintende ’intervento dell’isomorfismo canonico
tra lo spazio e il suo biduale e che inoltre, in virti: di questo isomorfismo,
le ultime due uguaglianze (4) esprimono la medesima proprieta.

Ad ogni base (e;) di E corrisponde un base duale in E*, che
denotiamo con (e'), definita implicitamente dall’uguaglianza:

(5) <e]’,€i> = 6;

dove 6; ¢ il simbolo di Kronecker (Leopold Kronecker, 1823-1851):

; {1 se i=7
5j: . .
0 se 1#£7
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Per ogni v € F e a € E* valgono le relazioni:

(6) v=rie;| > |v'=(v,¢e)
(7) a=oe| < |a;={e;,0q)
(8) (v,a) = a; v

La loro dimostrazione & lasciata come esercizio. Si osservi la diversa
posizione degli indici delle componenti di un covettore (in basso, anzi-
ché in alto come per le componenti dei vettori) e la simmetria formale
di queste uguaglianze. L’equivalenza (6) mostra che le componenti di
un vettore sono ottenute valutando sul vettore gli elementi della base
duale. Analogamente la (7) mostra che le componenti di un covettore
coincidono con le valutazioni di questo sugli elementi della base di E.
Infine la (8) mostra che la valutazione tra un vettore ed un covettore e
data dalla somma dei prodotti delle componenti omologhe.

OSSERVAZIONE 1. Rappresentazione geometrica dei covettori. Ad
ogni covettore @ € E* si possono far corrispondere due sottoinsiemi di
E:

Ao ={z € El(ma)=0}, A ={zcE|za)=1}

Ap & un sottospazio di codimensione 1, A; € un suo laterale. La cono-
scenza di questi due sottoinsiemi (in effetti basterebbe la conoscenza del
secondo) determina completamente a. Infatti, dato un vettorev € E, 0
év € Ay, e allora poniamo (v,a) = 0,oppure e v = Az con x € A, eal-
lora poniamo (v, ) = A. Si osservi che, denotate con (z*) le componenti
di un generico vettore x, i due sottoinsiemi Ag e A; sono rispettivamente
definiti dalle equazioni

ai:c’:O, Oéi.TZ:l.

Si tratta di una coppia di ”iperpiani” paralleli, il primo passante per
Porigine.

84 Endomorfismi lineari 11

Fig. 3.1: rappresentazione geometrica dei covettori.

4. Endomorfismi lineari

Denotiamo con End(E) lo spazio delle applicazioni lineari L(F; F)
di uno spazio vettoriale F in se stesso, cioé lo spazio degli endomor-
fismi di £. Denotiamo semplicemente con AB la composizione di due
endomorfismi A o B. L’operazione di composizione degli endomorfismi
conferisce allo spazio End(F) la struttura di algebra associativa con u-
nita; 'unita e ’applicazione identica di F in se stesso, che denotiamo
con idg o con 1g o semplicemente con 1. Denotiamo con 0: £ — F
P’applicazione che manda tutti i vettori di £ nello zero.

Gli endomorfismi invertibili sono detti automorfismi o trasfor-
mazioni lineari di E. Formano un gruppo che denotiamo con Aut(E).
Si denota con A~ P’inverso di un automorfismo A.

Scelta una base (e;) dello spazio E, denotata con (¢¢) la sua duale,
le componenti di un endomorfismo A formano una matrice quadrata
(A7) di ordine n. Particolarizzando al caso presente quanto visto al §2,
essa e definita implicitamente dall’uguaglianza

(1) Ale:) = Al e

Applicando a quest’uguaglianza gli elementi della base duale, tenuto
conto delle relazioni evidenziate nel §3, si trova per le componenti di un
endomorfismo la definizione esplicita seguente:

(2) » Al = (A(e;),ef)
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L’uguaglianza v = A(w) si traduce, in componenti, nell'uguaglianza

(3) v = Al

OSSERVAZIONE 1. La matrice delle componenti dell’identit3 1 &,
qualunque sia la base scelta, la matrice unitaria, vale a dire:

(1)‘27 = 5;

OsSERVAZIONE 2. La matrice delle componenti di un prodotto di
endomorfismi & il prodotto delle due rispettive matrici:

(4) (AB)! = A] Bf

Si ha infatti, applicando la (2) e la (1):
(AB)] = (A(B(ey)), %) = (A(BF ex), &%)
= Bf(A(ex),e’) = BF Al
Si noti che se si conviene che l’indice in basso sia indice di colonna,

il prodotto matriciale nella (4) & righe per colonne: righe della prima
matrice (B¥) per le colonne della seconda matrice (A]). Si noti bene

pero che la scrittura Ai Bf a secondo membro della (4) & del tutto
equivalente a BF A7.

OssERVAZIONE 3. Gli automorfismi sono caratterizzati dalla riso-
lubilita del sistema lineare (3) rispetto alle (u7), quindi dalla condizione

det(A5) # 0.

La matrice delle componenti di A" & I'inversa della matrice (AL).

4.1. Il commutatore di endomorfismi

Le due operazioni binarie interne fondamentali nello spazio degli
endomorfismi End(E), consentono di definire una terza operazione bi-
naria interna, il commutatore. Il commutatore di due endomorfismi
A e B ¢ ’endomorfismo

(5) [A,B] = AB - BA.
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Si ha [A, B] = 0 se e solo se i due endomorfismi commutano. Il commu-
tatore [-,-] gode delle seguenti proprieta:

[AvB] = "[BaA]’
(6) (@A +bB,C] = a [A,C] +5 [B,C],
[A,[B,C]} +[B,[C, A]] +[C,[A, B]] = 0.

Le prime due, di verifica immediata, mostrano che il commutatore & an-
tisimmetrico e bilineare. La terza, la cui verifica richiede un semplice
calcolo, prende il nome di identita di Jacobi (Carl Gustav Jacob Ja-
cobi, 1804-1851). Uno spazio vettoriale dotato di un’operazione binaria
interna soddisfacente a queste tre proprieta prende il nome di algebra
di Lie (Marius Sophus Lie, 1842-1899). Dunque End(E) & un algebra
di Lie. Vedremo nel corso di queste lezioni altri esempi di algebre di Lie.

Nelle (6) la prima proprieta, cioé la proprieta anticommutativa, pud
essere sostituita da

(7) [A, A] = 0.

E infatti ovvio che la (6); implica la (7). Viceversa, se vale la (7) si ha,
successivamente:

0=[A+B,A+ B]=[A,A]+[B,B] +[A,B] + [B, A]
=[A,B]+[B, A].

Di qui la (6);.

4.2. 1l determinante e la traccia di un endomorfismo

Sebbene la matrice delle componenti di un endomorfismo cambi
al cambiare della base (fanno eccezione ’endomorfismo nullo e quello
identico), vi sono delle grandezze ad essa associate che invece non risen-
tono di questo cambiamento. Queste grandezze si chiamano invarianti
dell’endomorfismo: pur essendo calcolate attraverso le componenti, non
dipendono dalla scelta della base e sono quindi intrinsecamente legate
all’endomorfismo. 1l seguente teorema mette in evidenza i due invarianti
fondamentali.

ProprosizioNE 1. 11 determinante det(A%) e la traccia A} (ciod
la somma degli elementi della diagonale principale) della matrice delle
componenti di un endomorfismo non dipendono dalla scelta della base.
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Dimostrazione. Siano (e;) e (e;) due basi di E. Sussistono delle
relazioni del tipo

(8) €e; = EZI e = €, = Eii/ e;

dove (E{') e (E}) sono matrici regolari una inversa dell’altra, cio® tali
che

(9) E} B} =], W El =6

Siano () e (¢') le corrispondenti basi duali. Sussistono i legami

(10) e =El'e’| < |ei=ELe"

Siano (A7) e (Af,') le matrici delle componenti di un endomorfismo A
rispetto alle due basi date. Stante la definizione (2) e le relazioni (8) e
(10), si ha successivamente:

Al = (A(en),e”) = Ejj (A(e;), )
= B} EI (A(e;),e') = Ei Ei' Al

Si ottiene quindi I'uguaglianza

(11) Al = E} E] Al

che esprime la legge di trasformazione delle componenti di un endomorfi-
smo al variare della base. Cio posto, poiché il determinante del prodotto
di matrici & il prodotto dei determinanti, dalla (11) segue

det(A%) = det(Af)
e quindi che il determinante & invariante. Inoltre: A% = EJ E;' Al =
6} Al = A!. Dunque anche la somma degli elementi della diagonale

principale & invariante. m

E allora lecito introdurre la seguente definizione:
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DEeriNizIONE 1. Il determinante e la traccia di un endomorfismo
A € End(FE) sono i numeri

det(A) = det(4%),  tr(A)= AL,

dove (A;) ¢ la matrice delle componenti di A rispetto ad una qualunque
base di F.

OssERVAZIONE 4. Per la traccia ed il determinante di un endomor-
fismo valgono le seguenti proprietas:

tr(A + B) = tr(A) + tr(B),
tr(a A) = atr(A),

tr(AB) = tr(BA),

(12) { tr(1) = n,

det(AB) = det(A) det(B),
det(a A) = a™ det(A),
det(1) = 1.

4.3. Il polinomio caratteristico di un endomorfismo

Introduciamo ora un altro concetto fondamentale nella teoria de-
gli endomorfismi lineari, che come prima cosa ci consentird di definire

: ulteriori invarianti.

DEFINIZIONE 2. Dicesi polinomio caratteristico di un endomor-
fismo A € End(FE) il polinomio di grado n = dim(E) nell’indeterminata
z definito da:

(13) P(A,z)=(—-1)" det(A—z1)

Osserviamo che, essendo definito da un determinante, il polinomio
caratteristico e un invariante, non dipende cioe dalla scelta della base.
Si ha pertanto, comunque si scelga la base

P(A, &) = (—1)" det(A} — z 6})
Al—z A2 A}

(14) = (—1)"det
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Il segnante (—1)™ che interviene in questa definizione ha il compito di
rendere uguale a 1 il coefficiente di 2. E conveniente scrivere per esteso
il polinomio caratteristico nella forma seguente:

P(A,z) = Zn:(~1)klk(A) gk

= 2"~ [[(A)z" ! + L(A) 2" — ...+ (=1)" I(A).

(15)

Siccome questo polinomio € invariante, sono invarianti tutti i suoi coef-
ficienti Ix(A) (k = 1,...,n) (come si & osservato si ha semplicemente
Iy(A) = 1). Essi prendono il nome di invarianti principali di A.

La speciale scrittura a segni alterni (15) ¢ motivata dal seguente
notevole fatto: confrontando lo sviluppo del determinante (14) con la
scrittura (15), si osserva che Ix(A) risulta essere la somma dei minori
principali di ordine k della matrice (A;) Ricordiamo che un minore
principale & il determinante di una sottomatrice quadrata principale.
Una sottomatrice quadrata si dice principale se la sua diagonale prin-
cipale & formata da elementi della diagonale principale della matrice che
la contiene. Quindi in particolare,

(16) I,(A) = det(A), L(A) =tr(A),
per cui tra gli invarianti principali ritroviamo il determinante e la traccia.

Si pud constatare direttamente questo fatto per esempio nel caso
n = 3. La (14) diventa

Al -z A} A3
P(A,z) = — det Al Al-o A3
Al A2 Ad-=z

Ponendo z = 0 si vede subito che il termine noto del polinomio caratte-
ristico & — det( A7), per cui, essendo per la (15),

P(A,II?): 1173 —Il$2 +Ig.73-—[3

(scriviamo piti semplicemente I al posto di Iy(A)), risulta I5 = det(A7).
Per quel che riguarda il coefficiente I, di z, si osserva che esso si ottiene
derivando il polinomio caratteristico rispetto a z e ponendo poi z = 0.
Ricordando la regola di derivazione di un determinante (si derivano ad
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una ad una le singole colonne, per esempio, e si sommano i determinanti
cosi ottenuti), si trova che (usiamo il simbolo | | per il determinante):

—1 A2 A3 Al 0 43| |Al 42 o

L=—]0 A} A3|-|Al -1 4A3|-|Al A2 o
0 A2 A3 AL o A3| Al 42 -1
A3 A3 Al 43|, |Al Ap

:f@AaW&x@+A%@L

come asserito. Infine, il coefficiente —I; di z? si ottiene soltanto, nello
sviluppo del determinante, dal prodotto degli elementi della diagonale
principale,

(A} 2) (43 - 2) (43 — &) = (A} + A3 + A + ...

per cui Iy = A} + A3 + A.

4.4. Autovalori e autovettori di un endomorfismo

Un sottospazio S C F si dice invariante rispetto ad un endomor-
fismo A se A(S)C S. Un vettore v € F non nullo si dice autovettore

. di A se esiste un numero reale A tale da aversi

(17) A(v) = Av.

Un autovettore genera un sottospazio di autovettori (se si include lo ze-
ro), di dimensione 1 e invariante, che prende il nome di autodirezione.
L’equazione (17) puod anche scriversi

(18) (A—-A1)(v)=0.
Scelta comunque una base di E, la (18) si traduce in un sistema di n

equazioni lineari omogenee nelle incognite (v*), componenti dell’auto-
vettore v:

(19) (Al = A6D)vi = 0.

Tale sistema ammette soluzioni non banali se e solo se A annulla il de-
terminante della matrice dei coefficienti, cioe, vista la definizione (13),
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se e solo se A & radice del polinomio caratteristico di A. Le radici del po-
linomio caratteristico, cioe le soluzioni dell’equazione caratteristica,
algebrica di grado n,

P(A,z2)=0,

prendono il nome di autovalori di A. Il loro insieme {A1, Ag,..., A}
prende il nome di spettro di A.

Gli autovalori sono invarianti, nel senso sopra detto. Vista la for-
ma (14) con cui si scrive il polinomio caratteristico, dai noti teoremi
sulle radici delle equazioni algebriche segue che I'invariante principale
I(A) & la somma di tutti i possibili prodotti di k autovalori. Risulta in
particolare:

(20) Il(A)StI‘(A):/\1+/\2+...+/\n,
In(A) = det(A) = /\1 )\2 AN )\n

Chiamiamo molteplicita algebrica di un autovalore A, e la de-
notiamo con ma(A), la sua molteplicita come radice del polinomio ca-
ratteristico. Gli autovalori possono essere reali o complessi. Ad ogni
autovalore reale A corrisponde un sottospazio Ky C E di autovettori ad
esso associati, soluzioni cioé dell’equazione (17). Chiamiamo moltepli-
citd geometrica di A la dimensione del sottospazio invariante associato
K, e la denotiamo con mg(A). Si dimostra (la dimostrazione & in ap-
pendice al paragrafo) che & sempre

(21) ma(A) > mg(A).

Tuttavia, per alcuni tipi di endomorfismi vale sempre I'uguaglianza, per
esempio per gli endomorfismi simmetrici in spazi strettamente euclidei,
che esamineremo pill avanti. Osserviamo che sottospazi invarianti K M
e K, corrispondenti ad autovalori distinti hanno intersezione nulla:

(22) A1 # Ay = 1()\1 n ]\3\2 = 0.

Se A e un autovalore complesso allora gli autovettori associati sono
complessi: il sistema (18) fornisce soluzioni complesse v* = ut +  w.

Si & cosi condotti a considerare la complessificazione dello spazio
E, cioe lo spazio CE delle combinazioni v = w + 1w, con u,w € E, per
le quali si definiscono le due operazioni di somma e di prodotto per un
numero complesso in maniera formalmente analoga a quella della somma
e del prodotto di numeri complessi.
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Poiché ’equazione caratteristica ha coeflicienti reali, ad ogni autova-
lore complesso A = a+ ib corrisponde un autovalore coniugato A = a—ib
avente la stessa molteplicita. Si osserva inoltre che se v = w7 w & auto-
vettore associato a A, allora il vettore coniugato © = u—¢ w & autovettore
associato a A, e che ogni altro vettore complesso ottenuto moltiplicando
v per un numero complesso qualunque & ancora autovettore associato a

A

OSSERVAZIONE 5. Se v = u + ¢ w & un autovettore associato ad un
autovalore strettamente complesso A = a+ b (cioé tale che b # 0), allora
i vettori reali componenti (u,w) sono indipendenti. In caso contrario
infatti, da una relazione del tipo u = cw seguirebbe v = (¢ + i)w e
quindi dalla (17), dividendo per ¢+ ¢, A(w) = Aw con A solo elemento
complesso: assurdo. Decomposta allora la (17) nella sua parte reale e
immaginaria, risulta

(23) A(u) = au — bw, A(w) = aw + bu.

Di qui si osserva che il sottospazio generato dai vettori indipendenti
(u,w) & invariante in A. Sia II questo sottospazio (bidimensionale)
e si 11" il sottospazio invariante corrispondente ad un secondo vettore
complesso v’ = w' + iw’ sempre associato a A\. Non pud che essere
II = I’ oppure IINII" = 0. Infatti, se un vettore non nullo & appartenesse

" all’intersezione, con opportuna moltiplicazione degli autovettori per un

numero complesso, ci si puo ricondurre al caso in cui v = ' = . Dalla
prima delle (23) seguirebbe

A(z) = ax — bw, Az) = aw + bz,

da cui b(w — w') = 0, quindi w = w’. Cid significa che v = v’ e quindi
che IT = 1II".

Da queste proprieta si deduce che ogni autovalore complesso A in-
dividua un sottospazio invariante K che & somma diretta di sottospazi
invarianti bidimensionali. La sua dimensione & quindi pari e inoltre
K, = K5. In questo caso per molteplicita geometrica di A s’intende
la meta della dimensione di K. Vale ancora la disuguaglianza (21),
mentre la (22) va sostituita dalla piu generale

(24) M#AX, M#EAN = KyNK, =0.

K%k



20 Capitolo I 84

Dimostrazione della disuguaglianza (21). Sia A un autovalore reale
di un endomorfismo A. L’equazione caratteristica di A pud ovviamente
anche scriversi

det (A= A1) = (z—A\)1)=
(1) (@=A)"=L(A=A)(e =A™ 4 ...+ (=1)"I,(A - A1) =0,

facendo intervenire gli invarianti principali dell’endomorfismo A — A1.
Osserviamo ora che lo spazio invariante K degli autovettori associati a
A & il nucleo di questo endomorfismo, e quindi

mg(A) = n —rank(A - A1) =n — 7.

Il rango r dell’endomorfismo (A — A1) coincide con il rango della matrice
(Al - )\5’ ), comunque si scelga la base. Segue che gli invarianti

L(A=AL), ..., I;1(A— A1),

sono tutti nulli peché somma di minori principali di ordine maggiore di
r della matrice (AJ )\6]) Pertanto ’equazione caratteristica { si riduce
in effetti all’equazione

(2= 2"~ L(A=A1)(z = N 4.4 (=1) L(A= A)(z = A\)"" =0

Di qui si vede che A ¢ una radice di ordine n — r almeno, perché, pur
essendo per ipotesi i minori di ordine 7 non tutti nulli, non si pud esclu-
dere che la somma di quelli principali, vale a dire l'invariante I,,(A— A1),
non si annulli. Dunque ma(A) > n—r. Questa dimostrazione vale anche
nel caso in cui A & complesso, perché anche in questo caso mg(A\) = n—r
dove r & il rango della matrice (47 — \67). m

4.5. Il teorema di Hamilton-Cayley

Dato un endomorfismo A, se ne possono considerare le potenze:

A'=1, A'=A A =AA, ... AF=AA. A,
k volte

Quindi ad ogni polinomio di grado k

Pk(a:):aomk+a1zk"l+...+ak
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si pud associare I’endomorfismo
Pi(A) =ap A¥ +a; AF1 4+ 4 apl.

Un polinomio Pi(z) si dice annichilante di A se P;(A) si annulla
identicamente.

Sussiste a questo proposito il notevole teorema di Hamilton-
Cayley (William Rowan Hamilton, 1805-1865; Arthur Cayley, 1821-
1895): il polinomio caratteristico di un endomorfismo é annichilante:

A" —[(A)A™ ' + L(A)A™? — 4+ (-1)"I,(A)1 = 0.

Una prima conseguenza di questo teorema & che tutte le potenze di
un endomorfismo A formano un sottospazio di End(E) al pit di dimen-
sione 7, generato dall’identita 1 e dalle prime n» — 1 potenze di A.

* %k

Dimostrazione del teorema di Hamilton-Cayley. Basiamo la dimo-
strazione sull’osservazione seguente. Se sussite un’uguaglianza del tipo

(25) C(z)(A-z1)= Py(x)1

~dove Pi(z) & un polinomio di grado k£ e dove C(z) & un polinomio di

grado k — 1 in z a coefficienti in End(E), cioé del tipo
C(.’L’) = LL’k——l Cl +£L‘k_2 C2 + ...+.Z’Ck_1 +Ck,

allora Py(A) = 0 cioé Pi(z) & annichilante di A. Infatti, esplicitata
questa uguaglianza

(a:k_1 Ci+2"2Cy+...+2Cpr_1 + Cn) (A o’ 1)
= (aoxk-l—alxk_l +...+ak) 1
ed uguagliati i coefficienti delle varie potenze di z, si trova che

—~Clza01,
C]A—-szazl,

Cr1A-Cr=ar11,
CkA = Ak 1.
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Moltiplicando a destra rispettivamente per A* A¥~1 ... A le prime
k di queste uguaglianze, e sommando poi membro a membro si trova
0 = Py(A), come asserito. Cio posto, si tiene conto del fatto, dimostrato
pitt avanti (§7, Oss. 5), che per ogni endomorfismo B esiste sempre un
endomorfismo B, 'endomorfismo complementare, per cui

B B = (det(B)) 1.

Se ora si prende ’endomorfismo B = A — z 1, con indeterminata z,
per la definizione di polinomio caratteristico 1’uguaglianza precedente
diventa

(-1)"B(A-=z1)= P(A,z)1.

Questa & del tipo (25) (con k = n e C(z) = (—1)" B) perché ’endomor-
fismo complementare B ha come componenti dei determinanti di ordine
n—1 della matrice (B;) = (A; -z (53-), ed & quindi un polinomio di grado
n —1in z. Pertanto P(A,A)=0. m

5. Forme bilineari

Una forma bilineare su di uno spazio vettoriale £ & un’applica-
zione bilineare di £ x F in R. Lo spazio delle forme bilineari, in accordo
con quanto detto all’inizio di questo capitolo, é denotato con L(E, F;R).

Un esempio elementare notevole di forma bilineare & dato dal pro-
dotto tensoriale a ® 3 di due forme lineari a, 3 € E*. Esso & definito
dall’uguaglianza

(1) (@ ® B) (u,v) = (u,a){v, B)

~ Se (&) & la base duale di una base (e;) di E allora gli n? prodotti
e’ @ €’ formano una base di L(F, E;R). Data una forma bilineare ¢, i
numeri

(2) wi; = ple;, e;)

sono le componenti della forma secondo la base e’ ® 7:

(3) Y = ©;j e @el
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Con abuso di linguaggio essi si dicono anche componenti di ¢ secondo
la base (e;). Per ogni coppia di vettori si ha:

(4) P(u,v) = @i ut vl

La dimostrazione di quanto ora affermato é lasciata come esercizio.

Le componenti (¢;;) formano una matrice quadrata n x n. Conve-
niamo che il primo indice sia indice di riga, il secondo di colonna.

Al cambiare della base le componenti di una forma bilineare cam-
biano con la legge seguente,

(5) Pirgr = Eii, EJJ:, Pijs

deducibile dalla definizione (2) con un metodo analogo a quello visto per
gli endomorfismi. Si vede dalla (5) che, a differenza di cio che accade
per gli endomorfismi, il determinante della matrice delle componenti di
una forma bilineare non & un invariante. Si puo perd dimostrare che
il rango della matrice ¢ un invariante. Questo pertanto viene definito
come rango della forma bilineare. In particolare, una forma bilineare si
dice regolare o non degenere se vale la condizione

(6) plu,v)=0,Vo e E = u=0

oppure la condizione equivalente

(6") pu,v)=0,Vu e E = v =0.
Entrambe sono equivalenti alla condizione

(6") det(pij) # 0.

In questo caso la forma bilineare ha rango massimo (= n). Che la (6")
sia equivalente alla (6) segue dal fatto che, in componenti, "implicazione
(6) si scrive:

piju'v! =0, V(v')eR* = u'=0.
Questa si semplifica in

3

(,oijui:O = u' =0,
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ed esprime la circostanza che il sistema lineare omogeneo (di n equazioni
in n incognite) ¢;; u* = 0 ammette solo la soluzione nulla.

DEFINIZIONE 1. La trasposta di una forma bilineare ¢ & la forma
bilineare ¢ | definita da

(7) @ (u,v) = p(v,u)

Si ha ovviamente ¢ | T = ¢.

DEFiNIZIONE 2. Una forma bilineare si dice simmetrica (rispetti-
vamente, antisimmetrica) se

(8) el =p (isp. @' =—¢),
(9) p(u,v) = p(v,u),  (risp. p(u,v) = —p(v,u)).

Questa condizione si esprime, qualunque sia la base scelta, nella
simmetria (risp. nella antisimmetria) della matrice delle componenti
(basta porre (u,v) = (e;, e;) nella (7)):

(10) wij = @i, (Tisp. @ij = — @)

Una forma bilineare ¢ & decomponibile nella somma della sua parte
simmetrica > e della sua parte antisimmetrica @®. Vale ciod
l'uguaglianza

(11) @ =+ "

posto

!

1 1
¢° = (e to o =cle-eh)

5.1. Forme bilineari simmetriche e forme quadratiche

Esaminiamo ora alcune proprieta fondamentali delle forme bilineari
simmetriche.
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Sia ¢ una forma bilineare simmetrica. Due vettori si dicono coniu-
gati (o anche ortogonali) rispetto a ¢ se ¢(u,v) = 0. In particolare
un vettore si dice isotropo se & coniugato con se stesso, p(u,u) = 0,
unitario se invece ¢(u,u) = 1. Una base (e;) di F si dice canonica
(sempre rispetto a ¢) se tutti i suoi vettori sono unitari o isotropi e fra
loro coniugati, cioé se, dopo un eventuale riordinamento della base, la
matrice della componenti assume la forma:

1, 0 0
(12) (pig)=| 0 -1 0
0 0 0

dove 1, e 1, denotano le matrici unitarie di ordine p e ¢ rispettivamente.
In una base canonica si ha quindi (si confronti con la (4)):

p ptq
(13) p(u,v) = Z u® v® — Z ul v®.
a=1 b=p+1

Si dimostra (la dimostrazione & in appendice al paragrafo) che esisto-
no basi canoniche e inoltre che in ogni base canonica la matrice delle
componenti & sempre la (12), vale a dire che gli interi p e ¢ sono inva-

~ rianti rispetto alla scelta di basi canoniche. Questa notevole proprieta

¢ nota come teorema di Sylvester o legge di inerzia delle forme
quadratiche (James Joseph Sylvester, 1814-1897). Alla coppia di inte-
ri non negativi (p, ¢) si da il nome di segnatura della forma bilineare
simmetrica .

Si osserva dalla (12) che la somma p + ¢ & uguale al rango di .

Per calcolare la segnatura di una forma bilineare simmetrica ¢ ba-
sterebbe determinare una base canonica (o almeno una base di vettori
fra loro ortogonali) (e;) e valutare quindi i segni dei numeri ¢(e;,e;).
La determinazione di una base canonica (si veda la dimostrazione della
loro esistenza a fine paragrafo) puo tuttavia, nella pratica, risultare la-
boriosa. Si puo allora fare ricorso ad un metodo assai rapido, illustrato
nel seguente enunciato (1)

ProposizIONE 1. Sia (¢;;) la matrice delle componenti di una
forma bilineare simmetrica ¢ relativa ad una base qualsiasi. Si consideri

() Una dimostrazione si trova in F.G. TricoMl, Lezioni di Analisi
Matematica I (CEDAM, Padova).
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una qualunque successione di sottomatrici quadrate principali, di ordine
crescente da 1 a n, ciascuna propriamente contenuta nella successiva:

My, M, ... ,M,= ().

Allora I'intero g della segnatura (p, ¢) & uguale al numero delle variazioni
di segno della successione di numeri

1, M, det(Mg), R det(Mn) = det(goij),
dalla quale siano stati eliminati gli eventuali zeri.

Calcolatol’intero ¢, I'intero p viene poi calcolato conoscendo il rango
r della matrice: p = r — ¢. Si noti bene che questo metodo per il
calcolo della segnatura lascia piena libertd di scelta della base e delle
sottomatrici della successione.

Una forma quadratica su di uno spazio vettoriale E & un’appli-
cazione ®: I/ — R tale che ’applicazione

6®:FE x E — R,

detta polarizzazione di ® e definita da

(14) §B(u,v) = = (B(u + v) — B(u) — $(v)),

N} =

¢ una forma bilineare (ovviamente simmetrica). Pertanto, per la sua
stessa definizione, ad una forma quadratica corrisponde una forma bi-
lineare simmetrica. Viceversa, se ¢ & una forma bilineare simmetrica
allora 1’applicazione @: E — R definita da

(15) P(u) = p(u,u) = ;; u' vl

¢ una forma quadratica tale che §& = . Infatti:

08(u,0) = 5 (B(u +v) - B(u) - $(o))
:—21—(90 (u+v,u+v) - @(u,u) - @(v,v))
:%(cpuu)+cpvv)+2§a(uv) e(u,u) - (v, v))
:(p(’u,,’v)
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Vi e dunque una corrispondenza biunivoca fra forme quadratiche
e forme bilineari simmetriche. Stante questa corrispondenza tutte le
definizioni e le proprieta stabilite per le forme bllmearl si trasferiscono
alle forme quadratiche, e viceversa.

Una forma quadratica @ si dice semi-definita positiva (rispetti-
vamente, semi-definita negativa) se

H(u) >0 (risp. P(u) < 0) Vu € E.
In particolare si dice definita positiva (risp. definita negativa) se
essa si annulla solo sul vettore nullo, cio¢ se oltre alla condizione prece-
dente vale I’implicazione

H(u)y=0 = u=0.

Si dice non definita o indefinita in tutti gli altri casi.
In una base canonica si ha (si veda la (13))

P p+gq
(16) Su)= (w2 — Y ().
az=1 b=p+1

Di qui si osserva che: (a) una forma quadratica & semidefinita positiva
se ¢ = 0; (b) & definita positiva se p = n. Analogamente per il caso
”negativo”.

Per una forma bilineare simmetrica semi-definita positiva (o negati-
va) vale la disuguaglianza di Schwarz (Hermann Schwarz, 1843-1921)

(17) (¢(w,v))" < B(w)d(v), Vu,ve b

Se in particolare ¢ & definita positiva (o negativa), allora si ha I'ugua-
glianza se e solo se u e v sono dipendenti.

*k

Dimostrazione dell’esistenza di basi canoniche. Basta dimostrare
Pesistenza di basi ortogonali, per cui cioé ¢(e;,e;) = 0 per 7 # j. Se
@ = 0 ogni base & ortogonale. Supponiamo ¢ # 0 e procediamo per
induzione sull’intero n = dim(F). Per n = 1 ogni vettore non nullo
e € E e una base ortogonale per qualunque forma bilineare simmetrica
su E. Sia alloran > 1 e si supponga che ogni forma bilineare simmetrica
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su di uno spazio di dimensione < 7 ammetta una base ortogonale. Posto
che ¢ # 0, esiste almeno un vettore u € E per cui (u,u) = $(u) # 0.
Si consideri allora il sottospazio U = {v € E | ¢(u,v) = 0} dei vettori
ortogonali a u. Siccome u ¢ U, abbiamo m = dim(U) < n— 1. Perla
restrizione a U X U di ¢ esiste allora una base ortogonale (eq,...,en).
D’altra parte, posto per ogni v € £

on = Pw)
p(u,u)’

si vede che ¢p(u,v — v"u) = 0. Dunque v — v" u € U e quindi

m
v=0v"u-+ 5 v’ e;.
t=1
Cio mostra che i vettori indipendenti (ey,... ,e,,,u) formano una base

ortogonale di E (e quindi anche che m=n—1). m

Dimostrazione del Teorema di Sylvester. Siano (e;) e (e;) due basi
canoniche per la forma bilineare simmetrica ¢. Per la (16) si ha, per
ogni w € F, 'uguaglianza

p g p' +q'
(18)  B(u)=) (u*) - ) ()= Zw - > @)
a=1 b=p+1 al=1 bf=p'41

Si ha certamente p’ + ¢’ = p + q = rank(¢p). Occorre dimostrare che
p' = p. Si supponga per assurdo P’ > p (e quindi ¢’ < ¢). Considerata la
relazione lineare e; = E e; tra le due basi, si scriva il sistema lineare
omogeneo

pt+q
(19) Z EY 2° =0, SV =p 41,0+
b=p+1 :

5i tratta di ¢’ equazioni nelle g incognite (zP*! ... zP¥?). Siccome
¢’ < g, questo sistema ammette certamente una soluzione non nulla
(uPtl, ..., uP*9). Sia u € E il vettore che ha tutte le altre componenti
nulle: u! = ... =P = wP*9*1 = | = 4" = 0. Per la prima parte della
(18) si ha sicuramente #(u) < 0. Con una tale scelta si ha d’altra parte

pt+q

ub = ZEu_-O

b=p+1
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perché (uPtl ... uP*?) & una soluzione del sistema (19). Dalla seconda
della (18) segue allora #(w) > 0: assurdo. Per simmetria I’ipotesi p’ < p
conduce pure ad un assurdo. Dunque p’ = p. m

Dimostrazione della disuguaglianza di Schwarz. Fissati i vettori u
e v, qualunque sia ¢ € R, si ha #(u + 2 v) > 0 perché & & semidefinita
positiva. Questa disuguaglianza si traduce in

(20) T(z) = 22 ®(v) + 22 p(u,v) + B(u) > 0

dove #(v) > 0. Se ®#(v) > 0, il discriminante A = (cp(u,v))2 -
®(u)®(v) del trinomio T(z) non pud essere positivo, altrimenti T(x)
avrebbe due radici reali e distinte e la (20) sarebbe violata. Da A < 0
segue la disuguaglianza (17). Se @#(v) = 0, perché la (20) sia sempre
soddisfatta deve essere necessariamente ¢(u,v) = 0. La (17) & allora
soddisfatta come uguaglianza. Se u & proporzionale a v (in particolare
nullo), si verifica subito che vale 'uguaglianza nella (17). Viceversa, se
vale I'uguaglianza risulta A = 0 e pertanto il trinomio 7'(z) ammette
una radice doppia zo tale che ®(u + zov) = 0. Se P & definita positiva
deve necessariamente essere u + zgv = 0. =

5.2. Forme bilineari antisimmetriche

Dati due covettori o, 8 € E* diciamo loro prodotto esterno la
forma bilineare antisimmetrica a A 3 definita da

(21) (e A B)(u,v) = (u,)(v, B) — (u, B)(v, )

Richiamata la definizione (1) di prodotto tensoriale di due covettori,
osserviamo che

(22) larB=a@B-Boa]

Il prodotto esterno fra covettori ¢ antisimmetrico. Per due covettori si
ha

aAfB=-BAa.

Inoltre
arha =0.



30 Capitolo 1 85

Le forme bilineari antisimmetriche formano uno spazio vettoriale
che denotiamo con A%(E). Se si considera una base duale (¢*), si possono
di conseguenza considerare i prodotti esterni e Ae?. Essi generano tutto
lo spazio A%(F), valendo per ogni forma bilineare antisimmetrica ¢ la
rappresentazione

1 T
(23) Q= ‘2‘9%]' e' Ael

posto, come nella (2), ¢;; = (e;,e;). Infatti, valendo la (23) con
(i;) antisimmetriche, si ha successivamente, vista la definizione (21) di
prodotto esterno:

1 o
plen, er) = 5%ii e' Nel(ep, er)
1 ‘ . . .
= 5¢ii({er ') ex,e7) — (en, ) ek, €"))
1 ici i
= 5%&(‘%‘% - 5%%)

1
= 5(@% = S%h)

= Phk-

Cosicché si ritrova la (2). Viceversa, se si considera la combinazione a
secondo membro della (23) con i coefficienti dati dalla (2), si vede con
calcolo analogo che tale combinazione coincide proprio con la ¢:

L 1 .y
5Pii e' Ael(v1,v2) = sp(ei e;) e’ Ael(vy,v;)

2
= §(P(ei7ej) (<v17€’t><,v2’e]> - ('01,8‘7><'Uz,€z>)
= Lo(enes) (inf ~ ofa)
1 1
= §<P(v1,vz) - “2“‘P(”2;"71)
= ¢(v1,v2).

I generatori €* A €/ non sono tutti indipendenti, stante I’antisim-
metria del prodotto esterno. Per ottenere una base, basta per esempio
considerare tutti gli elementi €* A €’ per cui ¢ < j. Se ne deduce che

(24) dim(A2(E)) = %n(n _1).
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Si ritornera su queste considerazioni, generalizzandole, al §7.

Sia data una forma bilineare antisimmetrica . Una base (e;) di
FE si dice canonica rispetto a ¢ se la matrice delle componenti ha la
forma seguente: ‘

0 1, 0
(25) (pij)=] -1, 0 0
0 0 0

L’intero p & un invariante: infatti, come bene si vede dalla (25), il
rango di (¢;;), che & invariante, & uguale a 2p. In una base canonica si
ha (si sostituisca la (25) nella (4)):

(26) p(u,v) = Z (u“ patP  yotp v“),

a=1

vale a dire (si sostituisca la (25) nella (23)):

P
(27) P = Ze“ A ettp,
a=1

* %ok

Dimostrazione dell’esistenza di basi canoniche per una forma bili-
neare antisimmetrica. Supposto ¢ # 0, altrimenti ogni base & canonica,
. . N . . . . .
si fissi una base qualunque (e ) di E* e si consideri la rappresentazione

Y jl
w = E Yy € ANe’ .
i'(j'

A meno di un riordinamento possiamo sempre supporre @yio # 0 e
quindi scivere
posto
1 1 1 3 n'
e =€ — — (pyze’ +...+@ape™),
P1ro
-1 ' ' i
[ :(,91;2162 +(,Dll3l 63 +...+(pl:nl e,
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. . ’ i
Di conseguenza la forma ¢' non coinvolge né ¢! 2

4 Ve . .
né e“ , mentrei covettori
- ] r . . . . .

el, &, %, ..., €™ sono indipendenti. Se ! # 0 si applica a questa lo

stesso processo, e cosi via fino ad ottenere un’espressione del tipo

p=e' Nl +e?NE> +...+eP NEP,

che & del tipo (27), posto &% = £2TP. I covettori (¢!,&!,€%,82,... ,eP,&P)

. . . ’ . .
formano con i rimanenti €®, b6 = 2p+ 1,... n, una base di E* la cui
9 v 7 9
duale & canonica per . w

6. Tensori

Il concetto di tensore ha avuto origine dalla teoria dell’elasticita.
Si & successivamente sviluppato nell’ambito dell’algebra lineare e della
geometria differenziale, trovando notevoli applicazioni in vari rami della
fisica-matematica.

DEFINIZIONE 1. Sia F uno spazio vettoriale. Dicesi tensore di
tipo (p, q) sopra F un’applicazione multilineare del prodotto

(EXPXE=E"XE"X..XE"XEXEX...XE

pvolte g volte

in R. Un tensore di tipo (0,0) & per definizione un numero reale. De-
notiamo con TP(E) lo spazio tensoriale di tipo (p,q) su E, cioe lo
spazio

TP(E)= L(E",E",... ,E"E,E,... ,Lj;R),

- -

pvolte g volte

ponendo inoltre, per (p,q) = (0,0),
T(E) = R.

Abbiamo gia preso in esame alcuni tipi di spazi tensoriali. Per i
primi valori della coppia di interi (p,g) abbiamo infatti:
TY(E)= L(E%R) = E* = E,
TP(E) = L(E;R) = E~,
TY(E)= L(E,E;R) (forme bilineari),
THE)= L(E*, E;R) = End(E).

(1)
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Quest’ultima uguaglianza deriva dall’esistenza di un isomorfismo canoni-
co tralo spazio L(E*, E;R) e lo spazio degli endomorfismi su F, definito
dall’uguaglianza

(2) Ala,v) = (A(v), o), Ya € E;‘,v € E.

A sinistra A & interpretato come elemento di L(E*, F; R), a destra come
endomorfismo lineare.

Sia (e;) una base di E. Sia (') la sua duale in E*. Diciamo
componenti di un tensore K € T?(E) secondo la base (e;) gli n*?
numeri

(3) Kj::::;:’ = K(e",... ,eiﬁ,ejl,...ejq)

Per esempio, le componenti di K € T}(E) sono gli n® numeri
(4) K, = K(e¢5,en).

Si osservi la corrispondenza nella posizione degli indici a primo e a secon-
do membro di queste uguaglianze. Le componenti servono, innanzitutto,
a calcolare il valore del tensore sui vettori e covettori. Prendendo ad e-
sempio il caso precedente, risulta:

(5) K(a,u,v) = K}, a;u’ v".

Inoltre, al variare della base secondo le formule (8) e (10) del §4, le
componenti di un tensore di tipo (1,2) variano secondo la legge

(6) I\l.;:ihl = E:[ E“;I Eﬁ/ I(;’h’

Questa formula si deduce direttamente dalla definizione (4) scritta per
la base ”accentata”, tenendo conto quindi delle relazioni fra le basi, ed
¢ facilmente estendibile al caso di un tensore di tipo qualunque, tenendo
conto del formalismo degli indici ripetuti in alto e in basso. A questo
proposito osserviamo che per passare dalla base (e;) alla base "accenta-
ta” (e;) viene usata la matrice (E7), con I’accento in basso. Gli indici
in basso non accentati delle componenti vengono trasformati in indici
accentati (sempre in basso) con la stessa matrice. Per questo gli indici
in basso delle componenti vengono detti indici covarianti. Quelli in
alto, invece, vengono detti indici contravarianti, perché nel trasfor-
marsi fanno intervenire la matrice inversa. Pertanto, un tensore di tipo
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(p,q) viene anche detto tensore a p indici di contravarianza e g indici
di covarianza. Un tensore di tipo (p,0) viene detto tensore contra-
variante di ordine p, un tensore di tipo (0, ¢) tensore covariante di
ordine g. Denoteremo gli spazi tensoriali T{(E) e TY(E) semplicemente
con TP(E) e Ty(E). ’

Sui tensori possono definirsi varie operazioni che nel loro insieme
costituiscono il cosiddetto calcolo tensoriale. Oltre alla somma di
tensori dello stesso tipo si definisce il prodotto tensoriale K ® L (si
legge K tensore L) fra due tensori di tipo qualsiasi K e L. Per esempio,
se KcT](E)e L€ THE), K®L ¢ il tensore di tipo (2,3) tale che

(7) (K ® L)(a,B,u,v,w) = K(a,u,v) L(3,w),

per ogni o, 3 € E*, u,v,w € E. L’estensione di questa definizione al
caso di tensori di altro tipo & ovvia. Si noti che K ® L & in generale
diverso da L ® K. Si ha K ® L = L ® K se, per esempio, K & un
tensore covariante e L un tensore contravariante.

Le componenti del prodotto tensoriale K ® L sono il prodotto delle
componenti di K e L rispettivamente. Vale cioé la formula (ci riferiamo
ancora, per semplicitd, al caso particolare considerato):

(8) (K ® L);ijkl = K}izk L{-

Se uno dei due tensori & di tipo (0,0), ciod un numero reale, il prodotto
tensoriale e ]’ordinario prodotto per uno scalare:

(9) a® K=Kg@a=aK (a € R).
Il prodotto tensoriale & associativo:
KQ(LoM)=(K®L)® M.

In molte circostanze torna utile considerare la somma diretta di
tutti gli spazi tensoriali, di tutti i tipi, ordinati per esempio come segue:

T(E)Y=ROEGE*®T*(E)oTHE)OTH(E)BTYE)®...

Un tensore K di tipo (p, ¢) pud essere inteso come elemento di T(E): lo
si identifica con la successione costituita da tutti zeri e con K al posto
(p,¢). Un siffatto elemento di T(E) viene detto omogeneo. Pertanto
ogni spazio tensoriale di tipo (p, q) puo essere inteso come sottospazio di
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T(FE). SuT(FE) si introduce 'operazione di somma diretta @, definita
sommando le singole componenti omogenee, nonché il prodotto tenso-
riale ®, per estensione lineare del prodotto di fattori omogenei. Con
questo due operazioni lo spazio T(FE), detto spazio tensoriale su E,
assume la struttura di algebra: & ’algebra tensoriale su F.

OsSERVAZIONE 1. E opportuno considerare una seconda definizione
di tensore, suggerita dalle applicazioni alla fisica. Si supponga che ad
un ente venga associato, per ogni scelta di una base (e;) di uno spazio
vettoriale £ di dimensione n, un insieme di n® numeri contraddistinti
da tre indici: K ; ;. Si supponga che la relazione tra due insiemi di
questi numeri, corrispondenti a due basi distinte, risulti del tipo (6).
Diciamo allora che I’ente ¢ un tensore di tipo (1,2) e porremo gli indici
in alto o in basso a secondo che essi siano contravarianti o covarianti.
Pili precisamente, si consideri l'insieme delle coppie

(6i7 I(;h)

dove (e;) & una base di £ e (K?,) un insieme indicizzato di numeri reali.
Diciamo equivalenti due coppie siffatte se, sussistendo tra le basi relazio-
ni del tipo (8) del §4, sussistono tra i corrispondenti insiemi di numeri le
relazioni (6). In tal modo si istituisce sull’insieme di queste coppie una
relazione di equivalenza. Una classe di equivalenza & per definizione un

- tensore di tipo (1,2). In maniera analoga si da la definizione di tensore

di tipo (p, q), con p e ¢ qualsiasi, non entrambi nulli.
OsSERVAZIONE 2. I prodotti tensoriali
e; ® el

formano una base di T{(E) = End(FE), e le componenti di un endomor-
fismo secondo questa base sono proprio le componenti definite dalla (5)
del n.4, vale a dire (si veda anche la (2)):

A:Af e;® e, Ag:A(ej,ei).
Allo stesso modo, i prodotti tensoriali
e; ® e’ & eh

formano una base di T3 (E), e le componenti di un tensore secondo questa
base sono proprio le componenti definite nella (4), vale a dire:

K = I(;h e; ® el @eh.
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La dimostrazione e lasciata come esercizio. In generale dunque i prodotti
tensoriali

ei,®e;,®..0e, Qe @e2®...Qek,
costituiscono una base di T}(E) e quindi
dim(T?(E)) = nP*e,

Inoltre per ogni K € TP(E), definite le componenti come nella (3), si
ha la rappresentazione

,r‘i]ig...i 1 1 {
K = Ahjz..-jz; e, e, ...®e,-p ReNRe?Q...0ek

OsseErvazIONE 3. Un’altra operazione sui tensori & la contrazione
(o sturazione di indici). Siano per esempio (L},,) le componenti di
un tensore di tipo (2, 3). Poniamo il primo indice contravariante uguale
al secondo indice covariante, eseguiamo cioé la somma rispetto a questi
due indici, che si dicono saturati. Si ottiene un sistema a tre indici,

i ru
Ky = Ly,

per cui, come si verifica con breve calcolo, vale la legge di trasformazione
(6). Questo sistema costituisce pertanto le componenti di un tensore K
di tipo (1,2). Si dice che K & un tensore contratto di L. Altri esempi:
la traccia A di un endomorfismo A & il tensore di tipo (0,0) contratto di
A; il vettore u = A(v) puo essere anche interpretato come contrazione
del prodotto tensoriale A ® v, perché quest’ultimo ha componenti A7 v*
e le componenti di u sono u’ = Ag vt

7. Algebra esterna

Per ogni intero p > 1 denotiamo con G, il gruppo delle permutazioni
di p elementi, detto gruppo simmetrico di ordine p. Denotiamo con
€, il segno di una pemutazione ¢ € G: uguale a +1 o —1 a seconda che
o sia pari o dispari, vale a dire composta da un numero pari o dispari
di scambi. Ricordiamo che G & costituito da p! elementi.

DeriNizioNE 1. Un’applicazione p-lineare ¢: EP — R (cioé un
tensore covariante di ordine p su F) ¢ detta p-forma (o anche forma
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esterna di ordine o grado p) se & antisimmetrica, cioé se vale I'ugua-
glianza

(1) p@1,...,v) = p(0(vy,...,vp)), Voi,...,0,€E,

ovvero
(2) p=t;poo,

per ogni 0 € G,. Un covettore (caso p = 1) & per definizione una
1-forma, un numero reale una 0-forma.

Le p-forme costituiscono un sottospazio, che denotiamo con A?(E),
dello spazio T,(E) dei tensori covarianti di ordine p. Si ha in particolare
AYE)=E*e A°(E)=R.

Nel caso particolare p = 2 si ritrova la definizione data al §5 di

forma bilineare antisimmetrica.
Le proprieta (a) e (b) seguenti sono caratteristiche delle p-forme e
ne costituiscono quindi due definizioni alternative:

ProrosizioNE 1. Un’applicazione multilineare ¢: E? — R ¢ an-
tisimmetrica se e solo se (a) cambia di segno quando si scambiano fra
loro due argomenti, oppure se e solo se (b) si annulla quando due suoi
argomenti coincidono.

Dimostrazione. L’equivalenza tra la (1) e la proprietd (a) segue
direttamente dal fatto che ogni permutazione su p elementi e il prodotto
di scambi, e che uno scambio & una permutazione dispari. Dalla (a)
segue ovviamente la (b). Viceversa, per dimostrare che dalla (b) segue
la (a) basta osservare che, stante la (b), si ha successivamente:

0 :(P('Ul +ve,v1 +V2,,--- >vp)

- (p(vla’”Zw" 7”]7) +(P(’UQ,’01,... 7’017)7

vale a dire

(P(’Ul,’UQ, s 7'vp) = _(P(’UZ7’U17 v 7'Up)-
Di qui I’antisimmetria sui due primi argomenti. Analogamente si dimo-
stra I’antisimmetria sulle altre coppie di argomenti. m

Di conseguenza:
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ProPosizIONE 2. Una p-forma si annulla quando gli argomenti
sono linearmente dipendenti.

PROPOSIZIONE 3. Ogni p-forma con p > n = dim(E) & nulla (per-
tanto ogni spazio AP(E) con p > n si riduce ad un solo elemento, lo
zero). ’

Esempio 1. Sia E lo spazio vettoriale euclideo tridimensionale.
Ponendo

n(u,v,w)=u-v X w (prodotto misto).

si definisce un tensore covariante antisimmetrico 7 di ordine 3 detto
forma volume (si veda il §11).

EsEMPIO 2. Sia E = R"™: un vettore & una n-pla di numeri reali

v = (v,v%...,v"). Una n-pla di vettori (v;) = (v}, vf,...,0P) da
luogo ad una matrice (v}) quadrata di ordine n. Ponendo

p(v1,v9,...,0,) = det(vf)

si definisce un tensore covariante antisimmetrico di ordine n sopra R"
(si veda I’Oss. 5 piu avanti).

Per ogni p > 1 si consideri ’applicazione lineare
gn1 p PP

AT (E) — AP(E): k- kA

definita da
(3) kA = 1 Z EgKoO
= v
oceG,
cioe da
' A 1

(3" K ('01,...,17,,):—7 Zean(a(vl,...,vp))

p: oceG,
per ogni v1,...,v, € E. Si tratta di un’applicazione, detta opera-

tore di antisimmetrizzazione, che associa ad un qualunque tensore
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covariante & di ordine p una p-forma x®, ciod un tensore covariante

antisimmetrico. Infatti, qualunque sia 7 € Gt

Z 5,,50(14, 00)oT

c€G,

ETK,AOTZ

B

tenuto conto che ¢,., = £, ¢, e inoltre che, mentre ¢ varia in tutto G,
anche o o 7 varia in tutto G,.

Se p=1 o0 p = 0 si pone per definizione k™ = k.

Si noti che nel caso particolare p = 2 si ritrova la definizione di
parte antisimmetrica di una forma bilineare data al §5 e che per una
p-forma ¢, stante la (2), dalla (3) segue P = .

L’operatore di antisimmetrizzazione consente di definire la seguente
notevole operazione sulle forme esterne

A

DEFINIZIONE 2. Dicesi prodotto esterno di una p-forma ¢ per
una g¢-forma 4 la (p + g)-forma

¢A¢=%£%u¢®wA
) -1 Z s (P®Y) oo

1!
pe 0€Gp4q

Esemp1o 3. Nel caso particolare di due covettorigp e 9 (p=¢ = 1)
si ricade nella definizione di prodotto esterno data al §5:

PAY =P -1 Q.

EseEMPIO 4. Nel caso in cui ¢ & un covettore e ¥ una 2-forma si ha

(@ Ap)(ur,ug, uz) = @(ur) P(us, us) + @(uz) P(us,ur) +

(5) + p(us) P(ur, us).
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51 noti che a secondo membro compaiono le permutazioni cicliche dei tre
vettori (uq, us, u3). Infatti, per la definizione (4), si ha successivamente:

(o AN)(ur,ug,up) = ——1—~(<p(u1)¢(u2,u3) + p(u2) P(us, uy) +

1121
+ p(us) Plur, uz) - Puz) P(ur,ug) -
— p(u1) Yus, uz) — p(uz) Plug, uy)).

Tenuto conto dell’antisimmetria di 1, si trova la (5).

Il prodotto esterno gode delle seguenti proprieta:
¥ /\’¢ - (~1)pql¢/\‘p7

(6) (ap+bm) Ap=ap A +bm A,
(PAY)AT =@ A (A

La prima & una proprietd commutativa graduata. La seconda mo-
stra che il prodotto esterno & bi-lineare (& lineare sul primo fattore, e
quindi anche sul secondo, tenuto conto che vale la proprietd commutati-
va graduata). La terza mostra che il prodotto esterno & associativo. La
dimostrazione & in appendice al paragrafo.

Insieme alla proprieta associativa (6)3 si dimostra anche che

PAPAT = ______*_(p—i-‘q'—k’r)!
) f.q.r.
= Z Es(Pp®YPRT)oa

Tglr!
P-q T€Gptgtr

(p®¢pomA

essendo (p,q,7) i gradi della forme esterne (¢,, 7) rispettivamente.
Questa formula si estende al caso del prodotto esterno di un numero
qualsiasi di forme esterne. In particolare, per il prodotto esterno di due

o pili covettori (a!,a?, ..., aP) risulta semplicemente
(8) al/\a2/\.../\ap:p!(a1®a2®...®ap)A
vale a dire

) (al/\az/\.../\ap)('vl,vz,...,'vp)z
> €o(vo), @) (vo(a), @) .. (vo(p), @)
oceG,
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dove si & posto (0(1),0(2)...,0(p)) = 0(1,2,...,p).

PROPOSIZIONE 4. Sia (e;) una base di E. Sia (¢') la base duale in
E*. Una p-forma ¢ ammette una rappresentazione del tipo

(9) $ = 'l'- ‘piﬂ'g...ip Eil A €i2 A...A Eip
pi

con

(10) Pigig.ip = <P(€i1,6i2, e ,eip)

Dimostrazione. Come per ogni tensore (covariante) vale la rappre-
sentazione ' . ‘
P = Piigi, EPQEPR ... Qe

dove le componenti ©iyiy...i, Sono definite dalla (10). Applicando I’opera-

tore di antisimmetrizzazione a entrambi i membri di questa uguaglianza,
tenuto conto che @™ = @ e che per la (8)

(e? @ @...Qe")A = —}?eil’ Ae2A...Ner,
p!
si trova la (9). m
OssSERVAZIONE 1. La (9) mostra chei prodotti esterni e’» Aei2 A. . .A
e'» generano tutto lo spazio AP(F) delle p-forme. Essi tuttavia non sono
indipendenti, per la proprietd anticommutativa del prodotto esterno di

covettori. Sono tuttavia indipendenti i prodotti esterni con indici tutti
distinti, per esempio ordinati in successioni strettamente crescenti:

(11) e'? Ne2 AL Ag, 1 <2 < ... < 1.
Questi costituiscono una base. Pertanto

n n!
12 dim (AP(E :():——————-———.
(12) (A7(E) p/  pl(n-p)

In particolare la dimensione dello spazio dim(A™(FE)) = 1. Segue allora
che ogni p-forma ammette una rappresentazione del tipo

(13) p = Z Pigig.ip el Ae AL AE
i1 <iz <. <ip
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I numeri ¢;,4,...;, definiti dalla (10) prendono il nome di componenti
della p-forma . Queste componenti sono antisimmetriche rispetto agli
indici, cambiano cioé di segno quando si scambiano fra loro due indici
(oppure si annullano quando due indici sono uguali). Le componenti
essenziali sono dunque tante quante sono le successioni strettamente
crescenti degli indici.

OsSERVAZIONE 2. Per poter interpretare il prodotto esterno come
operazione binaria interna occorre estenderlo per linearita alla somma
diretta di tutti gli spazi delle p-forme:

AE) = P AP(E)

=RGE QA (E)D... 0 AME)B0606...

Si ottiene in tal modo un’algebra associativa, detta algebra esterna
dello spazio E. Risulta

(14) dim (A(E)) = 2",

OSSERVAZIONE 3. Se Kiy..i, sono le componenti di un tensore

covariante & € T,(E) allora le componenti dell’antisimmetrizzato x?
vengono denotate con ;. ;1. Poiché le componenti sono definite da

Kiy...i, = K(€i),...,e; ), dalla definizione (3') segue
1

(15) Kliyoip] = — Z o Ko(iy,.,ip)s
P oc€Gy

dove o(#1,...,ip) & la permutazione ¢ applicata alla successione dei p
indici {71,...,4,). Nei casi p =2 e p = 3 si ha per esempio:

1
Klij] = 5(/%’ — Kji),

1
Klhij) = g(ﬁhi]’ T Kijh + Kjhi = Kihj = Khji — Kjin)-

Considerazioni analoghe si ripetono per le componenti di un prodotto
esterno. Per esempio, nel caso del prodotto di una 1-forma con una
2-forma (si veda I’Esempio 4, formula (5)):

(16) (0 A)his = @n Wij + i Yin+ @ Vi
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OSSERVAZIONE 4. Tutte le definizioni sopra date si trasportano
immediatamente, per dualitd, al caso di tensori completamente contra-
varianti e antisimmetrici. Per esempio, la definizione (8) di prodotto
esterno di covettori si trasforma immediatamente, per dualit3, nel pro-
dotto esterno di p vettori. Pertanto con il simbolo vy A v A ... A v,
s’intende 1’elemento di TP(E) tale che

(vi Ava AL A D) (el a?, ... aPf) =

Y €o(o(1), ) (o(2), 02) .. (Do), @)
o€G,

OssERVAZIONE 5. Il determinante di un endomorfismo A di E pud
essere definito dall’uguaglianza
(17) A(v1)ANA(v) A ... ANA(v,) = det(A) vy Ava A ... A v,

Per riconoscerlo si consideri una base (e;) di E. Per la proprietd anti-
commutativa del prodotto esterno di due vettori si ha

e, Ne , AN...Ne;, =€ 4,..i,e1hesAN...Ne,

dove il simbolo €;,5,...;,, detto simbolo o indicatore di Levi-Civita

~ (Tullio Levi-Civita, 1873-1941), vale +1 oppure —1 a seconda che la suc-

cessione degli indici (¢1,42,...,4,) sia una permutazione pari o dispari
della succesione fondamentale (1,2,...,n), e vale zero in tutti gli altri
casi (cioé quando almeno due indici coincidono). Il simbolo di Levi-
Civita & antisimmetrico. Si ha allora:

Aler) AN A(e) A...NAley) = Al A} ... Alr e; Nei, A...Ne;,

= A;l A%z .. .A;‘" Eirigi, €1 NECA ... NeE3

D’altra parte, utilizzando il simbolo di Levi-Civita, I’ordinaria definizio-
ne di determinante di una matrice pud porsi nella forma sintetica

(18) det(A}) = €4,4,..5, AP AR ... Al

Si conclude quindi che la (17) vale per un qualunque sistema di vet-
tori indipendenti. Essa vale ovviamente anche quando i vettori sono
dipendenti, nel qual caso sono nulli ambo i membri.
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Dalle (17) e (18) si possono dedurre agevolmente le proprieta fon-

damentali dei determinanti. Per esempio, dalla (17) si vede immediata-
mente che det(A B) = det(A) det(B):

det(AB) vy A...Av, = (AB)(v1)A...A(AB)(v,)
= A(B(v1)) A...NA(B(v,))
= det(A) B(v1)A...A B(v,)
= det(A) det(B) vy A...Av,.

Dalla (18) segue la regola dello sviluppo del determinante rispetto ad
una linea. Posto infatti

(19) /131 = Eiyigin A? .. .A;",
la (18) diventa
(20) det(A%) = AP Al

Si riconosce allora nella (19), stante la definizione dell’indicatore di Levi-
Civita e la sua antisimmetria, l’epressione del complemento algebrico
del termine Ail della prima riga della matrice (A;) (conveniamo che gli
indici in basso siano indici di riga) cioé del determinante della matrice
quadrata di ordine n — 1 ottenuta sopprimendo la riga 1 e la colonna 4y,
preceduto dal segno (—1)1*%. La (20) rappresenta allora lo sviluppo del
determinante rispetto alla prima riga. Analogamente si procede per lo
sviluppo rispetto ad un’altra riga, o ad una colonna. Dalla (19), stante
I’antisimmetria dell’indicatore di Levi-Civita, segue inoltre

s . P 1 in
Azl Ail = E4yigerin A21 A22 AR =0,

Quindi: la somma dei prodotti degli elementi di una riga per i comple-
menti algebrici di una riga diversa & nulla. Dalla (19) si osserva ancora
che
I
YA

Da queste considerazioni, particolarizzate al caso di una riga (la prima),
si trae la formula generale, valida per ogni endomorfismo lineare A,

(21) Al AL = det(A) 8]
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dove

9
'2 frendli e
(22) A= i det(A)

¢ il complemento algebrico dell’elemento A;", vale a dire il determinante
della matrice quadrata di ordine n — 1 ottenuta cancellando la j-esima
riga e la ¢-esima colonna della matrice delle componenti di A, preceduta

" dal segno (—1)7*,

La matrice (A7) dei complementi algebrici definisce un endomorfi-

smo A che chiamiamo endomorfismo complementare di A. Cam-
biando base si ha infatti per la (22):

- 0
Al = s det(A)
G, 0A?,

N )
= A}, ;ﬂ;(Ej’% EL Af)
j«

= Al E}, Ef.
Dunque le (A7) cambiano secondo la legge di cambiamento delle compo-

nenti di un endomorfismo (formula (11), §4). La (21) rappresenta allora
in componenti I’'uguaglianza ‘

(21" A A= (det(A))1

Si vede di qui che nel caso di un automorfismo, det(A) # 0,

1 -

(23) | AT = S A

*kk

Dimostrazione delle proprieta (6). La seguente notevole proprieta
dell’operatore di antisimmetrizzazione implica la proprietd associativa
del prodotto esterno (¢ e k sono tensori covarianti qualsiasi):

A A A
(29) ("0 r)" = (e0r)" =(por?)"
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Infatti, tenuto conto della definizione (4) di prodotto esterno e della
seconda uguaglianza (24), si ha successivamente:

(eneam) = Ll (o n e

— (9+T)' <(P+Q+T)!<P®(¢®W)A>A

glr! pl(g+r)!
!
et o e )t
p.gir!

Questo dimostra sia la proprieta associativa sia la formula (7). Non resta
che dimostrare la prima delle uguaglianze (24) (la seconda si dimostra
con procedimento analogo):

A
1
@Amwz(ﬁzww@n)

cEG,

A
p' Z 5,(9000@1@)

c€G,

" 3 8)wen

T 0€G,
= (por)"

Per quel che riguarda infine la dimostrazione della proprietd com-
mutativa graduata (6);, & sufficiente osservare che

PROY=v%Qpor

dove 7 & la permutazione che, operando su p + ¢ elementi, sposta gli
ultimi ¢ elementi ai primi ¢ posti: 7(1,...,p,p+1,...,p+ q)=(p+
l,...,p+¢,1,...,p). Siccome 7 & composta da pg scambi, ¢, = (—1)9.
Allora, tenuto conto della definizione (4):

PAp=(p@p)t
=(p@por)A
=&, (Y@ )
= (=1)P 4 A .
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8. Spazi vettoriali euclidei

Uno spazio vettoriale euclideo & una coppia (E, g) costituita da
uno spazio vettoriale £ e da un tensore metrico g su E. Un tensore
metrico (detto anche metrica) & per definizione una forma bilineare g
su E simmetrica e regolare, cioé tale da soddisfare alle condizioni:

9(u,v) = g(v,u),
) {g(u,v):O VveE = wu=0.

La forma bilineare simmetrica g & anche detta prodotto scalare. Per il
prodotto scalare si usa comunemente la notazione w - v, poniamo cioé (1)

(2) u-v=g(u,v).

Uno spazio vettoriale euclideo & quindi uno spazio vettoriale dotato di
un prodotto scalare.

Chiamiamo norma e la denotiamo con || - ||: E — R la forma qua-
dratica corrispondente al tensore metrico

(3) ol =v - v = g(v,v).

Chiamiamo invece modulo di un vettore il numero positivo (?)

@) ol = Vo - ol.

Due vettori sono detti ortogonali se w + v = 0. Diciamo che un vettore
u & unitario se [|u|| = +1. Diciamo che u & il versore del vettore v se
w € unitario e se v = kw con k£ > 0.

Seguendo una terminologia tipica della teoria della Relativita Ri-
stretta si dice che un vettore v & del genere spazio, luce, tempo se la
sua norma e rispettivamente positiva, nulla, negativa:

genere spazio  ||v|| > 0,
vEE genere luce llvl| = 0,

genere tempo  ||v]| < 0.

(') In molti testi il prodotto scalare & denotato con u X v, simbolo
che noi invece riserveremo al prodotto vettoriale nello spazio euclideo
tridimensionale.

(?)) La norma || - || qui definita non & una norma nel senso usuale del-
I’Analisi. Lo & invece il modulo | - |, che perd viene in genere considerato
solo nel caso in cui la forma quadratica g & definita positiva.
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Un vettore del genere luce & anche detto isotropo. Un vettore isotropo
é ortogonale a se stesso.

Una base canonica di uno spazio euclideo (E, g) & una base canoni-
ca rispetto alla forma bilineare simmetrica g, quindi una base costituita
da vettori unitari fra loro ortogonali. Sappiamo dalla teoria delle forme
quadratiche che due basi canoniche sono sempre formate da un egual
numero p di vettori del genere spazio e quindi da un egual numero ¢ di
vettori del genere tempo. Siccome il tensore metrico & non degenere si ha,
sempre p+¢ = n = dim(E). La coppia di interi (p, q) ¢ detta segnatura
dello spazio euclideo. Si usa anche dire che lo spazio ha segnatura

+.o..t—. .

p volte q volte
Molti autori riservano il nome di spazio euclideo al caso in cui la metrica
& definita positiva, cioé di segnatura (n,0). Per mettere in evidenza que-
sta condizione noi useremo il termine spazio strettamente euclideo,
riservando il termine di spazio pseudo-euclideo o semi-euclideo al
caso di una metrica indefinita.

OssERVAZIONE 1. In uno spazio strettamente euclideo la norma &

sempre positiva (salvo che per il vettore nullo) e vale la disuguaglianza
di Schwarz (§5)

(5) (- v)* < Jlull [fo]],

dove 'uguaglianza sussiste se e solo se i vettori sono dipendenti. Utiliz-
zando il modulo (4), che ora & semplicemente definito da

|v] = Vo - v,
la disuguaglianza di Schwarz diventa
(6) fu - o] < Juf Jo].
Se nessuno dei due vettori & nullo si ha,

lu - v| <1
[ul ||

Diciamo allora angolo dei due vettori il numero 9 compreso tra 0 e 7
tale che

(7) cost = =Y
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Vale infine la disuguaglianza triangolare
(8) lu+ | < Jul+|v],
conseguenza della disuguaglianza di Schwarz:

[wt+o* = flut of| = Jlul| + |[o]| + 2w - v
< ful? + [0l + 2 |u - |
< Jul? + Jol? + 2 [ul [o]
= (lul + lol)".

Considerata una base (e;) dello spazio euclideo (E, g), le compo-
nenti del tensore metrico

(9) gi; = glei.e;) =e; - €;
formano una matrice, detta matrice metrica, simmetrica e regolare:
(10) 9ij = Gji, det(gi;) # 0.

Queste condizioni sono in effetti equivalenti alle (1). Accanto alla matri-
ce metrica (g;;) torna utile considerare la matrice inversa, che denotiamo
con (g*). Essa & definita dall’uguaglianza

(11) 9i5 97% = 6F.
In una base canonica, detta anche ortonormale, la matrice metrica &

(si veda la (12) del §5, tenendo conto che nel caso presente il rango della
forma bilineare & massimo):

(12) (9i5) =
0 -1,

Questa matrice coincide con la sua inversa.
Mentre in generale si ha

(13) u-v=gijutv),
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in una base canonica risulta (si veda la (13) del §5):

(14) u-v=§p:u“v“—~ Z ub v,

a=1 b=p+1
quindi
P n
(15) luf =) (w2 = D (wh)
a=1 b=p+1

La presenza del tensore metrico consente di definire su di uno spazio
euclideo, oltre al prodotto scalare, alcune altre fondamentali operazioni
e precisamente:

(I) un isomorfismo canonico tra E e il suo duale E*;
(II) un operatore ortogonale sui sottospazi di E; .
(IIT) un operatore di trasposizione sugli endomorfismi di E;
(IV) un isomorfismo canonico tra lo spazio degli endomorfismi su £
e lo spazio delle forme bilineari su E.

Tratteremo i primi due argomenti in questo paragrafo, gli altri due nel

prossimo. .
L’applicazione lineare b: E — E*:v + v® definita dall’uguaglianza

(16) (w,v") =u-v

& un isomorfismo, stante la regolaritd del tensore metrico g. Questo

isomorfismo fa si che uno spazio vettoriale euclideo possa essere iden-
. ) ) ,

tificato con il suo duale. Denotiamo con §: E* — E:a — «f I'inversa

dell’applicazione b.

Introdotta una base di E, posto v = v'e;, si dgnotano con v; le
componenti del covettore »°, si pone cioé v* = v;e’. Allora la (16),
scritta in componenti, diventa

(16" uiv; = gijutol

Valendo questa per ogni (u‘) € R" si trae

(17) v; zgij Uj
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Questa ¢ la definizione in componenti dell’applicazione b. Si osserva
quindi che le componenti del covettore v’ si ottengono per abbassa-
mento degli indici delle componenti (v') di v mediante la matrice

metrica. L’applicazione inversa & definita dalle relazioni inverse delle
(17):

(18) v = gin,

Essa consiste quindi nell’innalzamento degli indici tramite l'inversa
della matrice metrica.

OsSERVAZIONE 2. Le (¢*/) prendono il nome di componenti con-
travarianti del tensore metrico, mentre alle (gi;) si di il nome di
componenti covarianti. Similmente, alle componenti (v;) di v° si da
il nome di componenti covarianti del vettore v, riservando alle (v')
il nome di componenti contravarianti. L’operazione di innalzamento
e di abbassamento degli indici si pud applicare anche ai tensori. Si pos-
sono cosi stabilire diversi isomorfismi fra spazi tensoriali aventi la stessa
somma di indici covarianti e contravarianti, per esempio tra TI(E) e
T3(F), come sara visto nel prossimo paragrafo.

OsSSERVAZIONE 3. Si & visto (§3) che un covettore o & geome-
tricamente rappresentato da una coppia di iperpiani paralleli (Ao, Ay).
Nell’identificazione ora vista di F con E*, ad a, cio® a questa coppia di
piani, corrisponde il vettore v = a' che & ortogonale al sottospazio Ag
e il cui prodotto scalare con i vettori del laterale A; vale 1. Se quindi
denotiamo con w il vettore ortogonale ad Ay appartenente ad A1, si ha

v= 2
[l

OSSERVAZIONE 4. Ad ogni base (e;) di E si fa corrispondere un’al-
tra base, detta base reciproca o base coniugata (e a volte, impropria-
mente, anche base duale), denotata con (e') e definita implicitamente
dalle relazioni :

(19) ei c€; :6;.
Si verifica che

(20) ei :gijeja €; :g'ijeja
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e che
(21) e’ = (e

La Fig. 8.1 mostra per esempio il caso dello spazio euclideo bidimensio-
nale. Assunta (c;,¢;) come base canonica, le basi (e, ez) e (e, e?) sono
basi una reciproca dell’altra, essendo e; - el =ey,.e2 =1, e e =
e; -e! = 0. In uno spazio strettamente euclideo, se (e;) & una base
canonica, allora e; = e': la base coincide con la sua reciproca. Se lo
spazio & pseudoeuclideo, di segnatura (p, ¢), quest’uguaglianza vale solo

*

per gli indici ¢ < p. Per i rimanenti si ha e; = — e°.

Fig. 8.1: basi reciproche.

Ad ogni sottospazio K C E associamo il sottospazio
(22) Kt={u€eE|u-v=0,VveK},
detto spazio ortogonale a K. Confrontando questa definizione con
quella del polare K° data al §3 e tenuto conto della definizione (16), si

vede che

(23) K+ = (K°)".
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Pertanto dalle proprietd (4) del §3 seguono immediatamente analoghe
proprieta per 'operatore ortogonale L:

dim(K) + dim(K+) = dim(E),
Kt =K,

(24) K+tclt <« LCK,
(K4 L)Y =K+nLt,
KL+ Lt =(KnL)t

OsSERVAZIONE 5. Un sottospazio K si dice isotropo se K C
K+, Un sottospazio & isotropo se e solo se (a) tutti i suoi vettori sono
isotropi, ovvero se e solo se (b) tutti i suoi vettori sono fra loro ortogonali
(dimostrarlo).

OSSERVAZIONE 6. Si pud dimostrare che la massima dimensione
dei sottospazi isotropi & il minimo dei due numeri (p, ¢) della segnatura.

OssERVAZIONE 7. Un sottospazio K si dice euclideo o non de-
genere se la restrizione del tensore metrico a K & ancora regolare (vale
cioé la (1) ristretta a K). Un sottospazio & non degenere se e solo se
K n K+ = 0 (dimostrarlo).

OssERVAZIONE 8. Il prodotto scalare si pud estendere, in maniera
naturale, ai vettori complessi. Il prodotto scalare dei vettori v = u +
iwev = u +iw &il numero complesso v +v' = u-u' —w-w' +
i (u-w' + u' +w). La norma di un vettore & il numero complesso
ol = llull = [lw]l + 2w - w.

9. Endomorfismi in spazi euclidei

Sia (E,g) uno spazio euclideo (di segnatura qualsiasi). Ad ogni

endomorfismo A su E si associa un altro endomorfismo A" di E , detto
endomorfismo trasposto di A, definito dall’uguaglianza

(1) AT(w) v =u-A(v)
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Si verifica facilmente che valgono le seguenti proprietd dell’operatore
di trasposizione ':

17 =1,

ATT = 4,

(A+B)T=AT + BT,
(2) (AB)T =BT AT,

(47 =(aT)" (ken),

[A,B]T = [BT,AT].

Se in particolare A & un automorfismo:
(3) (A™HT =)™

Le componenti dell’endomorfismo trasposto sono date da

(4) (AT = g g Al

]:

Occorre infatti ricordare la definizione di componenti di un endomorfi-
smo e quanto detto al § precedente (in particolare la (21)), per dedurre
successivamente:

(AT): = (AT(e;),€)
=AT(ej)- €
= A(e') - e;
=g%ginAley) - e
= g% gjn (Aler),e")
= g% g;n A}

h

OsSERVAZIONE 1. Se lo spazio é strettamente euclideo (la metrica &
definita positiva) e se la base scelta & canonica, allora g;; = §;; e quindi
T :
(5) (A1); = A
Cio sigrniﬁca, che la matrice delle componenti dell’endomorfismo traspo-

sto A’ coincide con la trasposta della matrice delle componenti di A
(si scambiano ciod righe con colonne). Questa proprietd & valida solo in
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questo caso. Se la metrica non & definita positiva e la base & canonica
allorala (5) & verificata a meno del segno per certe coppie di indici (quali

7).
Dalla (4) deduciamo che
(6) det(AT) = det(A),  tr(AT) = tr(A).
Dalla prima di queste segue
det(A — 21) = det(A — 21)T = det(AT — 21).

Dunque i polinomi caratteristici di A e AT coincidono, e quindi coinci-
dono anche tutti gli invarianti principali

(7) I(AT) = I(A),

nonché gli spettri.
Diciamo che un endomorfismo ¢ simmetrico se AT = A, che &
antisimmetricose AT = —A. Cid significa che si ha, rispettivamente:

Alu) v = A(v) - u, Alu) -v=-A(v) - u,
per ogni coppia di vettori (u,v).

Ogni endomorfismo ¢ decomponibile nella somma della sua parte
simmetrica e della sua parte antisimmetrica:

AS=1A+AT), Af=1lA-aT)
(8)
A= AS 4+ AR

Segue che

9) AT = AS - AR,

OsseErvazioNE 2. (I) La potenza k-esima di un endomorfismo sim-
metrico & sempre simmetrica, qualunque sia k. Da AT =4 segue infatti
per la (2)4 (Ak)T = (AT)]c = A*. (II) La potenza k-esima di un endo-
morfismo antisimmetrico & simmetrica o antisimmetrica_a seconda che
k sia pari o dispari. Da AT =-A segue infatti (Ak)T = (AT)/Ic =
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(—A)F = (=1)% A*. (IT]) La traccia di un endomorfismo antisimmetri-
co & nulla. Infatti tr(A) = tr(-AT) = —tr(A") = —tr(A). IV) 1
determinante di un endomorfismo antisimmetrico & nullo se la dimen-
sione n dello spazio & dispari. Infatti det(A) = det(A ') = det(—A) =
(—1)™ det(A). (V) La traccia del prodotto di un endomorfismo simme-
trico per uno antisimmetrico & nulla. Infatti se A e simmetrico e B an-
tisimmetrico, tr(A B) = tr(—A B) = — tr( A B). (VI) Il commutatore
di due endomorfismi simmetrici, oppure di due endomorfismi antisim-
metrici, & antisimmetrico. Segue dalla (2)g e dall’anticommutativita del
commutatore.

OsseRVAZIONE 3. Da quest’ultima proprieta segue che gli endo-
morfismi antisimmetrici formano una sottoalgebra di Lie di End(E).

OsSERVAZIONE 4. E importante sottolineare che le precedenti de-
finizioni fanno intervenire in maniera essenziale la metrica g. Esse sono
del tutto analoghe a quelle viste per le forme bilineari, dove perd la
nozione di trasposizione e quelle conseguenti di simmetria e di anti-
simmetria non richiedono la presenza sullo spazio vettoriale di alcuna
struttura aggiuntiva. L’analogia risulta ulteriormente confermata nelle
considerazioni seguenti.

Ad ogni endomorfismo A possiamo far corrispondere una forma
-bilineare, che denotiamo ancora con A, ponendo:

(10) Alu,v) = A(u) - v

Denotate con (A;;) le componenti della forma bilineare A, risulta

(11) Aij = gk AF

Infatti:
Aij = A(ei,ej) = A(ez) . ej = Ai-c €L Ej = !]jk Aic

Si osservi che, anche in questo caso, & presente un’operazione di abbas-
samento di indice. La relazione inversa delle (11) &:

(12) Af = 7% Ay
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L’operazione ora definita & un isomorfismo tra End(E) e Ty(E). Si os-
servi che accanto alla (10) sussiste una definizione alternativa analoga,
che genera un altro isomorfismo: A(u,v) = u - A(v). Si osservi inoltre
che A ¢ un endomorfismo simmetrico (rispettivamente, antisimmetrico)
se e solo se la corrispondente forma bilineare & simmetrica (risp. anti-
simmetrica).

OsSERVAZIONE 5. Il tensore metrico, come forma bilineare, corri-
sponde all’endomorfismo identico.

OSSERVAZIONE 6. Si consideri il prodotto tensoriale di due vettori
A = a ®b. Si tratta di un tensore doppio contravariante. Le sue
componenti in una base qualsiasi sono A% = a‘b/. A questo tensore
si fa corrispondere un endomorfismo, denotato ancora con A e detto
diade, ponendo

(13) A(u) = (a-u)b,
e quindi ancora una forma bilineare ponendo
(14) A(u,v)=a-ub-wv.

Le componenti di quest’endomorfismo e di questa forma bilineare sono
rispettivamente

(15) Az = a; bj, Ai]' = a; bj.

Piti in generale ad ogni tensore doppio contravariante A, di componenti
(A%), per quanto visto al paragrafo precedente, corrisponde un endo-
morfismo ed una forma bilineare (che denotiamo sempre con A) le cui
componenti si ottengono con ’abbassamento degli indici:

(16) Al = AR gy, Aij = A" ghi gkj.

Passiamo ora a considerare alcune fondamentali proprieta degli au-
tovalori degli endomorfismi simmetrici e antisimmetrici, nell’ipotesi perd
che lo spazio F sia strettamente euclideo, cioé a metrica definita positiva
(salvo per la Prop. 1, valida anche nel caso di uno spazio non stretta-
mente euclideo). Cominciamo dagli endomorfismi simmetrici.



58 Capitolo 1 §9

ProrosizioNE 1. Gli autovettori di un endomorfismo simmetrico
corrispondenti ad autovalori distinti sono ortogonali.

Dimostrazione. Sia A un endomorfismo simmetrico. Sia A(v;) =
A1 vy e A(vy) = Ay vy, Moltiplicando scalarmente la prima uguaglianza
per v, la seconda per vy, sottraendo poi membro a membro e tenendo
conto della simmetria di A si deduce 0 = (A — A3) vy - v3. Da A # Xy
segue v1 - v3 = 0. m

PRrOPOSIZIONE 2. Gli autovalori di un endomorfismo simmetrico in
uno spazio strettamente euclideo sono reali.

Dimostrazione. Sia A(v) = Av, con A complesso e quindi v com-
plesso: v = u 4 tw. Moltiplicando scalarmente membro a membro per
P =u—1iw,

v Av)=A(u—iw) - (u+iw),

si trova, considerando A come forma bilineare simmetrica:
A(u,u) + A(w, w) = A([[ul| + [|w]]).

Essendo lo spazio strettamente euclideo & sicuramente |ju||+ [|w|| > 0 (a
meno che non sia » = 0, caso a priori escluso). L’equazione precedente
determina quindi ’autovalore A attraverso un quoziente di numeri reali.
]

ProPOSIZIONE 3. Per un endomorfismo simmetrico in uno spazio
strettamente euclideo la molteplicita geometrica degli autovalori coincide
con la molteplicita algebrica.

Dimostrazione. Si consideri 'insieme degli autovalori distinti

(A Az, ), [ <n,

nonché la successione delle rispettive molteplicita,
(ma, me,...,my)

e dei rispettivi spazi invarianti

(K1,K,,...,K;)
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(con riferimento alle notazioni del §4 abbiamo m; = my, e K; = K),).
Per la Prop. 1 questi sottospazi sono mutuamente ortogonali. Conside-
riamo il sottospazio V C FE dei vettori ortogonali a tutti i K;. Questo e
un sottospazio invariante di A; infatti per ogni v € V e per ogni v; € K;
si ha A(v;) - v = 0 perché A(K;) C K;. Per la simmetria di A di qui
segue A(v) - v; = 0, il che significa appunto A(v) € V. Allora la restri-
zione di A a V darebbe luogo ad ulteriori autovettori da aggiungersi alla
lista gia fatta: assurdo, a meno che non sia V' = {0}. Abbiamo dunque
che lo spazio E & somma diretta dei sottospazi mutuamente ortogonali
associati agli autovalori:

(17) E=K ®dKyB...06 K,

Pertanto

Il

dim(E) = n = dim(K,) + dim(K>2) + ... + dim(K;)

mg(A1) + mg(Az) + ... + mg(A).

D’altra parte, per il teorema fondamentale dell’algebra:

Il

n=my+me+ ...+ 1

ma(Ay) + ma(Az) + ...+ ma(X;).

Il

In generale, come si & detto al §4, vale la disuguaglianza ma(A;) >
mg(A;). Se vi fosse una sola disuguaglianza forte, stante le due ugua-
glianze sopra stabilite, si cadrebbe in un assurdo. =

OSSERVAZIONE 7. Se gli autovalori di A sono tutti distinti, allora
ognuno dei sottospazi invarianti K; & unidimensionale e univocamente
determinato.

ProrosizioNE 4. Ogni endomorfismo simmetrico in uno spazio
strettamente euclideo ammette una rappresentazione del tipo

(18) A=) dacaBea

a=1

dove (e,) © una base canonica di autovettori di A e dove (A,) sono i
corrispondenti autovalori.
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Per questa rappresentazione si deve tener conto dell’Oss. 6, cioé del-
la corrispondenza tra tensori doppi contravarianti, endomorfismi e forme
bilineari. Segue subito dalla scrittura (18) che i (¢, ) sono autovettori
ed i (M) sono autovalori. Infatti (si veda la (13)):

A(Cﬁ) = Z )\a(ca . CI@) Cy = Z /\a 6aﬁ Cy = /\ﬁ Ccg.

a=1 a=1

Per ogni vettore v si ha quindi

(19) A(v) = Z Ao Vo Co

essendo le (v, ) le sue componenti rispetto alla base canonica.

Dimostrazione. Si consideri la decomposizione (17) in sottospazi
invarianti. Se v; € K; e Jv1| = 1, allora

A(’Ul,'v]) - A('vl) LA /\1 vy« Uy = )\1.
Analogamente, tenuto conto della Prop. 1, se v3 € K, allora
A(’Ul,’vz) = A(’Ul) * Vg = )\1 V1 V9 = 0.

Pertanto, scegliendo in ogni sottospazio Ky, Ks,..., K; una base cano-
nica si determina una base canonica (¢,) di tutto E per la quale vale la
rappresentazione (18). w

Si osservi che dalla (18) segue che nella base canonica (¢, ) le com-
ponenti A,g = A(cq,cp) della forma bilineare A sono tutte nulle salvo
quelle della diagonale principale, che coincidono con gli autovalori:

(20) Ayp = 608 Ao
In forma matriciale:
A1l 0 e 0
0 Aolp, ... 0

(20) (Aap) =
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!

Questa base canonica (¢, ) si trasforma in una base canonica (¢!,

spetto alla forma bilineare simmetrica A ponendo

) ri-

se A, # 0, oppure ¢/, = ¢, se A, = 0. Si vede cosi che le componenti
positive (risp. negative) della forma bilineare A in questa base sono tante
quante gli autovalori positivi (risp. negativi) dell’endomorfismo A. Si &
pertanto dimostrato che

PROPOSIZIONE 5. Se un endomorfismo simmetrico in uno spazio
strettamente euclideo ha, contati con la dovuta molteplicita, p autovalori
positivi e ¢ autovalori negativi, allora la corrispondente forma bilineare
simmetrica ha segnatura (p, q).

Tenuto conto che il tensore metrico & una forma bilineare simmetrica
definita positiva, dalla dimostrazione di quest’ultima proprieta si deduce
anche ’enunciato generale seguente:

ProprosiZIONE 6. Due forme bilineari simmetriche, di cui una de-
finita positiva, possono contemporaneamente porsi in forma diagonale,
ammettono cioé basi ortogonali comuni.

Passiamo infine ad esaminare brevemente il caso antisimmetrico.

ProrosizioNE 7. Gli autovalori di un endomorfismo antisimmetri-
co in uno spazio strettamente euclideo sono nulli o immaginari puri.

Dimostrazione. La dimostrazione & analoga a quella della Prop. 2.
Sia A(v) = Awv, con A complesso e quindi » complesso: v = u + i w.
Moltiplicando scalarmente membro a membro per ® = u — 7 w, si trova,
considerando A come forma bilineare antisimmetrica:

12 A(w,u) = A(Jlul + |lwl]).
Essendo lo spazio strettamente euclideo quest’equazione determina ’au-

tovalore A come quoziente di un numero immaginario puro per un nu-
mero reale. m
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10. Endomorfismi ortogonali

Un endomorfismo ortogonale o isometria & un endomorfismo Q
su di uno spazio euclideo o pseudoeuclideo (E, g) conservante il prodotto
scalare, cioé tale che

(1) Qu)-Qv)=u-v (Vu,v € E)

Si osservi che la (1) equivale a

(2) Qu)-Qu)=u-u  (Vu€E)

E infatti ovvio che la (1) implica la (2). Viceversa, se vale la (2) risulta
Qu+v)-Qu+v)=(uto)-(utv) (Vuve E)

Sviluppando ambo i membri di quest’uguaglianza e riutilizzando la (2)
si trova 'uguaglianza (1).

Dalla (1), per il fatto che la metrica non & degenere, segue che
Ker(Q) = 0. Di conseguenza Q(E) = E. Ne deduciamo che un endo-
morfismo ortogonale & un isomorfismo.

Per definizione di endomorfismo trasposto la (1) equivale a

QTQu) v=u-v,

e quindi, per ’arbitrarieta dei vettori, alla condizione

(3) Q'Q=1
ovvero
(3" QT =@

Dunque le formule (1), (2), (3) e (3') sono tutte definizioni equivalenti
di endomorfismo ortogonale.

Poiché det(Q ) = det(Q), la (3) implica (det(Q))? = 1 cioé

(4) det(Q) = +1.
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Gli endomorfismi ortogonali il cui determinante vale +1 sono chiamati
rotazioni; quelle con determinante —1 rotazioni improprie. L’iden-
tita 1 & ovviamente una rotazione. Il prodotto di due (o piu) rotazioni &
una rotazione. Il prodotto di due rotazioni improprie & una rotazione. Il
prodotto di una rotazione per una rotazione impropria € una rotazione
impropria.

L’insieme di tutti gli endomorfismi ortogonali sopra uno spazio
(F,g) e un gruppo rispetto all’ordinaria composizione degli endomor-
fismi, cioé un sottogruppo di Aut(FE), detto gruppo ortogonale di
(E,g). Lo denotiamo con O(F, g). Le rotazioni formano un sottogrup-
po, detto gruppo ortogonale speciale, che denotiamo con SO(E,g).
Le rotazioni improprie non formano ovviamente sottogruppo. Se due
spazi vettoriali hanno uguale dimensione e segnatura, allora i rispettivi
gruppi ortogonali sono isomorfi. '

Passando alle componenti, osserviamo che un endomorfismo Q &
ortogonale se e solo se le sue componenti (Q?7) rispetto ad una base
generica verificano le uguaglianze

(5) 9i; Q4 QL = ghs

che sono in tutto £n(n + 1). Queste si ottengono dalla (1) scritta per
una generica coppia (e, ex) di vettori della base.

Se lo spazio & strettamente euclideo e se la base scelta & canonica,
allora le (5) diventano

(6) Y QLQ% = bnk
1=1

Cio significa che il prodotto della matrice (Q;) per la sua trasposta ¢ la
matrice unitaria. Le matrici soddisfacenti a questa proprietd sono dette
matrici ortogonali.

Se la base & canonica ma lo spazio non é strettamente euclideo la
formula (6) non & piu valida. In ogni caso, le matrici delle componenti
in una base canonica degli endomorfismi ortogonali (o delle rotazioni) di
uno spazio di segnatura (p,q) formano un gruppo denotato con O(p,q)
(oppure SO(p, q)). Si denotano in particolare con O(n) e SO(n) i gruppi
delle matrici n X n ortogonali, cioé soddisfacenti alla (6), e di quelle orto-
gonali a determinante unitario. La scelta di una base canonica stabilisce
un isomorfismo tra O(FE, g) e O(p, q).



64 Capitolo 1 §10

OsservazIONE 1. Gli autovalori, complessi o reali, di un endo-
morfismo ortogonale in uno spazio strettamente euclideo sono unitari:
[A| = 1. Infatti, dall’equazione Q(v) = Av segue, applicando la coniu-
gazione, ’equazione Q(¥) = Ao. Moltiplicando scalarmente membro
a membro queste due uguaglianze si ottiene Q(v) - Q(B) = Aw - .
Poiché @ & ortogonale si ha anche Q(v) - Q(%) = v - ®. Di qui segue
AX = 1, come asserito.

* k ok

Vediamo ora alcuni esempi di rappresentazione delle rotazioni, che
suggeriscono alcuni esercizi e ulteriori approfondimenti.

Esempio 1. Rappresentazione mediante simmeétrie. Sia a €
E un vettore non isotropo. Si consideri I’endomorfismo S, definito da

(7)

Esso ¢ una simmetria rispetto al piano ortogonale ad a, nel senso che,
come si verifica immediatamente,

Se(a) = —a, Sa(v) =

per ogni vettore v ortogonale ad a. Di conseguenza, S, & un’isometria.
Pit precisamente & una rotazione impropria. Infatti @ & un autovettore
di autovalore —1 mentre ogni vettore ortogonale ad @ & autovettore di
autovalore +1, sicché lo spettro & (—1,1,...,1) e quindi det(S,) =
—1. Si pud dimostrare, ma la dlmostrazmne non e semplice, che ogni
isometria é il prodotto di simmetrie. E invece pit facile dimostrare (e
la dimostrazione & lasciata come esercizio) che due simmetrie S, e Sp
commutano se e solo se i corrispondenti vettori @ e b sono dipendenti
(allora le simmetrie coincidono) oppure sono ortogonali.

EsEMPIO 2. Decomposizione simmetrica delle isometrie. De-
componiamo un endomorfismo @ nelle sue parti simmetrica e antisim-
metrica:

(8 @=Q°+Q% @°=3@+Q"), ¢"=1@-q".
Segue che
QQT =(Q°+QM(Q°- @M =(Q°) - (@") +Q Q% - @%Q*,
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S A AAS SHA
RTQ=(Q°-@MQ°+ Q") =(Q@%) - (@) -@"@° + @°Q".
Se Q e un’isometria, allora entrambe queste espressioni devono valere
1, sicché sottraendo membro a membro segue subito

(9) QR Q° - @%°Q* =[Q", Q% =
e quindi
(10) Q%) - (@) =

Viceversa, se valgono entrambe queste condizioni allora le predette e-
spressioni valgono 1. E cosi dimostrato che le condizioni (9) e (10) sono
necessarie e sufficienti affinché un endomorfismo Q sia ortogonale. Dalla
(10) si deduce in particolare che un endomorfismo ortogonale Q & sim-
metrico se e solo se esso & involutorio, cioé se Q% = 1. Lo si riconosce
comunque anche dal fatto che, valendo la (3'), la condizione QQ = 1
& equivalente a Q = QT. Osserviamo infine che se ’endomorfismo or-
togonale @ & simmetrico allora, qualunque sia il vettore v, il vettore
v + Q(v) & autovettore di Q con autovalore +1. Infatti:

Q(v£Q(v)) = Q(v) £ Q*(v) = Q(v) £ v = (v + Q(v)).
EseMPio 3. Rappresentazione esponenziale. Dato un endo-

morfismo A, consideriamone tutte le sue potenze {A*; k € N} e quindi
la serie

(11) =) oA
k=0

detta esponenziale di A. Questa & convergente, nel senso che qualun-
que sia A e comunque si fissi una base di E, le n? serie di numeri reali

??‘[H

date dalle componenti di e sono tutte convergenti (anzi, assolutamente
convergenti) o, se si vuole, che tale & la serie vettoriale

> 44
k
k=0
qualunque sia il vettore v. Omettiamo la discussione sulla convergenza

di questa serie e su serie analoghe costruibili a partire da funzioni ana-
litiche. Ci limitiamo qui ad osservare che se (A1,...,A,) & lo spettro di
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A allora lo spettro di e4 & (e,...,e ). Infatti da A(v) = Av segue
A*(v) = X\*v e quindi

= 1 = 1
eA('v) = Z ;C-'-Ak(v) = Z E/\k v = etv.
k=0 k=0 '

L’esponenziale di un endomorfismo non gode di tutte le proprietd della
corrispondente funzione analitica. Per esempio I'uguaglianza
cA+B _ A B

non e piu vera in generale. Lo é se i due endomorfismi A e B commutano
(col che commutano anche gli esponenziali). Vale comunque la proprieta

A

Di qui segue che: se A é antisimmetrico allora e* & una rotazione. Si

ha infatti:

e —ete = e(A“A) =1.

T

eA(eA)T = AA A -A
Inoltre la condizione det(eA) = 1 segue dal fatto che nello spettro di un
endomorfismo antisimmetrico gli autovalori non nulli si distribuiscono in
coppie di segno opposto, sicché la loro somma & uguale a zero. Allora,
per quanto sopra detto,

det(eA) = HeA‘ —elin M =0 = 1.
i=1

EsempIo 4. Rappresentazione di Cayley. Se A ¢ un endomor-
fismo antisimmetrico tale che A — 1 & invertibile allora ’endomorfismo

(12) Q=(1+A4)1-A4)"1

e ortogonale. Si verifica infatti facilmente, utilizzando le ben note pro-
prieta della trasposizione e il fatto che i due endomorfismi 1+ A commu-
tano, che QQT = 1. Un po’ meno immediata ¢ la verifica del fatto che
det(Q) = 1 (essa & lasciata come esercizio). Si ottiene quindi un’ulteriore

§10 Endomorfismi ortogonali 67

rappresentazione delle rotazioni in termini di endomorfismi antisimme-
trici. Si osservi che la condizione det(1—A) # 0, richiesta per la validita
della scrittura (12), & sempre soddisfatta in uno spazio strettamente eu-
clideo. Infatti, questa equivale alla condizione che 1 sia un autovalore
di A, cosa impossibile perché in tali spazi gli autovalori non nulli di un
endomorfismo antisimmetrico sono immaginari puri.

EseEmpio 5. Rappresentazione quaternionale. Veniamo infine
ad una interessante rappresentazione delle rotazioni nello spazio euclideo
tridimensionale E3. Si consideri nella somma diretta di spazi vettoriali
R & E; il prodotto (interno) definito da

(13) (a,u)(b,v) = (ab—u-v,av + bu + u X v)
nonché il prodotto scalare definito da
(14) (a,u) (byv)=ab+u-v.

L’elemento inverso & definito da

u -1 _ (a’a_u)
(15) (W)™ =

dove si & posto
@, )l = (a,w) - (a,u) = @ + w2,

Quindi tutti gli elementi sono invertibili, fuorché quello nullo (0,0). Si
ottiene un’algebra associativa, non commutativa, con unita (1,0). Si po-
ne per comodita (¢,0) = a e (0,v) = v. Il prodotto scalare & conservato
dal prodotto interno, nel senso che

(16) (e, w)(b,v)[| = [|(a, w)|] ||(b, v)]|.
Da questa proprieta segue per esempio che gli elementi unitari, cioé
quelli per cui ||(a,u)|| = 1, formano un sottogruppo del gruppo degli

elementi non nulli.

Un modo conveniente per rappresentare quest’algebra, e quindi ri-
conoscerne facilmente le proprieta fondamentali, consiste nella scelta di
una base canonica (, 3, k) dello spazio vettoriale e nella rappresentazio-
ne di un generico elemento (a,u = b2 4 ¢5 + dk) nella somma formale

(17) a+ b+ cy +dk,
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detta quaternione. Il prodotto di due quaternioni, in conformita all.a
definizione (13), & ’estensione lineare dei seguenti prodotti fondamentali:

(18) ?=jt=k*=-1, ij=k, jk=i, ki=j.

Definita quest’algebra, ad ogni suo elemento non nullo (a,u) si as-
socia un’applicazione @ : E3 — Ej definita da

(19) Q(v) = (a,u)v(a,u)™".

Lasciamo come esercizio di dimostrare che: (i) il secondo membro defi-
nisce effettivamente un vettore; (ii) che ’applicazione cosi definita ¢ un
endomorfismo ortogonale, anzi una rotazione; (iii) che ’applicazione

f:(R x E3)\{0} — SO(E3)

definita dalla (19) & un omomorfismo di gruppi. ‘ .
In particolare possiamo restringere quest’applicazione agli eleme.ntl
unitari di R x E5, Osserviamo allora che, scegliendo una base canonica
nello spazio euclideo, questi elementi sono caratterizzati dall’equazione
(si veda la (17))
A+ +E+dr=1,

e quindi descrivono tuttala sfera unitaria Sz C R*. Risulta pertanto chef
(i) la sfera §* ha una struttura di gruppo; (ii) esiste un omomorfismo di
gruppi
©:83 — 50(3)

che costituisce un ricoprimento universale del gruppo delle rotazioni'dellc?
spazio euclideo tridimensionale (questo termine & proprio della teoria dei
gruppi di Lie, argomento di corsi superiori). Si osservi che ogni elemento
di SO(3) ha come controimmagine due punti opposti di S{;.. .

Sulla rappresentazione delle rotazioni nello spazio tridimensionale
euclideo si ritornera pilt avanti (§11.4).

11. Lo spazio vettoriale euclideo tridimensionale

In questo paragrafo esamineremo le proprieta fondamentali di uno
spazio vettoriale sul campo reale, tridimensionale, dotato di un tensore
metrico, cioé di un prodotto scalare, definito positivo. Lo denotiamo
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semplicemente con E3. Adotteremo tutte le definizioni e notazioni gia
introdotte al §8. Siccome dovremo distinguere tra basi generiche e basi
canoniche, una base canonica sara denotata con (c,) (o = 1, 2,3), una
base generica con (e;) (i = 1,2,3). Le componenti relative a una base
canonica saranno quindi contrassegnate con indici greci, quelle relative
ad una base generica con indici latini. Quando non occorrono notazioni
con indici, una base canonica sard denotata con (¢,7,k). Una base
canonica ¢ anche detta ortonormale.

11.1. La forma volume

Due basi ordinate di uno spazio vettoriale (ci riferiamo ad uno
spazio vettoriale di dimensione qualsiasi n) si dicono concordi o e-
quiorientate se la matrice della trasformazione da una base all’altra
ha determinante positivo. Si stabilisce in questo modo una relazione
di equivalenza nell’insieme delle basi ordinate. Le classi di equivalenza,
sono due e prendono il nome di orientamenti. Quando si sceglie una
base e la si ordina, come si fa usualmente, corredandone gli elementi con
un indice che va da 1 a n, si sceglie automaticamente un orientamento
dello spazio. Se si scambiano fra di loro due vettori della base, oppure
se si cambia verso ad un numero dispari di vettori della base, si cambia,
orientamento.

Consideriamo ora lo spazio vettoriale euclideo tridimensionale E;,
pur avvertendo che le considerazioni svolte in questo sottoparagrafo si
estendono a spazi euclidei di dimensione superiore. Fissata una base ca-
nonica (e4) = (€1,¢€3,¢3), col che risulta anche fissato un orientamento,
definiamo una 3-forma 7: E3 x E3 X E3 — R ponendo

wl w? wd
(1) n(u,v,w)= [ vl 22 o3
wl w? Wl

Che I'applicazione 7 cosi definita sia multilineare e antisimmetrica segue
immediatamente dalle proprietd del determinante.

E importante la circostanza che la definizione (1) di 7 non dipende
dalla scelta della base canonica, purché questa appartenga all’orienta-
mento prefissato. Per riconoscerlo basta osservare che, ricordata la defi-
nizione di determinante, la definizione (1) si pud porre in forma sintetica
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utilizzando il simbolo o indicatore di Levi-Civita:

(2) N(u, v, w) = e4py u® vP w?

Il simbolo 44, vale 41 se la successione di indici (@, 3,7) & una per-
mutazione pari della disposizione fondamentale (1,2,3), —1 se & invece
una permutazione dispari, 0 in tutti gli altri casi, cioé quando almeno
due degli indici sono uguali. La (2) mostra subito che le componenti del
tensore 7 nella base canonica (¢, ) coincidono proprio con il simbolo di
Levi-Civita:

(3) Nopy = Eapy

Quest’ultima proprietd ¢ manifestamente indipendente dalla base cano-
nica di partenza: se si ripetesse la definizione (1) scegliendo un’altra
base canonica si giungerebbe al medesimo risultato (3). Pertanto la de-
finizione di n data dalla (1) & invariante rispetto alla scelta della base
canonica.

Il significato di 7 & notevole: il determinante nella definizione (1)
rappresenta il volume del parallelepipedo individuato dai vettori
(w, v, w), pilt precisamente il volume con segno: positivo se questi vetto-
ri formano, nell’ordine, una base concorde con quella canonica prefissata,
negativo in caso contrario; nullo se i vettori sono dipendenti.

Per riconoscerlo si pud scegliere una base canonica (¢;) tale che ¢;

sia parallelo ad u e il sottospazio individuato da (¢;,¢;) contenga wv.
Allora:

u:ulcl, v:vlc1+v2c2, w:wlc1+w2c2+w3c;;.

Per Pantisimmetria di n segue

n(w,v,w) = u! v? w?.

Si riconosce che quest’ultimo prodotto & proprio il volume del parallele-
pipedo individuato dai vettori (u,v,w) (Fig. 11.1).

Per quanto ora visto il tensore antisimmetrico covariante 1 prende
il nome di forma volume. La sua definizione si estende facilmente a
spazi euclidei di dimensione qualsiasi. Si osservi che di forme volume
ne esistono due, una opposta all’altra, una per ogni orientamento. L’o-
rientamento che di solito si assume nello spazio euclideo tridimensionale
e quello della mano destra: i vettori di una base canonica ordinata
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Fig. 11.1: la forma volume.

(c1,¢2,¢3) = (3,7, k) sono rispettivamente orientati come indice-medio-
pollice (o pollice-indice-medio) della mano destra.

La forma volume & un ente fondamentale nello spazio euclideo. Per
suo tramite, come si vedra nei prossimi paragrafi, si possono definire due
operazioni fondamentali: I’aggiunzione e il prodotto vettoriale.

OSSERVAZIONE 1. Mostriamo che le componenti di # rispetto ad
una qualunque base (e;) sono date da

(4) Nhij = J €hijs J = det(EY)

dove ep;; & ancora il simbolo di Levi-Civita, corredato perd di indici
latini, oppure da

(5) Nhij = £ /9 Ehij> g = det(gi;)

col segno + se la base (e;) & concorde con la base fondamentale (¢, ).
Infatti, posto che le due basi sono legate da relazioni del tipo

(o1
e, = Elcq,
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e posto che la base (¢, ) € canonica e quindi che le componenti del tensore
metrico rispetto a questa coincidono col simbolo di Kronecker, risulta

gij = B EY 64p,
per cui
(6) det(g;) = (det(ES))*.

D’altra parte, per la legge di trasformazione delle componenti di un
tensore, si ha anche, stante la (3),

Mhij = EZ EP EY eapy-

Scelto per esempio (h,i,7) = (1,2, 3) e ricordata la definizione di deter-
minante, si vede che quest’ultima formula implica

as = EY Ef EJ eapy = det(EP).
Se invece (h,i,7) = (2,1,3), allora
M3 = — det(E7).

Si riconosce cosi che vale la formula generale (4). Dalla (4) segue poi la
(5) in virtu della (6).

OsservazIONE 2. Data una base canonica (¢,) e denotata con
(v*) la sua duale, la forma volume risulta definita dal doppio prodotto
esterno (si veda il §7, formula (8)):

(7) =" A¥ A

Infatti, utilizzando il simbolo di Levi-Civita, si puo scrivere
YAV AY =31V @7V 0P) =capr ¥ ®Y° 7.
Per cui

('71 A 72 A 73)(uavvw) = Eapfy Y ® ’Yﬁ ® "/’Y)(u?”a'w)

= Eaf~y u® vﬁ ’w'y,
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come nella (2). Dunque la forma volume ammette la definizione equi-
valente (7). Tuttavia, grazie all’identificazione fra vettori e covettori
(siamo in uno spazio euclideo) e al fatto che si tratta di basi canoniche
si puo anche scrivere (si tenga presente I’Oss. 4, §7):

(7’) I'I7—‘:(11/\C2/\C3]

11.2. L’aggiunzione

Introdotta la forma volume, ad ogni vettore u € Ej si fa corri-
spondere una forma bilineare antisimmetrica, sempre su Ej, chiamata
aggiunta di u, denotata con *u e definita dall’uguaglianza

(1) (xu)(v,w) = n(u, v, w)

Posto
P = *u,

sl ha successivamente:
pij = plei, e;) = (xu)(ei, ;)
= n(u, e, e;) = u' nlen, e, e;) = ul ;.

Quindi le componenti ¢;; della forma aggiunta, in una base generica
dell’orientamento scelto, sono date da

(2) Pij = Mhij u”

Se in particolare la base & canonica

(3) Pos = Exap
vale a dire:
0 wd —u?
(4) (Pap) = | —u®> 0 o}
w?  —ut 0
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La corrispondenza '
*: Fy — A2(1E3):u )

che cosi si genera & un isomorfismo. Con lo stesso simbolo denotiamo
la corrispondenza inversa, denotiamo cioé con *¢ il vettore aggiunto
della 2-forma ¢. In questo modo si ha ** u = u e ** ¢ = . Dalla (4)
si vede che

(5) w3 = ul, a1 =ul, =14t

cioé che la relazione inversa della (3) pud essere scritta, considerando il
simbolo di Levi-Civita con gli indici in alto,

(6) u* = e

B

D=

In una base qualsiasi, sempre nell’orientamento scelto, risulta

i1
(7) u =§n’h%‘h

dove le (7%7") sono le componenti contravarianti della forma volume:
(8) 79" = g** g7 ¢M™ i

Queste si possono a loro volta esprimere mediante il simbolo di Levi-
Civita:

9 nz]h - &.z]h,'
©) V9

Infatti dalla (8) si trae:

77”h - \/’g'gzkgjlghm Ekim = \/§5th det(grs) - __gz]h,

V9

poiché det(g™*) = g~ 1.
La forma volume permette anche di stabilire un isomorfismo fra R =
A°(E3) e A3(E3), che chiamiamo ancora aggiunzione e che denotiamo

ancora con *. Ad un numero reale a corrisponde la 3-forma

(10) *a = an
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e, viceversa, ad una 3-forma ¢ corrisponde il numero reale

1 s « 1
(11) *p = anh” Phij = as"m Papy

Per riconoscere la coerenza trala (10) e la (11), cioé che *xa = a, occorre
osservare che per il simbolo di Levi-Civita vale I'uguaglianza

(12) £%%Y €45y = 3!

Accanto a questa valgono anche le seguenti, la cui verifica & lasciata
come esercizio:

(13) €%V 5, =262, £*FVey,, = 6265 — 6265

11.3. Il prodotto vettoriale

Per mezzo della forma volume definiamo un’operazione binaria in-
terna su K3, detta prodotto vettoriale e denotata con x, ponendo

(1) uxv-w=n(uv,w)

Si tenga presente che il prodotto vettoriale & in alcuni testi denotato
con A ed e anche chiamato prodotto esterno. Tuttaviail simbolo A & oggi
universalmente usato per il prodotto esterno di forme antisimmetriche

(87).
Segue subito dalla definizione (1) che il prodotto vettoriale u X v &
ortogonale ai due fattori:

(2) uxv-u=0, uxv-:-v=0.

Segue inoltre che, se si prendono i tre vettori di una base canonica ap-
b
partenente all’orientamento scelto, si ha

(3) c1 X €3 = c3, ¢y X €3 =¢q, €3 X ¢ = ¢Cs.

Il prodotto vettoriale & anticommutativo, bilineare e soddisfa all’i-
dentita di Jacobi:
uXv=-vXu,
(4) (au+dv)Xw=auxw+bv X w,
uX(vXxw)+ovX(wXu)+wxX(uxv)=0.
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Pertanto il prodotto vettoriale istituisce sullo spazio euclideo tridimen-
sionale una struttura di algebra di Lie. Le prime due proprietd sono
di immediata verifica. La terza si pud far seguire, con qualche calcolo,
dalla formula del doppio prodotto vettoriale

(5) uX(vXw)=u-w v-—u-v w

che & equivalente a

(5" (uxXv)Xw=u-wv-—v-W U

Per dimostrare la (5) si osserva che il primo membro & un vettore or-
togonale a v X w e quindi, essendo questo prodotto ortogonale a v e
w, appartenente allo spazio generato dai vettori (v, w). Si pud allora
scrivere

uX(vXw)=av+bw.

Moltiplicando scalarmente per u si trova
O0=av-u+dbw- u.
Possiamo pertanto scrivere
a=pw-u, b=—-pv-u,
con p costante indeterminata. Segue allora:
ux(vxw)=p((w-u)v- (v u)w).

Per come & definito il prodotto vettoriale il primo membro & lineare
rispetto ad ogni fattore. Cosi dicasi della quantita tra parentesi a se-
condo membro. Allora il fattore p deve essere un numero indipendente
dai vettori (u,v,w) che compaiono nell’uguaglianza. Se si considera
per esempio una base canonica appartenente all’orientamento scelto e si
prende (u,v,w) = (¢1,¢1,¢2), posto che (si vedala (3)) c; X ez = c3 e
€1 X ¢3 = — ¢, risulta I'uguaglianza — e3 = p(— ¢3). Deve quindi essere
p=1ela(5) & dimostrata.

Ponendo w = e; nella (1) si trovano le componenti covarianti del
prodotto vettoriale in una base generica: \

(6) (u X v)i = Mihj uh ?Jj.
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Le componenti contravarianti sono di conseguenza
§ . ihj
(7) (uxv)' =" upv;

In una base canonica (e, ), tenendo presente che non vi & pit differenza
numerica tra componenti covarianti e contravarianti, si ha

(8) (X v)o = £apyuP v

ovvero anche
(8" (uXv)* =e*yg0.,.

Di qui la possibilita di esprimere il prodotto vettoriale mediante un
determinante formale:

Ci €9 C3

(9) uxv=|u u

Tenuto conto delle (8) e (8'), nonché della (13); del §11.1, si pud
ridimostrare la formula (5) del doppio prodotto vettoriale alla maniera
seguente:

(ux (v xw)),_ = eapyu’ (vxw)
= Eqpyul €T v, w),
= €apy e uP v, w,

= uﬁ We Vo — u'B V3 W

OssERVAZIONE 1. Partendo dalla definizione (1) si dimostra che se
Y & I’angolo compreso tra i vettori non nulli u e » (valutato tra 0 e )
allora

(10) lu X v| = |u] |v] sin?d
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Infatti, per le proprieta gia viste:

lux v|* = (uxv)-(ux0v)
=(uXv)Xu-v
=(u-uv—u-vu) v
= ul® [v* - (u - v)?
= |wl? o2 ,_("“”)2
= fuf of? (1- &)

= |u|? |v]? (1 — cos® ¥).

OsseRvAZIONE 2. L’operazione combinata di prodotto vettoriale
e prodotto scalare, w X v + w, & chiamata prodotto misto. Dalla de-
finizione (1) seguono subito, stante ’antisimmetria di 5, la proprieta
anticommutativa, la proprieta ciclica e la proprieta di scambio
del prodotto misto:

UXV - W= —DXU-W, UXV - W=—UXW:- -V, ...
(11) UXV - W=VXW - U=WX U,

UXP? - Ww=U*DVDXW.

OsserRvAZIONE 3. Endomorfismi assiali. Ad ogni vettore'a € Eg
corrisponde per aggiunzione una forma bilineare antisimmetrica *a. In-
terpretata questa come endomorfismo (antisimmetrico), vale la formula

(12) *a(v) =a X v

Infatti, in virtl delle definizioni sopra date, si ha successivamente
xa(v) - u = xa(v,u) = nla,v,u) =a X v - u,

per cui, stante I’arbitarieta del vettore u, segue la (12). Siccome ’ag-
giunzione & una corrispondenza biunivoca fra vettori e forme bilineari
antisimmetriche, e quindi endomorfismi antisimmetrici, concludiamo che
nello spazio euclideo tridimensionale ogni endomorfismo antisimmetrico
e del tipo (12), cioé del tipo aX, con @ € Es. Si noti che il vetto-
re a & un autovettore di xa, corrispondente all’autovalore nullo; infatti
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*a(a) = a x a@ = 0. Per questo motivo gli endomorfismi antisimmetrici
sono anche chiamati endomorfismi assiali.

OsSSERVAZIONE 4. La corrispondenza biunivoca cosi stabilita tra i
vettori e gli endomorfismi antisimmetrici & un isomorfismo d’algebre di
Lie (si ricordi che, Oss. 3 del §9, in ogni spazio euclideo gli endomorfismi
antisimmetrici formano, con il commutatore, un’algebra di Lie). Sussiste
infatti I'uguaglianza

(13) *[A, B] = (*A) x (xB)

ovvero 'uguaglianza equivalente

(13" . (*a, *b] = *(a x b)

Infatti, posto *a = A e *b = B, si ha
AB(u)=a x (bxu)
e quindi, utilizzando Iidentitd di Jacobi per il doppio prodotto vettoriale,
[A,Bj(u)=a x (bXxu)—bx(axu)
=ax(bxu)+bx(uxa)
=-uXx(axb)=(axb)xu=x*(axb)(u).

OSSERVAZIONE 5. Sappiamo che in E3, come in ogni spazio eu-
clideo, esiste una corrispondenza biunivoca fra vettori e covettori (§8).
Al 85 abbiamo definito il prodotto esterno di due covettori. 1l legame
tra questo prodotto esterno e il prodotto vettoriale & espresso dall’ugua-
glianza '

(14) s(uxv)=u" Av’

Infatti, tenuto conto della formula (5') sul doppio prodotto vettoriale, si
ha successivamente:

+(a x b)(u,v) = n(a x b,u,v)
=(axb)xu-v
=za-ub-v—a-vb-u
= (u,a’)(v,b") — (v, a")(u, b’)

= (a’ A b*)(u,v).
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11.4. Le rotazioni

Consideriamo le rotazioni dello spazio E3. Ricordiamo, dalla teoria
generale svolta al §10, che una rotazione ¢ una isometria con determi-
nante uguale a +1 e che i suoi autovalori, se lo spazio & strettamente
euclideo, sono unitari, quindi del tipo €?¥ = cosd + 7 sin?. Per n = 3
gli autovalori sono radici di un polinomio di terzo grado a coefficienti
reali. Quindi almeno uno di essi & reale, gli altri due complessi coniu-
gati o reali. Imponendo la condizione che il prodotto di tutti e tre gli
autovalori sia uguale a 1 = det(Q) si trova che I'unico spettro possibile
di una rotazione & del tipo

(1) (1, e,

Cid premesso, se escludiamo il caso @ = 1, il cui spettro & (1,1,1),
l’autovalore 1 determina un sottospazio unidimensionale di autovettori
K, C Ejz che chiamiamo asse della rotazione. Il numero ¥ che compare
nella (1), determinato a meno del segno e di multipli di 27, prende il
nome di angolo della rotazione.

Si pud rappresentare la rotazione Q mediante una coppia (u,?)
dove u & un versore dell’asse e ¥ & I’angolo della rotazione, orientato in
maniera tale che per ogni vettore ¢ ortogonale a u il passaggio da c a
Q(c) secondo il verso di ¥ sia tale da produrre un "avvitamento” nel
verso di u (& sottintesa la scelta del solito orientamento dello spazio,
secondo la regola della mano destra). Si dice allora che (u,?) sono
versore e angolo della rotazione Q o anche che u & il versore
dell’angolo ¥ (Fig. 11.2). Si osservi che le coppie (u,?) e (—u,—9)
danno luogo alla stessa rotazione come anche, in particolare, le coppie
(u,m)e (u,—).

Se si sceglie una base canonica (¢, ) tale che ¢z = u, allora la matrice
delle componenti della rotazione Q generata dalla coppia (u, ), con u
versore di ¥, ha la forma seguente:

cosd sind 0
(2) Q%)= | —sind cos? 0
0 0 1

Infatti, tenuto presente che in una base canonica

Qg = Qap = Q(ca) * B,
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u=c,
dle,)
cz\
< Qre,)

Fig. 11.2: versore-angolo di una rotazione.

si vede con I'ausilio della Fig. 11.2 che Q11 = Q(¢1) - ¢1 = cos ¥, Q13 =
Q(c1) » ¢z = sin ¥, e cosi via.

Oltre alla coppia versore-angolo vi sono varie altre rappresentazioni
della rotazioni, per esempio quella esponenziale e quella quaternionale,
gia esaminate al §10. Oltre a queste & da prendersi in considerazio-
ne quella fornita dagli angoli di Eulero (Leonhard Euler, 1707-1783),

‘basata sulla relazione fra una terna ortonormale di vettori, detta terna

fissa, e la terna ruotata: la prima & una base canonica (¢, ) = (3,7, k);
la seconda & la terna (Q(c,)) = (7,3, k'). Gli angoli di Euler (8, ¢,%),
detti rispettivamente angolo di nutazione, angolo di rotazione pro-
pria, angolo di precessione e soddisfacenti alle limitazioni

0<b<m,
(3) 0<¢<2m,
0 <y < 2w,

sono definiti, nell’ipotesi che k' = Q(c3) sia distinto da k = ¢3, come
segue (Fig. 11.3). (I) L’angolo di nutazione 6 & I’angolo compreso tra
k e k'. (II) Si consideri 'intersezione fra il piano (7',5') e il piano
(2,7): € una ”retta” detta linea dei nodi. Questa & individuata dal
versore del prodotto vettoriale k X k' che denotiamo con N (infatti
la retta in questione & ortogonale sia a k che a k'). (III) L’angolo di
rotazione propria ¢ & I’angolo formato da (¥, ') di versore k' e I’angolo
di precessione ¢ ¢ I’angolo formato da (¢, N) di versore k. Da questa
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definizione discende che assegnati comunque tre angoli soddisfacenti alle
limitazioni (3) risulta univocamente definita la terna ruotata (si veda
anche I’Esercizio 2 seguente).

Fig. 11.3: gli angoli di Euler.

* % ok

Esgrcizio 1. Poniamoci il problema di (I} come determinare la
coppia (u, ?) a partire dalla rotazione Q e, viceversa, di (II) come deter-
minare la rotazione Q a partire dalla coppia (u, ). Osserviamo innan-
zitutto che, data @, il versore u & un autovettore associato all’autova-
lore 1, quindi determinabile risolvendo un sistema di equazioni lineari.
Tuttavia, € piu semplice la sua determinazione attraverso la parte anti-
simmetrica di @, almeno quando questa non & nulla, perché si ha

(4) sindu = Q™.

Se infatti si guarda alla matrice (2), che & ottenuta scegliendo opportu-
namente una base canonica, e si ricorda la relazione tra le componenti
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di una forma bilineare antisimmetrica e quelle del vettore aggiunto, data
per esempio dalla (4) del §11.2, si trova I'uguaglianza

0 a® —a? 0 sind 0
(A8y=1] -a® 0 at | =] ~-sind 0 0],
a?> —at 0 0 0 0

posto A = Q” e a = xA. Di qui la (4). La formula (4), fissata una
delle due possibili scelte del versore u, determina solamente sin 9 e non 9.
Occorre quindi, per eliminare questa indeterminazione, estrarre qualche
altra informazione da Q. Si pud per esempio calcolare cos 9 attraverso
la formula (che lasciamo da dimostrare)

(5) 14 2cos?d = 1I(Q) = tr(Q).

Questa ci consente fra I’altro di osservare che Iinvariante primo (la trac-
cia) e I'invariante secondo di una rotazione coincidono. Il problema
inverso (II) puo essere risolto con 1’uso della rappresentazione esponen-
ziale. Infatti, data una qualunque coppia (u, ), e introdotto I’endomor-
fismo aggiunto U = *u, la rotazione

(6) Q=¢cU

e proprio la rotazione di versore-angolo (u,d). Per riconoscerlo comin-
ciamo con ’osservare che:

UPp)=(U)Xxv=uxwv,
Ulv)=uxU@ =ux(uxv)=u-vu—mv,
Ul(v)=uxU*(v) = —uxv=-U(v),

quindi che
U2n+2 — (__1)n U2, U2n+1 — (__1)n U.

Si ha allora successivamente:

oo oG
sU I on pron 1 2n+1 yr2n+l
= — Py — ¢} U

=1+ (i (_;3:;_1 02”) U2 + <io (2(7:_];)2)' 192n+1) U,

nz=1
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vale a dire
(M) Q:eﬁU:1+sin19U+(1—-cos19)U2.

Questa formula & in accordo con le precedenti (4) e (5) perché implica
*QA =sind * U = sindJ u,
tr(Q) = 3+ (1 — cos 9t/ U?) = 2cosd + 1,
valendo la formula generale, la cui verifica & immediata,
(8) tr(U?) = ~2 lull,

che quindi in questo caso produce tr(U?) = —2. La formula (7), tenuto
conto delle espressioni U(v) e U?*(v) sopra scritte, consente anche di
esprimere il generico vettore Q(v) mediante la coppia (u, ¥):

(9) Qv)=cosdv+(1—-cosd)u-vu+sinduxov.

Esercizio 2. Dimostrare che la matrice delle componenti della
rotazione Q determinata dagli angoli di Euler (8, ¢, ) é:

€oS ¢ cos P cos ¢ sin @

. "
—~sin¢gsinycosfd  +sindcosp cos sin ¢ sin
10 8y = —sin ¢ cos — sin ¢ sin in 0
(10) (@a) —cos¢sincosf  + cos@coscosh cos ¢ sin
sin 1 sin 6 —cosYsinf cosd

Per giungere alla (10) si pud osservare che la rotazione Q & composta
da tre rotazioni successive ¢, @, ¥, caratterizzate dalle seguenti coppie
versore-angolo:

& = (k,¢), O = (1,0), ¥ = (k,1).
Le matrici delle componenti sono rispettivamente:

cos¢ sin¢g 0 1 0 0
(@)= | —sing cos¢ O |, (@8Y=10 «cosf® sinh |,

0 0 1 0 —sinf cosf
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costy siny 0
(UB)y=| —sinep cosyp 0

0 0 1

Si deve quindi eseguire il prodotto matriciale
Q5 = @4 07 vl

Eseguendo il prodotto (righe per colonne, secondo le convenzioni adot-
tate) delle prime due matrici si ottiene

cos¢p sin¢gcosfd singsiné
(®5,07)=| —sing cos¢cosf cospsind
0 ~sin 6 cosf

Moltiplicando questa per la terza si ottiene la (10).

12. Spazi vettoriali iperbolici

Uno spazio vettoriale iperbolico & uno spazio vettoriale pseu-
doeuclideo (H,,g) di segnatura (n — 1,1). Cio significa (si veda il §8)
che in ogni base canonica (¢;) un vettore ha norma negativa (si dice che
e del genere tempo) e gli altri n — 1 hanno norma positiva (si dicono
del genere spazio). Conveniamo che gli indici latini varino da 0 a n — 1,
che in una base canonica (c;) il vettore del genere tempo sia ¢g, che
i rimanenti vettori del genere spazio siano denotati con (c,), e che gli
indici greci varino quindi da 1 a » — 1. La matrice metrica in una base
canonica avra pertanto la forma

-1 0 ... 0

1 0 0

(1) (9:5) = Co
0 0 ... 1

Lo spazio iperbolico di dimensione 4 prende il nome di spazio vetto-
riale di Minkowski (Hermann Minkowski, 1864-1909). Questo spazio
¢ di fondamentale importanza per la teoria della Relativitd Ristretta.
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Ricordiamo ancora che un vettore ortogonale a se stesso & detto isotropo
o del genere luce.

Ci limitiamo in questo paragrafo ad esaminare alcune proprieta fon-
damentali degli spazi iperbolici in generale e, in particolare, dello spazio
iperbolico bidimensionale. Si tenga presente che per spazio iperbolico
alcuni autori intendono uno spazio di dimensione pari 2n e segnatura

(n,n).

ProprosizIONE 1. Un vettore (non nullo) ortogonale ad un vettore
del genere tempo & un vettore del genere spazio. Il sottospazio ortogonale
ad un vettore del genere tempo & uno spazio strettamente euclideo (di
dimensione n — 1).

Dimostrazione. Sia v un vettore del genere tempo. Si consideri il
sottospazio unidimensionale K generato da v e il suo ortogonale K+.
Non pud essere v € K perché v sarebbe anche ortogonale a se stesso,
quindi isotropo. Dunque K N K+ = 0 e il sottospazio K+ ¢ a metrica
non degenere (si veda ’Oss. 6 del §8). Si puo quindi determinare su
K+, che & di dimensione n— 1, una base canonica (¢, ). Se consideriamo
anche il versore ¢y di v, otteniamo una base canonica. Siccome ¢g &
del genere tempo tutti gli altri vettori della base sono del genere spazio,
altrimenti si violerebbe il teorema di Sylvester, posto che la segnatura &
(n—1,1). Dunque tutti i vettori di K+ sono del genere spazio e questo
e strettamente euclideo. m

In maniera analoga si dimostra che

ProrosizioNE 2. Il sottospazio ortogonale ad un vettore del genere
spazio e uno spazio iperbolico se n > 2 o del genere tempo se n = 2.

Dalla Proposizione 1 segue che i sottospazi del genere tempo hanno
dimensione 1. Segue anche che, fissato un sottospazio K C H del genere
tempo, risulta definita una decomposizione spazio-temporale dello
spazio iperbolico H nella somma diretta

H=K@gA5,
dove S & il sottospazio strettamente euclideo ortogonale a K (§ = K*).

ProrosizioNE 3. Il sottospazio ortogonale ad un vettore (non nul-
lo) del genere luce & a metrica degenere contenente il vettore stesso.
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Tutti i vettori del sottospazio indipendenti da questo sono del genere
spazio.

Dimostrazione. Sia v un vettore isotropo, K il sottospazio da esso
generato. Siccome v & ortogonale a se stesso per definizione, risulta
K C K*. Quindi KNK* # 0 eil sottospazio K+ & a metrica degenere.
Se in esso vi fosse un vettore del genere tempo, si contrasterebbe con la
Proposizione 1, che implica v del genere spazio. Se vi fossero due vettori
indipendenti del genere luce, si contrasterebbe con la Proposizione 4
seguente. m

ProposizioNE 4. Due vettori del genere luce e ortogonali sono
dipendenti (cioé paralleli).

Dimostrazione. Un generico vettore isotropo v # 0 pud sempre
mettersi nella forma v = a(u + ¢¢), dove u & un vettore unitario, del
genere spazio, ortogonale a ¢, generico vettore unitario del genere tem-
po; basta infatti porre u = %v —¢p con a = —v - ¢g (si osservi che la
condizione v - ¢y = 0 violerebbe la Proposizione 1). Se v’ = a'(u'+c¢p) &
un altro vettore isotropo decomposto allo stesso modo, dalla condizione
v - v’ = 0 segue u - u' — 1 = 0. Ma due vettori unitari del genere spazio
hanno prodotto scalare uguale a 1 se e solo se sono uguali. Da u = o/
segue che v e v’/ sono dipendenti. m

Dalla proposizione precedente segue che i sottospazi isotropi hanno
dimensione 1, a conferma della proprietd generale messa in evidenza
nell’Oss. 5 del n.8.

EsErcizio 1. Si dimostri che se I C H & un sottospazio isotropo, il
sottospazio quoziente H /I ha una naturale struttura di spazio vettoriale
strettamente euclideo.

DEFINIZIONE 1. Denotiamo con T il sottoinsieme dei vettori del
genere tempo. Diciamo che due vettori u,v € T sono ortocroni se
u-v<0

ProprosizioNE 5. La relazione di ortocronismo e una relazione di
equivalenza che divide T in due classi.

Dimostrazione. La relazione di ortocronismo & riflessiva perché si
ha v - v = ||v|| < 0 per ogni vettore del genere tempo (per definizione).
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E ovviamente simmetrica, perché & simmetrico il prodotto scalare. Per
dimostrare la proprieta transitiva dobbiamo dimostrare I’implicazione

(2) u-v<0, v-w<0 = u-w<O0.

Per dimostrare che le classi di equivalenza sono due dobbiamo dimostrare
I'mplicazione

(3) u-v>0, v.w>0 = wu-w<O0.

Per questo scopo, supposto senza ledere la generalita che il vettore v sia
unitario, si scelga una base canonica tale da aversi ¢y = v. Si ha allora:

U-w = ww® —uPuw®, wev=gpu’ =-u’, w-v=—wd.

n=1 n—1
S - (W0 <0, 3 (@) (w)? <.
a=1 az=1

Per la disuguaglianza di Schwarz, valida nello spazio strettamente eucli-
deo ortogonale a ¢y e generato dai vettori (¢, ), si ha anche

n-—1 2 n-—-1 n-1
<Z uawa) < Z(ua)z Z(wa)2 < (quO)Z.

a=1 a=1 a=1
Abbiamo allora le seguenti implicazioni : (w-v < 0,v-w < 0) <
(u® >0, w® > 0) = uPw® > 0 => u-w < 0. Quindi I'implicazione
(2) & dimostrata. Analogamentesiha: (v >0,v-w > 0) < (¥ <
0, w% < 0) = 4w’ > 0 = w-w < 0. Quindi anche I'implicazione
(3) & dimostrata. m

Denotiamo con T e T~ le due classi di equivalenza in cui & diviso
I'insieme T dei vettori del genere tempo; essi si chiamano rispettivamente
futuro e passato. Denotiamo con L l'insieme dei vettori del genere
luce. Essi formano il cosiddetto cono di luce. Se infatti denotiamo con
z = z'c; il generico vettore dello spazio e se imponiamo che esso sia
isotropo, cioé che - & = 0, troviamo la condizione

™) S () - (o) = 0.
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Fig. 12.1: il cono di luce.

Questa & I’equazione di un cono di centro ’origine (vettore nullo). Il cono
di luce & diviso in due falde, L* e L™, ciascuna delle quali separa dai
vettori del genere spazio i vettori delle classi Tt e T~ rispettivamente,
i quali stanno all’interno di ciascuna falda (Fig. 12.1).

I vettori unitari del genere spazio sono caratterizzati dall’equazione

n-1

(5) Y (29)? — (2°) = 1.

a=1

Si tratta di un iperboloide a una falda. I vettori unitari del genere tempo
sono invece caratterizzati dall’equazione

n—1

(6) Y@ - () = -1,

=1

Si tratta di un iperboloide a due falde. Osserviamo inoltre che

PROPOSIZIONE 6. La somma di due o piu vettori di TF (risp. di
T~) & ancora un vettore di 7% (risp. di 7).
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Dimostrazione. Siano u,v € T™*. Cio significa che ||u|| < 0, [[v|| <
0, u - v < 0. Di qui segue ||u + v|| = ||u|| + ||v|]| + 2u - v < 0; quindi la
somma u+v e del genere tempo. Inoltre: u « (u+v) = u - u+u - v < 0.
Dunque u e la somma u + v sono ortocroni. m

Esercizio 2. (I) Si verifichi che nello spazio End(FE) degli endo-
morfismi sopra uno spazio vettoriale E si definisce un prodotto scalare
ponendo

(7) A - B =tr(AB).

(II) Si dimostri che, nel caso n = 2, la segnatura del tensore metrico cosi
definito & (3,1). Lo spazio Hy = End(E,) degli endomorfismi su di uno
spazio bidimensionale & quindi uno spazio di Minkowski. (I1I) Si dimostri
che ’assegnazione di un tensore metrico definito positivo su E, implica
la definizione di una decomposizione spazio-temporale di Hy. (IV) Si
estendano queste considerazioni al caso dello spazio H,: = End(E,),
dimostrando che la segnatura del prodotto scalare definito dalla (7) &

(n(n2~|~ D, n(n2~ 1)) |

Esaminiamo ora, per meglio comprendere la struttura di uno spazio
iperbolico, il caso piu semplice dello spazio iperbolico bidimensionale H.

Fissata una base canonica (cg,c1), con ¢o del genere tempo, osser-
viamo innanzitutto che il cono di luce, insieme dei vettori isotropi, ha
ora equazione

(2 - (2% =0,
0

e si riduce pertanto alle rette isotrope di equazione z! — 29 = 0 e
z! + 2% = 0, che sono le bisettrici dei quadranti individuati dai vet-
tori della base. Volendo raffigurare su di un piano i vettori (cp,c),
unitari e ortogonali fra loro, dobbiamo tener presente che il foglio su
cui riportiamo la figura (Fig. 12.2), fissato un punto corrispondente al
vettore nullo, & la rappresentazione intuitiva dello spazio bidimensionale
strettamente euclideo, non di quello iperbolico. Per esempio, contraria-
mente al nostro senso euclideo, i vettori che si trovano sulle bisettrici
hanno lunghezza nulla. Cosl, i vettori unitari del genere tempo sono
caratterizzati dall’equazione

1

(2% = (") = 1,
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e descrivono quindi un’iperbole di vertici i punti (£1,0) e asintoti le rette
isotrope, mentre i vettori unitari del genere spazio sono caratterizzati
dall’equazione

((El)2 . (1‘0)2 — 1,

e descrivono pertanto ’iperbole di vertici i punti (0,%1) con gli stessi
asintoti. Se ora prendiamo un vettore u unitario del genere tempo, la
retta descritta dai vettori ortogonali a questo ha equazione

w2l — w0 2% = 0.
Si consideri quindi uno dei due vettori v unitari e ortogonali a w; sap-
piamo che questi sono del genere spazio. Allora

lw = ol = lull + ]l +2u-v=-14+140=0.

Ciod significa che il vettore differenza uw — v & isotropo, quindi giacente
su una delle due bisettrici (asintoti). Concludiamo che, nella rappresen-
tazione euclidea, due vettori del piano iperbolico non isotropi, unitari
e ortogonali, stanno in posizione simmetrica rispetto ad una delle due
bisettrici (Fig. 12.2).

ffxl=0

fx\=-1

Fig. 12.2: ortogonalita dei vettori nel piano iperbolico.
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Si osservi ancora, guardando la figura, che per un ”osservatore iper-
bolico” la coppia (u, v) &€ una base canonica, quindi del tutto equivalente
alla coppia (¢g, €1), ottenibile da questa mediante una rotazione, cioe
mediante un elemento di SO(1,1). Siamo quindi condotti ad esamina-
re il gruppo delle isometrie sullo spazio iperbolico bidimensionale. Ci
limitiamo a quelle di determinante +1, cioé alle rotazioni. Ricordiamo
inanzitutto che le componenti (@) di un qualunque endomorfismo Q
sono legate alle componenti ();;) della forma bilineare corrispondente
dalle equazioni Q;; = gjx QF. Pertanto, essendo nel caso presente

goo=-1, gin=1go1=4g10=0,
risulta:
Qoo =—Q0, Qo1 =Q5 Qu=-0 Qu=Qql
Posto inoltre

Q(co) =acy +be, Qi) =ceg+dey,

@ =(24).

dalle condizioni Q(c;) - Q(c;) = ¢; - ¢; e det(Q}) = 1, caratteristiche di
una rotazione, seguono le uguaglianze:

cioe

a*-b*=1, d®-c*=1, bd—ac=0, ad-bc=1.

Dalle ultime due si trae @ = d e b = ¢. Dalla prima segue a® > 1.
Possiamo allora porre

(8) a = cosh y, b = sinh x,

oppure

(9) a = — coshy, b = sinh .

Poiché a = —Q(cp) + ¢p, nel primo caso abbiamo a > 0, quindi una

rotazione ortocrona, conservante ciod la classe di ogni vettore del
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genere tempo. La matrice delle componenti di una rotazione ortocrona
ha quindi la forma:

. coshxy sinhy \
(10) @)=
sinh ¥ cosh x

Nel secondo caso si ha una rotazione non ortocrona e la matrice corri-
spondente é&:

— coshy  sinhy

(11) @)=
sinhy - coshy

Il parametro x che interviene in queste due rappresentazioni prende il
nome di pseudoangolo della rotazione. Esso pud variare da —c0 a
+00, ricoprendo tutte le rotazioni ortocrone. Per x = 0 si ha ovviamente
Q = 1. La composizione di due rotazioni di pseudoangolo xi e x; & la
rotazione di pseudoangolo x; + x2: lo si desume dalla (10) utilizzando le
proprieta elementari delle funzioni trigonometriche iperboliche. Sempre
in base a tali proprieta, si osserva che si puo scegliere come parametro
rappresentativo la tangente iperbolica dello pseudoangolo,

sinh y
cosh x’

f =tanhy =

variabile nell’intervallo aperto (—1,1). La (10) diventa allora
j 1 b
(12) (@) =
V31— p2 B 1



CapriToLo II

CALCOLO VETTORIALE
NEGLI SPAZI AFFINI

Gli spazi affini costituiscono il supporto di alcuni fondamentali mo-
delli matematici della meccanica. Primo fra tutti lo spazio affine tridi-
mensionale euclideo, che fornisce il modello dello spazio fisico osservato
da un riferimento (almeno nelle teorie "classiche” o “euclidee”). Sono
pure spazi affini, a quattro dimensioni, lo spazio-tempo della Meccanica
Newtoniana e lo spazio-tempo della Relativita Ristretta.

Questo capitolo, dedicato al complesso degli enti che si possono
definire sugli spazi affini e al calcolo che ne consegue (che chiamiamo
brevemente "calcolo vettoriale”), si sviluppa in paragrafi strettamente
correlati tra loro, raggruppabili in due parti. La prima parte (para-
grafi da 1 a 10) é dedicata alle strutture fondamentali definibili in uno
spazio affine (campi scalari, campi vettoriali, forme differenziali, curve,
superfici) e al sistemi dinamici, argomento centrale intorno al quale si
sviluppa non solo questo capitolo ma I’intero corso. Come sara visto in
un capitolo successivo, tutte queste nozioni sono estendibili a spazi di
natura piu generale: le varieta differenziabili. La seconda parte é invece
dedicata ad una miscellanea di argomenti e concetti per la maggior par-
te conseguenti all’istituzione sugli spazi affini (in particolare su quello
tridimensionale) di una struttura euclidea. Essi si possono raccogliere in
tre gruppi: (i) operatori differenziali su campi scalari e vettoriali (§11),
(ii) curve e superfici nello spazio affine euclideo tridimensionale (§12),
(iii) geometria dei sistemi di masse e di vettori (§13, §14, §15).
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1. Richiami sugli spazi affini

Uno spazio affine ¢ una terna (A, E, §) costituita da un insieme
A, i cui elementi sono detti punti, da uno spazio vettoriale E (reale e
di dimensione finita) detto soggiacente o associato ad .4, e da un’ap-
plicazione 6: A X A — E, soddisfacente alle due seguenti condizioni: (i)
per ogni coppia (P,v) € A X E esiste un unico punto Q € A tale che
6(P,Q) = wv; (ii) per ogni terna di punti (P,Q, R) vale I'uguaglianza

(1) §(P,Q)+6(Q,R) = 6(P,R).

Uno spazio affine (A4, E, §) & indicato brevemente con .4, mentre il vettore
6(P,Q) & denotato semplicemente con PQ, o anche con Q — P, per cui
I'uguaglianza (1) si scrive pitt semplicemente

PQ + QR = PR,

o anche

(@-P)+(R-Q)=R-P,

assumendo in questo secondo caso ’aspetto di una identita algebrica. La
dimensione di uno spazio affine & per definizione la dimensione dello
spazio vettoriale associato.

Un vettore v € E & anche detto vettore libero. Una coppia
(P,v) € AX E & detta vettore applicato. Un vettore applicato (P, v)
si identifica con la coppia ordinata di punti (P,Q) dove Q & tale che
PQ =wv.

Un sottoinsieme B C A & un sottospazio affine di dimensione m
se I'immagine di B x B secondo é & un sottospazio di F di dimensione
m. In particolare, un sottospazio affine di dimensione 1 & detto retta.

Se si fissa un punto O € A, detto origine o centro, allora lo spazio
A si identifica con lo spazio vettoriale associato E: infatti, in base agli
assiomi (i) e (ii), la corrispondenza che ad ogni vettore z € E associa il
punto P € A tale che z = OP & biunivoca. L’origine viene identificata
col vettore nullo.

Viceversa, uno spazio vettoriale E pud assumere la struttura di
spazio affine; se infatti si pone é(u,v) = v — u, si verifica facilmente che
la terna (F, E,6) soddisfa alle condizioni richieste.

Se oltre ad un’origine O si fissa anche una base (¢,) = (¢y, ... ,¢p)
di E, se ciod si fissa un riferimento cartesiano (0,¢,), (gli indici
greci o, 3,... si intendono variabili da 1 a n, dove n & la dimensione
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dello spazio affine) risulta definita una corrispondenza biunivoca fra lo
spazio affine A e lo spazio R": ad ogni punto P € A si fa corrispondere
’ennupla reale () costituita dalle componenti secondo la base (¢, ) del
vettore O P,

(2) OP =z = z%¢,.

Risultano al contempo definite delle applicazioni 2%: A — R, dette coor-
dinate cartesiane o affini, tali che z*(P)c, = OP. Si noti che I'iden-
tificazione di A con R" implica, fra ’altro, 'istituzione sullo spazio affine
della topologia di R".

Se si considerano due riferimenti cartesiani (O, ¢q) € (0', ¢qr) (con-
viene, come vedremo, porre I’apice sull’indice) allora i due sistemi di
coordinate (z%) e (z®') sono legati da trasformazioni affini cioé da
relazioni del tipo

! i i 1}
(3) z% = al, 2% +b%, z® =al %+ b%.

. ! . . . .
Le matrici (%) e (a2 ), una inversa dell’altra, sono le matrici di tra-
sformazione delle basi:

!

s
(4) Cor = Q5iCq, Co = a5 Cor,y

mentre le (b*) e (b*') sono le componenti del vettore OO’ e del vettore
opposto O'O nelle due basi:

(5) 00" = b%c,, O'0=0"cy.

Le (3) seguono infatti dalle uguaglianze OP = 00' + O'P e O'P =
0’0 + OP, tenuto conto della (2), insieme all’analoga O'P = ¥ ey, e
delle (4) e (5). :

Se lo spazio vettoriale F soggiacente ad uno spazio affine & dotato
di un tensore metrico g, vale a dire di un prodotto scalare, si dice che
lo spazio affine & euclideo. Uno spazio affine euclideo e pertanto una
quaterna (A, E,6,g) dove (A, E,6) & uno spazio affine e g ¢ un tenso-
re metrico sopra lo spazio vettoriale E. Si dice che uno spazio affine
ha segnatura (p, q) se questa ¢ la segnatura della forma bilineare sim-
metrica g; in particolare lo spazio affine si dice strettamente euclideo
se la segnatura & (n,0), cioé se il tensore metrico e definito positivo.
Dato un riferimento affine (0, ¢, ) dove la base e canonica, le corrispon-
denti coordinate (z*) si dicono coordinate canoniche o coordinate
ortonormali.
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La presenza del tensore metrico consente di definire su di uno spazio
affine le operazioni tipiche della geometria euclidea, quali la misura
di distanze, di angoli, di lunghezze di curve, di aree di superfici, di
volumi, e cosi via, nonché speciali operazioni su campi scalari, vettoriali
e tensoriali. Alcune di queste operazioni traggono origine da analoghe
operazioni definite sugli spazi vettoriali euclidei. Prima di esaminarle
(811) occorre pero trattare concetti ed operazioni che prescindono dalla
struttura euclidea.

NOTAZIONI. Per spazi affini di dimensione 2 e 3 denoteremo generici
riferimenti cartesiani con (O,t,7) e (0,t,7,k) e le coordinate associate
con (z,y) e (z,y,2). In spazi affini euclidei le basi (z,7) e (1,7,k) si
intenderanno, salvo esplicito avviso contrario, canoniche (ortonormali):
i vettori sono di modulo unitario e mutuamente ortogonali. Precisata la
base, per i vettori sara talvolta conveniente 1’uso della notazione matri-
ciale; a seconda della convenzione adottata potranno essere rappresentati
da vettori colonna o vettori riga. Le scritture

v =1v%¢,, v =

saranno quindi equivalenti. Nel caso n = 3 si avranno in particolare
scritture del tipo

v=at+bj+ck, v = , v = (a,b,c).

o o

2. Campi scalari e vettoriali

Una funzione reale sopra uno spazio affine f: A — R & anche detta
campo scalare. Assegnate delle coordinate cartesiane, ogni campo
scalare f: A — R & rappresentato da una funzione reale a n variabili
reali denotata con f(z!,22,...,2") o brevemente con f(z®). Un campo
scalare f & detto di classe C* se la sua funzione rappresentativa f(z%)
ammette derivate parziali continue fino all’ordine k. Diciamo che f &
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di classe C* o differenziabile se la f(z®) ammette derivate parziali
continue di qualunque ordine.

Sull’insieme di tutti i campi scalari sopra uno spazio affine si in-
troducono le seguenti tre operazioni fondamentali: la somma, defini-
ta da (f + g)(P) = f(P) + g(P), il prodotto per un numero reale
a € R, definito da (af)(P) = a(f(P)), il prodotto numerico, definito
da (fg)(P) = f(P)g(P). Con queste operazioni l'insieme assume la
struttura di anello commutativo e di algebra associativa e commutativa.
Sovente restringeremo la nostra attenzione, per semplicita, all’anello dei
campi scalari di classe C'*, che denoteremo con C*°(A,R), o brevemente
con F(A). Denoteremo in particolare con C'*°(U,R), o brevemente con
F(U), ’anello dei campi scalari di classe C* sopra un aperto U C A.

Un campo vettoriale & un’applicazione X: A — Ax E che associa
ad ogni punto P € A un vettore X(P) € E applicato in P. Fissato un
riferimerito cartesiano, ogni campo vettoriale X risulta rappresentato
da un insieme di n funzioni reali X* : A — R, dette componenti
cartesiane, tali da aversi per ogni punto P € A

X(P) = X*(P)eq.

Scriveremo pill semplicemente

Le componenti X% del campo, essendo dei campi scalari, sono a loro
volta rappresentabili da funzioni X*(z”) nelle n coordinate cartesiane
(zf). Un campo vettoriale si dice di classe C* (rispettivamente, di clas-
se C* o differenziabile) se tutte le sue componenti sono di classe C*
(rispettivamente, di classe C'*).

OsSERVAZIONE 1. Nel piano affine riferito a coordinate cartesia-
ne (z%) = (z,y) ogni campo vettoriale X & definito da due funzioni
reali X(z,y) e Y(z,y) nelle due variabili (z,y). Un campo vettoriale
ammetterd dunque una rappresentazione del tipo (usiamo qui la rappre-
sentazione colonna)

X =X(z,y)1+Y(z,y)7 = ()}f((af:?%) ’

dove (7,7) sono i vettori del riferimento. Analogamente, in uno spazio
affine tridimensionale,
X(z,y,2)
X =X(z,y,2)1+Y(z,y,2) 5+ Z(2z,y,2)k= | Y(z,y,2)
Z(z,y,2)
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Sull’insieme di tuttii campi vettoriali sopra uno spazio affine si in-
troducono le seguenti due operazioni fondamentali: la somma, definita
da (X +Y)(P) = X(P)+Y(P),il prodotto per un numero reale a € R,
definito da (aX)(P) = a(X(P)). Con queste operazioni 'insieme as-
sume la struttura di modulo su F(.A) e di spazio vettoriale su R (di
dimensione infinita). Denoteremo con A*(.A) lo spazio dei campi vetto-
riali di classe C'* su tutto lo spazio affine ed in particolare con X*(U) 1o
spazio dei campi vettoriali di classe C'* sopra un aperto U C A. Denote-

remo semplicemente con X' (A) o con X' (U) gli spazi dei campi vettoriali
di classe C'*°.

OSSERVAZIONE 2. Oltre a campi scalari e vettoriali, sopra uno
spazio affine si possono definire campi tensoriali. Un campo tensoriale
di tipo (p,q) & un’applicazione K: A — A x TP(E) che associa ad ogni
punto P € A un tensore K(P) € TP(E) applicatoin P. Le componenti
cartesiane di un campo tensoriale si definiscono in maniera del tutto
analoga a quelle dei campi vettoriali. Campi tensoriali sono per esempio
le forme differenziali, che esamineremo piu avanti.

Esaminiamo una prima fondamentale operazione coinvolgente cam-
pi scalari e vettoriali.

DEFINIZIONE 1. Diciamo derivata di un campo scalare f rispetto
ad un campo vettoriale X il campo scalare X f definito da

of
1 Xf=X%—
1) f=xo2L
dove con
of
Oz
s’intende la derivata parziale rispetto alla z® della funzione rappresen-
tativa f(z!,...,z") in un qualunque sistema di coordinate cartesiane.

OsSERVAZIONE 3. Questa definizione ha significato intrinseco (o
assoluto), non dipende cioé dalla scelta delle coordinate cartesiane. Si
osserva infatti che, rappresentato il campo secondo due basi (¢, ) e (¢o),

I " — yo
X =X%, = X% e,
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e tenuto conto delle relazioni del tipo (4) del §1 tra le due basi, tra le
componenti del campo sussiste il legame

(2) X% =a2 X%

D’altra parte, interpretata la f come funzione delle (z) per il tramite
delle (z°'), dalle relazioni (3) del §1 segue che

af _ 8f 9z  9f

= = a? .
dzx Pz Jzo Oz ¢

Si ha quindi:
X af - X af o _on' af

dza O Ggor fo T o

Cid mostra l'indipendenza della definizione (1) dalla scelta delle coordi-
nate cartesiane.

Esgrcizio 1. Per ben comprendere il significato dell’osservazione
precedente si provi a considerare, per esempio, "operazione di ”deriva-
zione seconda” definita da

o 0 f

o’

e si verifichi che questa dipende dalla scelta delle coordinate cartesiane

(2%).

OssSERVAZIONE 4. Con ’operazione di derivazione cosi definita ogni
campo vettoriale determina un’applicazione X:F(A) — F(A) (si usa
ancora lo stesso simbolo X') che e lineare

X

(3) X(af +bg)=aXf+bXyg (a,b € R),
e soddisfa alla regola di Leibniz:
(4) X(fg)=9Xf+ fXy.

Si puo dimostrare che, viceversa, ogni operatore sulle funzioni soddi-
sfacente a queste due condizioni si identifica con un campo vettoriale.
Come sara giustificato pitt avanti, useremo anche la notazione

(X, df)
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al posto di X f.

OSSERVAZIONE 5. Si pud anche definire la derivata di un campo
scalare f rispetto ad un vettore applicato (P,v). E il numero reale

) (Po)s =0 (5%) |

dove le (v®) sono le componenti del vettore v e la derivata parziale &
calcolata nel punto P.

OSSERVAZIONE 6. L’interpretazione dei campi vettoriali come ope-
ratori di derivazione consente di definire il commutatore di due campi
vettoriali X e Y. E il campo vettoriale [X, Y] definito da

(6) [X,.Y]f=X(Yf)-Y(X[), [feF(A)

Si istituisce cosi sullo spazio X(A) dei campi vettoriali un’operazione
binaria interna [-,-] detta anche parentesi di Lie, anticommutativa,
bilineare e per la quale vale I'identita di Jacobi:

[X’Y] = ”[Y’X]v
(7 [aX +bY,Z] = a[X,Z]+b]Y, Z],
[X,[Y,Z]] + [Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] =0.

Con tale operazione lo spazio vettoriale Y'(A) assume pertanto la strut-
tura di algebra di Lie.

Esercizio 2. Si verifichi che le componenti cartesiane del commu-
tatore sono date da:

(8) (X,Y])* = XPogY* - YPgpX°, 0p = 9.

0zb
Di qui si osservi che la (6) definisce effettivamente un campo vettoriale,
cioe che per il commutatore vale la linearita e la regola di Leibniz. Si
verifichi inoltre che vale Iidentita di Jacobi (7)s.

OsSERVAZIONE 7. Ad ogni campo vettoriale X si pud associare
un campo scalare detto la divergenza di X, denotato con div(X) e
definito da:

ax! axn .
9at Tt gn = 0aX
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L’applicazione

div: ¥(A) —» F(A): X — div(X)

cosi definita gode delle seguenti proprieta caratteristiche:

div(X +Y) = div(X) + div(Y'),
(10) div(fX) = fdiv(X)+ Xf  (f € F(A)),
X =cost. == div(X)=0.

Esercizio 3. Dimostrare che la definizione (9) non dipende dalla
scelta delle coordinate cartesiane (si veda 1'Oss. 3 e I’Eserc. 1). Dimo-
strare che se un operatore da campi vettoriali a campi scalari soddisfa
alle (10) allora esso & necessariamente la divergenza.

3. Coordinate non affini e riferimenti associati

Sebbene le coordinate cartesiane abbiano carattere ”privilegiato”
perché direttamente connesse con la struttura affine, & talvolta conve-
niente, in particolari circostanze, far uso di altri tipi di coordinate. La
nozione generale di sistema di coordinate & strettamente connessa
con la nozione di carta sopra un insieme, come mostrato dalla seguente
definizione.

DEFINIZIONE 1. Sia A un insieme (quindi, non necessariamente uno
spazio affine). Diciamo carta di dimensione n sullinsieme A un’appli-
cazione biettiva ¢: U — R™ di un sottoinsieme U C A, detto dominio
della carta, in un aperto ¢(U) di R™. Si chiamano cqordinate asso-
ciate alla carta ¢ le n funzioni ¢: U — R definite da ¢* = pr; o ¢, dove
pri: R™ — R & la proiezione i-esima, I’applicazione cioe che ad ogni n-pla
reale (rl,r%,...,7™) associa l’elemento i-esimo 7°.

Se A @ in particolare uno spazio affine, fissate delle coordinate car-
tesiane (z%) su A e assegnata una carta ¢:U — R"™ ('), le coordinate
(¢*) a questa associate, essendo delle funzioni reali sul dominio U, sono

(1) Senza entrare nei dettagli di una discussione pitt approfondita, ac-
cettiamo il fatto che la dimensione della carta abbia la stessa dimensione
n dello spazio affine.
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rappresentabili, come si & osservato al paragrafo precedente, da funzioni
nelle n variabili reali (z):

(1) q' = q'(z).

Siccome ’applicazione ¢ & biettiva, questo sistema di » funzioni & inver-
tibile; le (z) possono cioé esprimersi in funzione delle (¢*):

(2) 2% = 2%(¢").

Le relazioni (1) o (2) vanno sotto il nome di cambiamenti o trasfor-
mazioni di coordinate. Diciamo che le coordinate (g*) sono di classe
C* se tali sono tutte le funzioni (1) e (2).

Alle relazioni invertibili (1) e (2) sono associate due matrici n X n
di funzioni, date dalle derivate parziali

T 8q2 a__@ﬁ
(3) Eoz“‘ 8.15'7 i 6(12-7

dette matrici jacobiane della trasformazione. L’invertibilta del siste-
ma di funzioni (1) implica, per un fondamentale teorema di Analisi (il
teorema della funzione inversa), che queste matrici sono regolari e
I’'una inversa dell’altra.

EseMrio 1. Coordinate polari del piano. Nello spazio affine bi-
dimensionale (piano affine), riferito a coordinate cartesiane (z!,z?) =
(z,y), le equazioni

(5) { z = rcosd,

y = rsin 9,

definiscono nuove coordinate (¢!, ¢?) = (r,?), dette coordinate polari.
Inteso r» > 0, si deve scegliere il campo di variabilitd dell’angolo 9. Se
si pone per esempio —7 < ¥ < 7 allora queste coordinate descrivono il
dominio aperto U del piano ottenuto asportando l'origine e tutto il semi-
asse negativo delle z. Le (5), che corrispondono alle equazioni generali
(2), sono invertibili (ad ogni punto del dominio U corrisponde infatti
un ben determinato valore delle coordinate (r,9)). Le relazioni inverse
(corrispondenti alle (1)) possono scriversi in vari modi, utilizzando le
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funzioni trigonometriche inverse. Per esempio:

P TR

arcsin ————-y———, z 20,
/72 + y2
(4) g=4 ™— arcsin ——t—— z<0,y>0,

. Y
S - arcsmm, z<0,y<0.

intendendo la funzione arcsin a valori nell’intervallo chiuso [-Z, Z].

Esempio 2. Coordinate cilindriche dello spazio. Nello spazio affine
tridimensionale, riferito a coordinate cartesiane (z!,2% 2%) = (z,y, 2),
le stesse equazioni (4), insieme alla ¢® = z, definiscono nuove coordinate
(¢*,4%,¢%) = (r,9,2), dette coordinate cilindriche.

Esempio 3. Coordinate polari dello spazio o sferiche. Nello spazio
affine tridimensionale, riferito a coordinate cartesiane (z,y, z), le equa-
zioni

x = rsing cosv,
(6) y = rsinep sind,

Z = TCcos .
definiscono implicitamente nuove coordinate (¢, ¢%, ¢*) = (r, ¢, ¥) sopra
il dominio aperto U ottenuto asportando dallo spazio il semiasse positivo
delle z e tutto I’asse z ed i cui valori coprono ’aperto {(r,¢,9) € R;r >
0, 0 <o <m 0< < 2r}. Esse prendono rispettivamente il nome

di raggio, colatitudine e longitudine, e nell’insieme di coordinate
polari sferiche.

Le trasformazioni del tipo (2) possono sintetizzarsi nella scrittura
vettoriale

(7) OP = z(q)

dove @ ¢ il vettore posizione rispetto all’origine O del generico punto P,
le cui componenti rispetto alla base (¢, ) sono appunto le (). Possiamo
allora considerare le derivate parziali della funzione vettoriale (7),

Oz
g

(8) E; =
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Si tratta di n campi vettoriali sul dominio U delle coordinate (g*). Le
componenti di questi campi secondo la base fondamentale (¢, ) formano
la seconda delle matrici jacobiane (3):

(9) E; = Efc,.

La (9) mostra che i campi (E;) sono ottenuti dalla base (¢, ) mediante
una trasformazione lineare coinvolgente la matrice jacobiana (E{) che
& ovunque regolare, cioé invertibile. I vettori (E;) sono pertanto indi-
pendenti in ogni punto del dominio U. Si dice che essi costituiscono il
riferimento naturale associato alle coordinate (g*).

Questo riferimento pud essere utilizzato per rappresentare campi
vettoriali. Se infatti X & un campo vettoriale definito in un insieme
contenente il dominio U della carta, in U/ puod essere rappresentato da
una combinazione lineare del tipo

(10) X = X'E;

Le funzioni (X*) prendono il nome di componenti secondo le coor-
dinate (¢‘) del campo X. Il legame tra queste e quelle cartesiane si
ottiene combinando la (9) con la (10):

(11) X*=E!X' <= X'=E.X"*

Se si interpretano i campi vettoriali (E;) come derivazioni, allora

of
(12) Ef= o
intendendo con
of
0q*
la derivata parziale della funzione rappresentativa f(q,...,q¢") rispet-

to alla coordinata q¢'. Infatti, tenuto conto della (9) e della (3), si ha
successivamente:

L Of _9z® 0f _0f

Eif = Ei dz>  Oqi 0z  Oqi
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Una conseguenza immediata di questa proprietd & che, stante la (10),
la derivata di un campo scalare rispetto ad un campo vettoriale risulta
espressa, qualunque sia il sistema di coordinate scelto, dalla formula

af
gt

(13) Xf=X!

dove le (X*) sono le componenti del campo vettoriale in quelle coordi-
nate. E bene osservare che tali componenti coincidono con le derivate
rispetto al campo X delle coordinate (¢"), interpretate come funzioni
reali sul dominio U. Vale cioé la formula

(14) Xi=X¢

che si ottiene dalla stessa (13) ponendo f = ¢'.

OsSERVAZIONE 1. I campi vettoriali E; sono tangenti alle rispettive
curve coordinate. Queste curve sono il luogo dei punti caratterizzati
da valori costanti per tutte le coordinate meno una. Per esempio, se si
fissano 1 valori delle coordinate (¢%,...,q") si ottiene una curva para-
metrizzata dalla coordinata ¢'; il campo E; ¢ tangente a tutte le curve
ottenute in questo modo. Questi concetti saranno ripresi pit avanti.

OsSERVAZIONE 2. 11 riferimento naturale associato a coordinate
cartesiane (z®) & proprio il sistema dei campi vettoriali costanti (ca)-

OSSERVAZIONE 3. Siccome i campi vettoriali (E;) possono rappre-
sentarsi come funzioni delle coordinate (g*), ha senso considerarne le
derivate parziali

aEi _ 82:1:

¢ 0¢idgt
Essendo queste derivate parziali ancora dei campi vettoriali, e naturale
considerarne la rappresentazione secondo il riferimento (E ). Denotiamo
genericamente con I’k le loro componenti; poniamo cioe

(15) 8jEz- = Gjaiw = I"];Z Ek

adottando, per comodita di scrittura, la notazione abbreviata
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Le F" sono in effetti delle funzioni sopra il dominio U della carta. Esse
prendono il nome di simboli di Christoffel (Elwin Bruno Christof-
fel, 1829-1900) associati alle coordinate (¢*). Questi simboli, stante la
presenza nella (15) di una derivata parziale seconda, sono simmetrici
rispetto agli indici in basso:

(16) Ik =T%.

OSSERVAZIONE 4. I simboli di Christoffel sono identicamente nulli
se e solo se le coordinate sono cartesiane. Dalla definizione (15) si vede
infatti che & identicamente I‘ . = () se e solo se i campi E; sono costanti.
Cid accade se e solo se le coordmate sono cartesiane (Oss. 3).

Esercizio 1. Si dimostri che le componenti del commutatore di
due campi vettoriali sono, qualunque siano le coordinate scelte,

(17) [X,Y]) = X79;Y'-YI9;X"

Esgrcizio 2. Utilizzando le proprietd caratteristiche della diver-
genza (Oss. 7, §2) si dimostri che, qualunque siano le coordinate, essa &
espressa da

(18) div(X) = 8; X' + T, X

Esercizio 3. Calcolo dei vettori (E;) e dei simboli di Christof-
fel per le coordinate polari del piano. Essendo (¢*,¢%) = (r,9), & pil
comodo usare la notazione (E,, Es) al posto di (E1, E3). Perle (5) &

z = r(cos?di+sind ).
Applicando la (8) si trova che

(19) {Erzcosﬂi—{—sinﬂj:u,

Eg =7 (—sindi+cosdj)=rr,

dove u & il versore radiale, cio¢ il versore di OP, e T il versore tra-
sverso, ortogonale ad u nel verso di 9 crescente. E sottintesa, per questa
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z |
J
=E —
Sl -
c / 2
' u-E, L Ez}
J r o E
i x .
X
4

Fig. 3.1: coordinate polari e cilindriche.

definizione, la presenza di una struttura euclidea tale che i versori (2,7)
formino una base canonica. Secondo una tale struttura la coordinata
r rappresenta la distanza dall’origine O (Fig. 3.1). Derivando ancora
rispetto alle coordinate, si trova

E)TET:O,
OrEy = 0yE, = — sindt+cosVj =,
O9Ey = —r(cosdi+sindj) = —ru.

Dal confronto con le (19) segue ancora
1
BTE19:T:~E19, 819E19::—7"u:—7'ET.
T

Quindi dal confronto con la definizione (15) segue che i simboli di Chri-
stoffel non nulli sono soltanto

1
(20) F%z =-r P%z = Fgl = -
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EsErcizio 4. Calcolo dei vettori (E;) e dei simboli di Christoffel
per le coordinate cilindriche. Si ripete quanto visto per le coordinate
polari, osservando che in pitt si ha E, = k.

Esercizio 5. Calcolo dei vettori (E;) e dei simboli di Christoffel
per le coordinate polari sferiche. Per le (6) &

& =r(singcos?i+sinpsind 7 + cosp k),
e quindi (Fig. 3.2):

E, =sinpcosdi+sinpsindj +cospk = u,
(21) E, = r(cospcos? i+ cospsind j —sinp k),
Ey=r(-sinpsind¢+singcosd ).

Derivando ancora una volta rispetto alle coordinate, tenuto conto delle
(21) e della (15), si trova che i simboli di Christoffel non nulli sono:

1
iy =-r %, =T% =T%, =T, = -
(22) 22 ) 12 21 31 13= 0
T3 = —rsinp, T3 =—singcosyp, I =T3, = cote.
Z

Fig. 3.2: coordinate polari sferiche.
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4. Forme differenziali

DEFINIZIONE 1. Sia A uno spazio affine, F(A) I'anello dei campi
scalari (funzioni reali) di classe C* su A e X'(A) lo spazio dei campi
vettoriali C* su .A. Una forma lineare o 1-forma sopra uno spazio
affine A & un’applicazione F(A)-lineare ¢: XY(A) — F(A), cioe tale che

(1) P(fX+9Y)=fe(X)+9p(Y)

per ogni scelta delle funzioni f,g € F(A) e dei campi vettoriali X, Y €
X(A).

L’insieme delle 1-forme sopra uno spazio affine A, che denotiamo
con ®1(A), & un modulo sull’anello F(A) e uno spazio vettoriale su
R. La somma di due forme lineari e il prodotto per una funzione sono
definiti da:

(e +¥)X) = (X)) +¥(X),  (fe)(X)=F-o(X).

Denotiamo con
(X, ),

anziché con (X)) il valore della forma lineare ¢ sul campo vettoriale

X . Si definisce in tal modo un’applicazione bilineare
() X(A) x B1(A) = F(A),

che prende il nome di valutazione tra una forma lineare e un campo
vettoriale.

OssERVAZIONE 1. Una forma lineare pud anche essere interpretata
come campo di covettori cioé come applicazione

p:A— AXE”

che associa ad ogni punto P € A un covettore applicato in P. 1l colle-
gamento tra questa e la precedente definizione & dato dalla formula

(X, 0)(P) = (X(P), p(P)).

Ha allora senso valutare una 1-forma ¢ su di un vettore applicato (P, v).
1l risultato (v, (P)) € un numero reale.
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Un esempio fondam\entale di forma lineare ¢ il differenziale df di
un campo scalare f. E definito dall’uguaglianza

(2) (X,df)= X f

La linearita dell’applicazione df: X¥(A) — F(A):X — (X, df) segue
dal fatto che la derivata X f, tenuto fisso il campo scalare f, & lineare
rispetto al campo vettoriale X (si veda la definizione (1) del §2). Dalla
regola di Leibniz per la derivata rispetto ad un campo vettoriale (formula
(4) del §2) segue la regola di Leibniz per il differenziale:

(3) d(fg) = gdf + fdg

Siano (¢°) generiche coordinate sopra un aperto U. Siccome si tratta
di funzioni reali sopra U ha senso considerarne i differenziali (dgt). Per
quanto visto al paragrafo precedente, essi fanno corrispondere ad un
campo X le sue componenti (X?):

(4) (X,dg¢'y = X*

e quindi in particolare

(5) (Ey,dq") = 6}

Nel dominio U delle coordinate ogni forma lineare & combinazione lineare
dei differenziali delle coordinate, ammette cioé una rappresentazione
locale del tipo

(6) ¢ = p;dg*

dove le (¢;) sono funzioni reali su U, dette componenti di ¢ nelle
coordinate (¢'), definite da

(7) Wi = <E17‘P>

Infatti, valendo la (6), si ha successivamente:

<Ek7‘10> = @i <Ek, dql> = (.,91(5;{: = @k,
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da cui segue la (7). Viceversa, se si considerano le funzioni definite dalla
(7) e quindi la combinazione lineare (6), si ha per ogni campo X:

(X, 0idq') = @i (X,dq) = (E;, ) X' = (X'E;, ) = (X, ).

Dunque la combinazione lineare @;dq* coincide proprio con ¢ e la (6) &
dimostrata.

Dalle formule precedenti segue che la valutazione di una forma li-
neare sopra un campo vettoriale & data, qualunque siano le coordinate
scelte, dalla somma dei prodotti delle componente omologhe:

(8) (X, ) = X'o;

OsSERVAZIONE 2. Le formule precedenti sono del tutto analoghe
alle formule concernenti le forme lineari su di uno spazio vettoriale (Cap.
I, §3): in luogo di una base (e;) abbiamo i campi vettoriali (E;) del
riferimento associato alle coordinate ed in luogo della base duale (')
abbiamo i differenziali (dq') delle coordinate; qui le componenti (;)
sono, anziché dei numeri, delle funzioni.

OSSERVAZIONE 3. Particolarizzando la (6) al caso del differenziale
di una funzione si ottiene la formula

of ..

(9) & = 5orda

la quale mostra che le componenti del differenziale di una funzione sono
le derivate parziali rispetto alle coordinate. Si ha infatti, per ogni campo
vettoriale,

_xi 9 w9f _ x 9f 4
<X7LP>"X aqz "<X>dq>aq, ”’<X78qqu >

Stante la rappresentazione (6), le forme lineari sono anche chiamate
forme differenziali lineari. Si definiscono forme differenziali di grado
superiore al primo, e sull’insieme di queste forme si istituisce un calcolo
di grande utilita: il calcolo differenziale esterno.

84 Forme differenziali 113

DEFINIZIONE 2. Una forma differenziale o forma esterna di
grado p o p-forma sopra uno spazio affine A & un’applicazione p-lineare
antisimmetrica dello spazio X'(.A)? nello spazio F(A):

@1 X(A) X X(A) X ... X X(A) = F(A).

Ve

p volte

Ricordiamo che 'antisimmetria equivale alla proprieta seguente: la
funzione (X1, X3,...,X,) cambia di segno se si scambiano tra loro
due qualsiasi argomenti. Denotiamo con ®?(A) lo spazio delle p-forme
sopra A. Si tratta di uno spazio vettoriale reale a dimensione infinita.
Si pone per definizione ®°(U) = F(U). Si ha ®P(A) = 0 quando p > n:
ogni p-forma & la forma nulla se p > n = dim(A).

Alle forme differenziali si possono adattare le definizioni e le ope-
razioni algebriche viste per le forme multilineari antisimmetriche sugli
spazi vettoriali, in particolare il prodotto esterno. A questo proposito
& importante osservare (si veda 1’Oss. 1 per il caso delle 1-forme) che
una forma differenziale pud essere intesa come campo tensoriale (Oss.
2,82) cioé come applicazione

p: A— AXAP(E)
che assegna ad ogni punto P € A un tensore covariante antisimmerico

di ordine p.
Per esempio, il prodotto esterno di due 1-forme € e 1 € la 2-forma

(10) EAn)=E@n-n®¢

che opera quindi sui campi vettoriali alla maniera seguente:

(11) EANX,Y) = (X, (Y, m — (X, n)(Y,§)

Il prodotto esterno fra due 1-forme € quindi bilineare e anticommutativo,

quindi in particolare tale che

(13) EAE=0.
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Pitl in generale, il prodotto esterno di p 1-forme (&,€,...,¢) ¢ela
p-forma €L A €2 A ... A £P definita da

(14) EANEN.. A=) e0)VeePy.. 0P
0€G,

dove G, & il gruppo simmetrico d’ordine p, (¢(1),0(2),...,0(p)) ¢ la
permutazione o degli indici (1,2,...,p) e (o) = %1 a seconda che o
sia pari o dispari.

Sempre in virtu dell’analogia con il calcolo esterno sugli spazi vet-
toriali, si osserva che, assegnato un generico sistema di coordinate (¢‘),
ogni p-forma ¢ ammette una rappresentazione del tipo

1 . ) )
(15) P = ;, Pigig...ip dg" ANdg A ... .Ndg'?

dove le funzioni ¢;,4,..;,, dette componenti di ¢, sono i valori della
forma ¢ sui campi vettoriali (E;):

(16) Pirig.i, = P(Eiy, Biyy- oo, Ei )

Queste componenti sono antisimmetriche negli indici. Nel caso p =2 si
ha per esempio:

1 . -
(17) ¢ = 5 Pii d* Ndg’,  pij =@(EL Ej),  @ij =~ @i

Oltre che sull’operazione di prodotto esterno, il calcolo differenzia-
le esterno si basa sull’operazione di differenziale d estesa alle p-forme.
L’estensione ¢ definita alla maniera seguente.

Una p-forma elementare o forma differenziale elementare di
grado p (con p intero positivo) & il prodotto di una funzione per il
prodotto esterno di p differenziali di funzioni, cioé una scrittura del tipo

(18) @ = fdg* Ndg* A ... NdgP,
dove (f,g', g%, ...,g") sono funzioni differenziabili. Come si vede dalla

(15), ogni p-forma si pud sempre pensare come una somma di p-forme
elementari (almeno sul dominio di un sistema di coordinate).
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Il differenziale di della forma elementare (18) & per definizione la
p + 1-forma

(19) de =df Adg* Ndg? A ... A dgP

Si noti che questa & ancora una forma elementare, dove pero la funzione
e la funzione costante 1. Se quindi si applica alla stessa de la definizione
di differenziale ora data si trova

)

La definizione di differenziale si estende per linearita alle somme di forme
elementari e quindi, per quanto si & detto, a p-forme qualsiasi. Pertanto,
tenuto conto della rappresentazione (15), il differenziale di una p-forma
qualsiasi ¢ & la (p + 1)-forma dip definita da

1 . . .
dp = = dpiji..i, Ndg' Adg'> A .. Adgv

(21) )P

= E)—' aiog‘o’ilig...ip dqio /\ dqil A dqi2 /\ e /\ dqip

Si determina quindi, per ogni intero non negativo p, un’applicazione
R-lineare

d: ®P(A) — ®PTI(A)
che gode della proprieta (20), cioé tale che

(20") d* = 0.

OSSERVAZIONE 4. Esaminiamo in particolare il differenziale di 1-
forme. Data una 1-forma ¢, se ne consideri la rappresentazione locale
@ = @;dqt in un generico sistema di coordinate (g*). Il differenziale dip
é la 2-forma

(22) dp = d; A dg'

Dimostriamo che questa definizione non dipende dalla scelta delle coor-
dinate. Per far questo si consideri un secondo sistema di coordinate
(¢* ). Considerata la matrice jacobiana

B =9
0qt
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della trasformazione di coordinate, dall’uguaglianza
.y

d vz - t

q aq’

segue il legame tra le componenti della 1-forma:
i = Ef pi.
Si ha allora:
doi Ndg' = d(Ef ¢i) Ndg' = doy A El'dg' + 040, Ef dg? A dg'.

Tuttavia, osservato che Ef'dqi = dg¢" e che @-Efl & simmetrico rispetﬁo
agli indici (7,7) (perché & la derivata seconda rispetto a ¢ e ¢7 di ¢")
mentre il termine dgAdg’ & antisimmetrico, il secondo termine si annulla
e si ha semplicemente

deoi A dg* = dpin A dqi'.

Pertanto la definizione di d¢ & formalmente la stessa qualunque sia il
sistema di coordinate scelto. Cio stabilito, va osservato che il termine
de; ¢ il differenziale di una funzione ed & quindi esprimibile attraverso
le sue derivate parziali: ‘

dp; = 9jp; dg’ .

Pertanto la (22) si sviluppa nella formula

(23) dp = 8;¢p; dg’ A dg'

Di qui segue che le componenti di dy sono
(24) (dp)ij = dp(E;, Ej) = dipj — Oj¢pu.

Se in particolare ¢ & a sua volta il differenziale di una funzione, cioe se
¢ = df, poiché @; = 0;f, risulta de = 0, quindi: ddf = 0.

Tutte le precedenti considerazioni si estendono immediatamente al
caso in cui si consideri non tutto lo spazio affine A (che ¢ identificabile
con R™) ma un suo sottinsieme aperto UU. Denotiamo allora con ®?(U)
lo spazio delle p-forme su U.
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Le definizioni seguenti sono fondamentali per il calcolo differenziale
esterno.

DEFINIZIONE 3. Una p-forma ¢ si dice chiusa se d = 0. Una
p-forma ¢ si dice esatta se & il differenziale di una (p — 1)-forma 4,
chiamata potenziale di ¢: ¢ = dap.

Dalla (20) segue ovviamente che
ProPOsIZIONE 1. Ogni forma esatta & necessariamente chiusa.

Non cosi immediata ¢ invece I’implicazione inversa, che anzi non &
valida se non sotto opportune condizioni coinvolgenti il grado della forma
ed la topologia del dominio di definizione. Si pud tuttavia affermare che:

ProposizioNE 2. Se il dominio D di definizione di una p-forma
chiusa ¢ & omeomorfo a R" allora tale forma & esatta, esiste cioé in D
una (p — 1)-forma ¥ tale che ¢ = dap.

Quest’enunciato, noto come lemma di Poincaré-Volterra (Jules
Henri Poincaré, 1854-1912; Vito Volterra, 1860-1940), & della massima,
importanza. Ne omettiamo la dimostrazione, osservando perd che, al-
meno nel caso in cui ¢ & una 1-forma, esso & trattato nei corsi di Analisi,
nel capitolo dedicato all’integrazione delle forme differenziali lineari ().

Stanteil fatto che ogni punto di un qualunque dominio di definizione
D ammette un intorno omeomorfo a R™ contenuto in D (per esempio
una ipersfera aperta di centro il punto e raggio opportuno) e che quindi
in questo intorno si puo applicare il lemma, segue immediatamente che:

PROPOSIZIONE 3. Ogni forma chiusa & localmente esatta.

(1) Perle 1-forme e per n = 20 n = 3 si dimostra piti precisamente che
se il dominio D & semplicemente connesso, cioé tale che al suo interno
ogni curva chiusa & deformabile con continuitd in un punto, allora la
chiusura implica ’esattezza. Cido mostra che I’ipotesi che il dominio sia
omeomorfo ad R" puo, per certe dimensioni e per certi valori del grado
delle forme, essere sostituita da ipotesi diverse o pilt deboli, quali la sem-
plice connessione. Queste considerazioni sono oggetto della Geometria
Differenziale e della Topologia Algebrica.
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Cid vuol dire che essa ammette nell’intorno di ogni punto del suo
dominio di definizione dei potenziali, detti potenziali locali. Giustap-
ponendo e prolungando potenziali locali si pud giungere alla costruzione
di un potenziale globale, definito cioé su tutto il dominio D, ma solo
nel caso in cui la forma & esatta.

Possiamo schematizzare la precedente discussione nel quadro se-

guente:
forma esatta = forma chiusa
forma chiusa = forma localmente esatta
forma chiusa su dominio ~ R" = forma esatta

OSSERVAZIONE 5. Se una forma & esatta allora il suo potenziale &
definito a meno di una forma chiusa. Vale a dire: se ¢p = d1p, allora ogni
forma del tipo %' = 1+n con dn = 0 & ancora un potenziale di ¢, perché
dvp = dip'. In particolare, se ¢ & una 1-forma, i suoi potenziali sono delle
funzioni e differiscono per delle costanti (sulle componenti connesse del
dominio di definizione). Infatti le 0-forme chiuse sono funzioni tali che
df = 0 e quindi localmente costanti.

Vediamo ora alcuni esempi.

EseEMPIO 1. Per ogni 1-forma ¢ ed ogni funzione f vale la formula

(25) d(fe) =df Ao+ fdp

Infatti, in virtu delle formule sopra stabilite:

d(f) = d(fpidg’)
= d(fe:) Ndg'
= @, df Ndg' + fdp; A dgt
—df A+ fde.

Una formula analoga vale anche se ¢ & una p-forma: dimostrarlo.

EsSEMPIO 2. Si consideri in R* (coordinate (z,y)) la generica 1-
forma

(26) ¢ = Az,y)dz + B(z,y) dy.
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Calcoliamone il differenziale. Tenuto conto che il prodotto esterno di
due differenziali di funzioni & anticommutativo, si ha:

de =dANdz+ dB A dy :
0A 0A 0B 0B
= | —d — hud -
(5‘x x+8ydy)/\dz+(8x dx+6ydy>/\dy
0B 04
.—<5;—-5§)dx/\dy.

La condizione di chiusura dy = 0 equivale pertanto a:

(27) 94 _ 0B
Oy Oz

L’analogo calcolo fatto per una 1-forma in R3,
(28) ¢ = A(z,y,2)dz + B(z,y,2) dy + C(z,y,2) dz,

mostra che le condizioni di chiusura sono

o) 04_oB 98 _oc oc_ o4
dy 0z’ 0z Oy’ 0Oz 8z

In generale, la chiusura dy = 0 di una 1-forma & espressa, qualunque
siano le coordinate scelte, dalle equazioni (si veda la (24))

(30) dip; = O

EseMPIO 3. La chiusura di una 2-forma ¢ & espressa dalle equazioni

(31) Onpij + O0spjn + Ojpni = 0

dove, si osservi, gli indici sono permutati ciclicamente. Si ha infatti,
particolarizzando la (21) al caso p = 2,

1 o
de = 5 Onpij dg” Ndg' A dg’.

Tenuto conto delle (16) e (14), le componenti di di si ottengono som-
mando J,¢;; agli analoghi termini ottenuti da tutte le permutazioni dei
tre indici, con il segno della parita. Quindi:

1 ' |
(do)nij = 3 (Onpij + 0ipjn + 0jni — Onpji — Ojpin — Bipnj)-
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Quest’espressione si semplifica, tenuto conto che le ¢;; sono antisimme-
triche, in

(32) (dp)ri; = Onpij + Oipjn + 0j@ni

EseMP1O 4. Si consideri il piano affine riferito a coordinate carte-
siane (z,y) e su di esso la forma differenziale lineare

E=adz+bdy

con a e b costanti. La forma £ & esatta. Un suo potenziale & la funzione
flz,y) = az + by.

EseMPIO 5. Si consideri il piano affine riferito a coordinate carte-
siane (z,y) e su di esso, con eventuale esclusione dell’origine, la forma
differenziale lineare

& = h(r*)(z dz +y dy),

dove h(-) & una funzione differenziabile sull’asse reale positivo ed r? =
2% 492, Se £ & definita anche nell’origine, allora in quel punto si annulla.
Verifichiamo che & chiusa:

d€ = dh A (zdz + ydy) + hd(z dx + y dy)

oh 0h
= <5;E—dx + Egdy) A(zde+ydy)+0

hda:/\dy+m?—}—l-dy/\d:1:

= Yo Jy
oh oh

= h' (2yz — 2zy)dz A dy = 0.

Lo si riconosce pitt facilmente passando a coordinate polari (r,d). Da

r? = 22 4 y? segue, differenziando ambo i membri e semplificando,

dr = %(x dz + ydy).

Posto allora ¢(r) = 7 h(r?), segue che £ & semplicemente data da

&= o(r)dr.

§5 Curve 121

Di qui segue immediatamente non solo che £ e chiusa, ma che & esatta.
Un potenziale di £ & infatti dato da una qualunque primitiva f(r) di

(7).

EsemPio 6. Ancora sul piano affine riferito a coordinate cartesiane
(z,y) consideriamo la forma differenziale lineare

E=—ydz +xdy.
Non e chiusa:
df = —dy Adz +dz ANdy = 2dx Ady.

Nel piano esclusa ’origine si consideri la forma differenziale

1
n=—&  r=Vo Ty

Il suo differenziale & dato da

2—-k

dng = dz A dy.

Per k = 2 si ha dnp = 0. In questo caso la forma 7, pur essendo chiusa,
non ammette un potenziale globale (si osservi che il dominio di defini-
zione di 7 non & omeomorfo a R?). Lo si riconosce facilmente passando
a coordinate polari. In queste coordinate risulta infatti:

= —ydr+axdy= —rsindd(r cosd)+ r cosd d(r sind),

e, a conti fatti:

£ =r2dv.

Allora (sempre per k = 2) n = dd. L’angolo ¥ € dunque un potenziale di
1. Ma questa funzione & continua e differenziabile solo se si esclude una
semiretta uscente dall’origine. Pertanto, se si persiste nel considerare il
piano affine esclusa ’origine come dominio di definizione della forma 7,
in tale dominio essa & chiusa ma non esatta.
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5. Curve

Chiamiamo curva parametrizzata (brevemente: curva) in uno
spazio affine A un’applicazione y: I — A di un’intervallo reale aperto
I C R nello spazio affine A. Ad ogni valore reale ¢t € I corrisponde un
punto P = y(t) dello spazio affine. Considerata un’origine O € A, per
la curva v sussiste la rappresentazione vettoriale

(1) T = ~(t)

dove z = 0P ¢ il vettore posizione del punto P rispetto al punto O. Se
si considerano coordinate cartesiane () aventi origine in O, la (1) si
traduce nelle equazioni parametriche

(2) % = y°(1) (a=1,...,n).

Si dice che la curva & di classe C* se le funzioni v%() sono tutte di classe
C*.

Una curva puo essere interpretata come moto di un punto P nel-
lo spazio affine, se il parametro ¢ & interpretato come tempo. Que-
st’interpretazione cinematica di una curva parametrizzata & di par-
ticolare interesse nel caso in cui lo spazio affine ha dimensione 3 oppure
4 e sara nel seguito ripresa e ulteriormente sviluppata. Nel caso in cui
la curva rappresenti il moto di un punto nello spazio affine tridimensio-
nale euclideo il generico vettore OP = & verra anche denotato con r e
chiamato vettore posizione o raggio vettore.

L’immagine della curva, cioé¢ linsieme y(I) = {P € A | 3t ¢
I'|y(t) = P}, & detta traiettoria o orbita. Va osservato che in geome-
tria una curva ¢ intesa di solito come curva non parametrizzata, ciod
come luogo di punti definito da n— 1 equazioni coinvolgenti coordinate
cartesiane (z%).

Diciamo vettore tangente alla curva v nel punto 7(t) il vettore
denotato con () e definito dal limite

3) §(1) = lim 3 (3(1 4 ) = 7()).

Nel contesto cinematico esso prende il nome di velocita (istantanta-
nea) e lo si denota con v(t). Nella rappresentazione vettoriale del moto
abbiamo

(4) o(t) = lim = (a(1 + ) - 2(2)
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Scriveremo allora pill semplicemente:

_dez

(5) ’v——'a

Fig. 5.1: rappresentazione vettoriale di una curva
e vettore tangente (velocita).

OssSERVAZIONE 1. Si conviene di interpretare il vettore tangente
¥(t) = v(t) come vettore applicato nel punto ¥(¢). L’applicazione

11— Ax Bit e (1(2),5(2)
viene detta curva tangente della curva y: I — A.

Oltre al vettore tangente, cioe alla velocita, si considera anche il
vettore accelerazione (istantanea) definito dal limite

(6) a(t) = lim —(o(t + b) - o(1))

F la derivata del vettore velocita:

_do_da
(7) =0T e
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4 A
v(t)
re)
bl al)
N wt
0 { x

Fig. 5.2: moto circolare uniforme.

Nella rappresentazione parametrica cartesiana della curva le com-
ponenti dei vettori velocita ed accelerazione sono date rispettivamente
dalle derivate prime e seconde delle funzioni v*:

a—d,),oz . dv® _ d2,\/a
(8) VST Y T e T e

EseEmPio 1. Nel piano affine bidimensionale si consideri la curva di
equazioni parametriche
{ T = r coswt,

Yy = r sinwi,

con 7 e w numeri reali positivi. Poiché da queste equazioni segue z? +

y> = 12, la traiettoria & la circonferenza di raggio r e centro Porigine

(per comodita di interpretazione conviene pensare il piano dotato della
struttura euclidea rispetto alla quale le coordinate cartesiane scelte (z,y)
sono ortonormali). La rappresentazione vettoriale del moto &

z(t) = r(coswt + sinwt 7).
Di conseguenza la velocita e ’accelerazione sono
{ v(t) = rw (—sinwt i 4 coswt 3),
a(t) = — rw? (coswti +sinwt J) = —w?a(t).

Questa curva rappresenta un moto circolare uniforme di velocita

angolare w (Fig. 5.2).
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Se anziché coordinate cartesiane si considerano generiche coordinate
(¢*), la curva (1) & rappresentata da equazioni parametriche del tipo

g =7'(1).

Nella rappresentazione parametrica della curva in coordinate generiche
le componenti della velocita, rispetto al riferimento associato (E;), so-
no ancora le derivate prime delle funzioni rappresentatrici 4¢. Infatti,
facendo ricorso alla rappresentazione vettoriale, osserviamo che il vet-
tore posizione z pud pensarsi dipendente dal parametro ¢ attraverso le
coordinate (¢*). Risulta pertanto pertanto

_dz Oz dg’

T dt  aq dt’

v

dove alle (¢') vanno sostituite le funzioni ¥*(¢). Ricordando la definizione
dei vettori (E;), questa uguaglianza si traduce in

(9) v = v'E;

posto che si abbia

i dqi
(10) vt = 7

col che & dimostrato quanto asserito. Le componenti dell’accelerazione
invece non sono pilt semplicemente le derivate prime di queste compo-
nenti, cioé le derivate seconde delle funzioni (y%). Derivando la (9) e
tenendo conto che i vettori (E;) dipendono dal parametro ¢ attraverso
le coordinate (g*), si ha infatti successivamente:

dt — dt " dt
dvt ; dg’
= EEZ + v (%EZ dt
dv’

= —Jt—Ez + vivjffiEk

dv' . i
= ( o + v]vhfjh) E;.




126 Capitolo II 86

Risulta quindi

(11) a=dE;
con

dvt .
(12) a' = d—z + I‘}hvjvh

Come si vede, per ottenere le componenti dell’accelerazione, alle deri-
vate prime delle componenti delle velocita vanno aggiunti dei termir}i
quadratici in tali componenti, i cui coefficienti sono i simboli di Chri-
stoffel. Formule di questo tipo saranno ritrovate nel seguito.

OSSERVAZIONE 2. Si consideri un’equazione parametrica del tipo

2 2 n n

qlzt’ g =c, ... , g4 =c,

con (c?,...,c") costanti. Si tratta di una curva coordinata (Oss. 1, §3).
Dalla (10) segue che le componenti del vettore tangente sono

pl=1, v?=...=0"=0.

Quindi per la (9), v = E;. Il campo vettoriale E; & dunque tangente

2.

a questa curva. E cosi verificato che i campi vettoriali E; sono tangenti
alle rispettive curve coordinate.

Nel seguito sara utilizzata la proprieta seguente.

ProrosizioNE 1. Siano 4:] — A una curva ed F: A — R un
campo scalare (entrambi di classe C'). Per ogni t € I vale la formula

(13) D(F o 7)(t) = (v(t),dF)

dove D & il simbolo di derivata di funzione reale a variabile reale.

Dimostrazione. Si noti che la composizione F o+ & una funzione
reale sopra I'intervallo I. Introdotto un qualunque sistema di coordinate
cartesiane e ricordata la regola della derivazione di funzioni composte,
si ha successivamente:

D(F o)D)= oo

Dye(t)
IF
= Fzo ®)

= (v(t),dF). L]
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6. Superfici

Una superficie in uno spazio affine A & un insieme di punti (o
luogo di punti) soddisfacenti ad una ben definita proprietd. Vi sono
essenzialmente due modi per definire una superficie: o attraverso un’e-
quazione (o pid di una) o per via parametrica.

DEFINIZIONE 1. Assegnata una funzione reale F: A — R sullo
spazio affine (la supponiamo di classe sufficientemente alta, C'® per
semplicita), I’insieme

(1) Q={P e A|F(P)=0}

dei punti di A che annullano F, cioé I'insieme degli zeri della funzione
F’, supposto che non sia vuoto, & una superficie in .A. Un punto P € A
di dice punto singolare o punto critico della funzione F se in P il
differenziale di F si annulla: dF(P) = 0. Un punto della superficie Q
definita dalla (1) si dice punto regolare se esso non & punto singolare
di F. Una superficie @Q si dice superficie regolare (di dimensione n—1
o codimensione 1) se ammette una rappresentazione del tipo (1) senza
punti singolari.

Scelte sullo spazio affine delle coordinate (%) (anche non cartesia-
ne) (@ =1,...,n), la (1) equivale all’equazione

(2) F(z®) =0,

dove F'(z®) & la funzione rappresentativa di F. La (2) & detta equazione
della superficie nelle coordinate (z*). Un punto & singolare se in
corrispondenza ai valori delle sue coordinate tutte le derivate parziali di
F, che sono le componenti del differenziale dF, si annullano.

EseMPio 1. Consideriamo, in questo e negli esempi se uenti, lo
» 10 q g Pl seg
spazio affine tridimensionale. L’equazione (1) in coordinate cartesiane
(z,y,2) diventa

(3) F(z,y,z)=0.

Se si considera per esempio la funzione F(z,y,2) =22 +y2 + 22— 1, la
corrispondente equazione

(4) 2?4y +22-1=0
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definisce una superficie regolare @ (la sfera di raggio unitario con centro
Dorigine) perché la funzione F ha differenziale non nullo in tutti i punti
dello spazio ad eccezione dell’origine O, che non appartiene a Q. Le sue
derivate parziali sono infatti

(2z,2y,2z)

e non si annullano contemporaneamente se non nell’origine. In coordi-
nate polari sferiche (r,, ) la stessa superficie ha equazione

r=1,

Posto G = F?, la stessa superficie & definita dall’equazione G = 0. In
questo caso perd ogni punto di @ & punto critico di G, perché dG =
2FdF ed FF=0su(@.

EsgMpio 2. L’equazione
2ty -2 =0

Definisce una superficie (un cono) con un punto singolare nell’origine (il
vertice). Infatti nell’origine si annullano tutte e tre le derivate parziali
della funzione a primo membro, cioe il vettore

(22,2y,—2z).

EseMPIO 3. Sia f(z,y) una funzione in due variabili. Il suo grafico,
di equazione

(5) z= f(x,y),

definisce una superficie regolare. La (5) si pud infatti mettere nella forma

(3) ponendo F(z,y,2) =z — f(z,y), e si ha sempre dF # 0 perché
oF
— = 1.
0z

Viceversa, un’equazione del tipo (3) pud porsi nella forma (5) se e solo
se & risolubile rispetto a z. Questo & possibile se e solo se nei punti
soddisfacenti alla (3) si ha

(6) 2 40
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E da notarsi che questa circostanza pud o non verificarsi per tutti i punti
o verificarsi in maniera non univoca. Per esempio, I’equazione (4) della
sfera & risolubile rispetto a z in due modi,

(7) =41 a2 — 2.

Si tratta delle due semisfere con bordo costituito dai punti della circon-
ferenza z? 4+ y* = 1 del piano z = 0, punti nei quali la condizione (6)
non ¢ verificata (Fig. 6.1).

Fig. 6.1

EsEMP10 4. La scelta di opportune coordinate puo facilitare la rap-
presentazione di una superficie (vedi ’esempio della sfera in coordinate
polari sferiche). Per esempio un’equazione del tipo

F(r,z)=0

2

. 2 2 . . . . .
con r* = z* + y* definisce una superficie di rotazione intorno all’asse z.

OssERVAZIONE 1. Per ogni ¢ € R, I'insieme

(8) Q.={Pe A|F(P)=¢}
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&, se non vuoto, una superficie (basta sostituire F'—c¢ a F nelle precedenti
considerazioni). L’equazione (2), che ora diventa

(9) F(z%) = ¢,

definisce al variare di ¢ un insieme di superfici, dette superfici o in-
siemi di livello della funzione F. Due insiemi di livello corrispondenti
a due distinti valori della costante ¢ sono ovviamente disgiunti (hanno
intersezione vuota). Gli insiemi di livello formano quindi una partizione
di M detta fogliettamento.

EseMPIO 5. Le equazioni
z? + y2 +22=c

con ¢ > 0 rappresentano un fogliettamento di sfere su tutto lo spazio
esclusa lorigine. Per ¢ = 0 la superficie si riduce ad un punto: l’origine.
Per ¢ < 0 Pinsieme di livello & vuoto.

OsSERVAZIONE 2. Dobbiamo anche considerare il caso in cui una
superficie (od un fogliettamento) & definito da piu di un’equazione. Per
far questo occorre premettere una definizione. Date k < n funzioni reali
(sempre di classe C*) (F,) = (Fi,..., F)), sopra un aperto M C A,
queste si dicono funzioni indipendenti in un punto P € M se in quel
punto i loro differenziali (dF,) sono linearmente indipendenti. Questa
condizione si traduce, qualunque siano le coordinate (2®) (anche non
cartesiane), nella massimalita del rango della matrice k X n delle derivate
parziali:

0F,
(10) ( 8m°’> .
Infatti 'indipendenza dei differenziali equivale, per definizione, all’im-
plicazione

k*dF, =0 == &k*=0,
quindi all’implicazione
o0F,
oz

Il primo membro & un sistema lineare omogeneo di n equazioni nelle k
incognite (k?). Affinché dia come unica soluzione k* = 0 occorre e basta
che la matrice dei coefficienti (10) abbia rango massimo.

a

=0 = K‘:O.
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OSSERVAZIONE 3. Per ogni scelta delle costanti ¢ = (¢,) 'insieme
(11) Qc={P€M|F,(P)=c,}

o & vuoto o & una superficie (in senso lato). Se le funzioni (F,) so-
no indipendenti in un suo punto, questo si dice punto regolare della
superficie. Se tutti i punti sono regolari, allora si dice che . ¢ una su-
perficie regolare di codimensione k (ovvero di dimensione n — k).
Al variare di ¢ le Q. definiscono un fogliettamento. La definizione (11)
si traduce nelle k£ equazioni

(12) Fo(za) =cq (a=1,...,k)

Vediamo ora la definizione parametrica delle superfici. Si consideri
un’equazione vettoriale del tipo

(13) OP = z(q') (i=1,...,m)

dove a secondo membro la funzione vettoriale z(g*) nelle m < n variabili
(¢*) & supposta sufficientemente regolare (per semplicita di classe C*°)
in un dominio aperto D C R™. Al variare di questi parametri in D, il
punto P descrive un insieme ¢ C A. In altri termini, ’equazione (13)
trasforma il dominio D C R™ in un sottoinsieme ¢ C .A. In ogni punto
dell’insieme () sono definiti gli m vettori

_ Oz

(14) E;= 7

DEFINIZIONE 2. Un punto P € @ si dice punto regolare o non
singolare se i vettori (E;) sono in quel punto indipendenti. Se tutti i
punti sono regolari si dice che I'insieme () & una superficie immersa di
dimensione m (Fig. 6.2) e la (13) prende il nome di rappresentazione
vettoriale parametrica della superficie; si dice anche che ’equazione
(13) & un’immersione.

OSsSERVAZIONE 4. In coordinate cartesiane (z®) di origine O le (13)
si traducono in n equazioni scalari

(15) 2% = 2%(q")
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Fig. 6.2: rappresentazione parametrica di una superficie.

dette equazioni parametriche della superficie. L’indipendenza dei
vettori (E;) equivale alla massimalita del rango della matrice m x n

(16) (%”;a> .

Infatti I'indipendenza equivale, per definizione, all’implicazione

W Ei=0 = a'=0,

quindi all’implicazione

aiam. =0 = a' =0
aq

Il primo membro ¢ un sistema lineare omogeneo di n equazioni nelle m
incognite (a*). Affinché dia come unica soluzione a* = 0 occorre e basta
che la matrice dei coefficienti (16) abbia rango massimo.

OSSERVAZIONE 5. Se limmersione (13) € iniettiva (a m-ple distinte
di valori dei parametri corrispondono punti distinti di ¢)) i parametri
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(¢*) vengono detti coordinate superficiali. Essi infatti possono inter-
pretarsi come funzioni sulla superficie, ¢':Q — R, ponendo, per ogni
punto P € @, ¢*(P) uguale al valore del parametro ¢* che lo determina.

OsSERVAZIONE 6. I campi vettoriali E; sono tangenti alle corri-
spondenti curve coordinate, ottenute dalla rappresentazione (13) fa-
cendo variare la sola coordinata ¢ e assegnando alle rimanenti dei valori
costanti (Fig. 6.2). Per esempio le equazioni parametriche

con (¢?,...,c™) costanti, definiscono una famiglia di curve coordinate a
cui il campo E4 & tangente (si possono ripetere qui le considerazioni del
§ precedente). Si noti che le curve coordinate sono le immagini secondo
P’applicazione (13) delle rette coordinate di R™. Segue che i campi vet-
toriali F; sono in ogni punto tangenti alla superficie e generano quindi
piano tangente. Si dice anche che essi formano il riferimento natu-
rale tangente associato alle coordinate (¢*) (Fig. 6.2).

Il legame tra i due tipi di rappresentazione di una superficie, quella
mediante equazioni e quella parametrica, & descritto dal seguente enun-
ciato

ProprosizioNE 1. Sia @ una superficie regolare di equazioni
Fy(z*) = 0 (e = 1,...,k). Comunque si fissi un punto P € @ esi-
ste un’immersione iniettiva OP = &(¢*) (1 = 1,...,m; m = n — k) che
manda un aperto D C R™ in un intorno U C @ di P.

Dimostrazione. La massimalitd del rango della matrice (10) a k
righe ed n > k colonne in un punto P (dovuta all’ipotesi di regolarita)
implica che una sua sottomatrice quadrata di ordine massimo k & regola-
re. Supposto che questa sia costituita dalle ultime & colonne (se cosi non
& basta cambiare I’ordine delle coordinate (z%)), & possibile risolvere le k
equazioni F,(z®) = 0 rispetto alle ultime k coordinate (z"~*+1 ... z")
e quindi esprimere queste in funzione delle prime n — k. Posto pertanto

(17) =4, ... , 2™ =q™ (m=n-k),

& possibile esprimere tuttele n coordinate (%) in funzione dei parametri
(¢') = (¢%,...,¢™), ottenendo cosi una rappresentazione del tipo (15)
iniettiva. La massimalita del rango della matrice del tipo (16) & infine
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assicurata dal fatto che, stante le (17), le sue prime m colonne formano
la matrice identica di ordine m. =

OSSERVAZIONE 7. Questa proposizione mostra che una superficie
regolare & in genere solo localmente rappresentabile da equazioni para-
metriche, ovvero che non & possibile in genere descriverla interamente
mediante una sola rappresentazione parametrica. Una rappresentazione
parametrica del tipo considerato (immersione inettiva) prende anche il
nome di carta di Q. Questo concetto, che sara precisato in un successivo
capitolo del corso, & alla base della nozione di varieta differenziabile,
nozione che generalizza quella di superficie.

EseMPIO 6. Consideriamo la sfera nello spazio affine tridimensio-
nale (Esempi 1 e 3). Risolvendo I’equazione rispetto a z (equazioni (7))
si ottengono due rappresentazioni parametriche della sfera,

T = u,
(18) y=0,
z = +v1 - u? - v2,

nei parametri ¢! = u, ¢> = v, variabili nel disco unitario aperto D C R?
di equazione u® +v? < 1 (Fig. 6.1). Ciascuna di queste non rappresenta
globalmente la sfera, ma solo una semisfera aperta. Le equazioni

z = sin ¢ cos ¥,
(19) y = sin @sind,

Z = oS @,

forniscono un’ulteriore rappresentazione parametrica della sfera nelle
coordinate (¢*, ¢*) = (¥, ) variabili nel dominio aperto D C R? definito
da0< p<7eld<d<2r. Sono quindi esclusi dalla rappresentazione
i punti della sfera appartenenti al meridiano che interseca il semiasse
positivo delle z, nonché i poli (Fig. 6.3).

Eskrcizio 1. Nello spazio affine euclideo tridimensionale riferito a
coordinate cartesiane ortonormali (z,y, z) si scriva I’equazione del toro
e se ne dia anche una rappresentazione parametrica. Questa superficie
& ottenuta facendo ruotare una circonferenza intorno ad un asse (per es.
Pagse z) esterno ad essa e giacente nel suo piano (per es. il piano (z, 2)).
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Fig. 6.3

Nel seguito sara utilizzato il seguente criterio di tangenza di un
vettore ad una superficie.

ProPOsIZIONE 2. Un vettore v & tangente ad una superficie definita

da equazioni del tipo (12) in un suo punto regolare se e solo se valgono
le condizioni

(20) (v,dF,)=0 (a=1,...,k)

Dimostrazione. Combinando una qualunque rappresentazione pa-
rametrica della superficie con le sue equazioni {12) si ottengono le iden-
tita

Fo(z%(q*)) = cq-
Derivandole parzialmente rispetto alle coordinate (¢') si ottengono le

identita
OF, 0z%

Oz dqt -

Queste possono scriversi, pill sinteticamente

0.

<Ei, dFa> - O

Cio significa che sulla superficie ) si annullano le derivate rispetto ai
campi vettoriali tangenti E; delle funzioni F, che la definiscono. Sicco-
me, per l'ipotesi di regolaritad della rappresentazione, i campi E; sono
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ovunque indipendenti e genéerano i piani tangenti alla superficie, conclu-
diamo che valgono le (20) per ogni vettore v tangente alla superficie.
Viceversa, stante 'indipendenza dei k differenziali dF, nel punto rego-
lare considerato, i vettori soddisfacenti alle equazioni (20) formano un
sottospazio di dimensione n — k, quindi coincidente necessariamente con
lo spazio tangente alla superficie. m

OssERVAZIONE 8. Una seconda dimostrazione di questa proposi-
zione pud essere sviluppata rendendo rigoroso nei dettagli il seguente
ragionamento intuitivo. Un vettore v & tangente ad una superficie ¢} se
e solo se esiste una curva y(t) la cui immagine & tutta contenuta in ¢
e tale che » = §(0), cio® tale che v & il vettore tangente alla curva per
t = 0. Cid posto, se F' & una funzione reale sullo spazio affine costante
su @, si ha F o y(t) = cost. perché v giace sulla superficie, e quindi (si
veda il § precedente)

(v,dF) = D(F o 7)(0) = 0.

Cid vale in particolare per le funzioni F, che definiscono la superficie.

Di qui le (20).

OsSERVAZIONE 9. Il criterio di tangenza per un vettore si estende
immediatamente ad un campo vettoriale: condizione necessaria e suffi-
ciente affinché un campo vettoriale X su A sia tangente ad una superficie
di equazioni F, = cost. & che nei punti regolari sia

(21) (X,dF,) =0, (a=1,...,k)

In coordinate cartesiane la (20) diventa

20’ v OF. _ 0
(20) oz 7
e la (21)
oF,
! o —_
(21') xo g

Ad esempio: nello spazio affine tridimensionale un campo vettoriale X
di componenti cartesiane (X,Y, Z) risulta tangente ad una superficie di
equazione F' = 0 se e solo se nei punti di questa si ha

or OF 5F__
(22) X-%+Y—B'Z’I“+Z—a—;—0.
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7. Sistemi dinamici

Si consideri uno spazio affine A (per esempio il piano R?) invaso da
un fluido in moto stazionario, cioé tale che in ogni prefissato punto di
A il vettore velocita delle particelle del fluito che vi transitano & costante
nel tempo. In queste condizioni i vettori velocitd danno luogo ad un
campo vettoriale X indipendente dal tempo. Viceversa, se si assegna
un campo vettoriale X su A, allora questo puo essere interpretato come
campo di velocita delle particelle di un fluido in moto stazionario (Fig.
7.1). In questo caso si pone il problema della determinazione dei moti
delle particelle, cioe delle curve integrali del campo.

I
/—&4

Fig. 7.1: campo di velocita di un fluido in moto stazionario.

DEFINIZIONE 1. Dicesi curva integrale di un campo vettoriale
X una curva v: I — A, con l'intervallo di definizione I C R contenente
lo zero, tale che in ogni suo punto (t) il vettore tangente ¥(t) coincide
con il valore del campo X in quel punto: ¥(¢) = X(7(t)), cioé tale che

(1) y=Xoy

con a secondo membro la composizione delle applicazioni v:1 — A e
X:A — A X E. Diciamo inoltre che la curva integrale ¢ basata nel
punto Py se ¥(0) = Py, cioé se per t = 0 la curva ”passa” per il punto
Py.
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Le curve integrali rappresentano i moti delle particelle del fluido se-
condo 'interpretazione del campo X come campo di velocita. Un campo
vettoriale, interpretato come campo di velocita, viene detto sistema di-
namico.

Nella rappresentazione vettoriale, una curva @ = () & curva inte-
grale del campo X se soddisfa identicamente all’equazione differenziale
vettoriale

2) 2 = X(a)

che in coordinate cartesiane si spezza in un sistema di n equazioni

[49
(3) %:X“(ml,...,wn) (a=1,...,n)

dove a secondo membro compaiono le componenti del campo (funzioni
delle coordinate). Le rappresentazioni parametriche delle curve integrali
sono pertanto tutte e sole le soluzioni di questo sistema. Se si considera-
no coordinate non cartesiane (¢‘) la (2) si traduce ancora in un sistema
di » equazioni dello stesso tipo:

dg . ,
(3) E‘Zt—zxz(ql,...,qn) (i=1,...,n)

In entrambii casi si tratta di un sistema di n equazioni differenziali
ordinarie del primo ordine, perché coinvolge solo le derivate prime
delle funzioni incognite, in forma normale, perché le derivate prime
sono esplicitate a primo membro, e autonomo, perché la variabile in-
dipendente ¢ non compare esplicitamente nei secondi membri.

Integrare il sistema (3) (o il sistema (3')) significa determinare tutte
le sue possibili soluzioni, quindi tutte le possibili curve integrali del cam-
po, il cui insieme forma il cosiddetto spazio delle soluzioni o spazio
dei moti. Per distinguere una soluzione dall’altra risulta conveniente
fare riferimento alle condizioni iniziali (o dati iniziali). Le condizioni
iniziali impongono la posizione del punto mobile, cioe gli n valori delle
sue coordinate, per t = 0. Nei corsi di Analisi Matematica si studiano le
condizioni necessarie e sufficienti per ’esistenza e 'unicita delle soluzioni
del sistema (3) con assegnate condizioni iniziali: teorema di Cauchy
(Augustin Louis Cauchy, 1789-1857). Si puo dimostrare che:
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TEOREMA 1. Sia X un campo vettoriale di classe C* (k > 1) su
di un dominio M. Comunque si fissi il punto Py € M esiste una ed una
sola curva integrale massimale basata in F.

Va osservato che, subordinatamente alle ipotesi di regolarita del
campo, di curve integrali basate in Py ne esistono infinite. Tutte quante
perd coincidono nelle intersezioni dei loro rispettivi intervalli di definizio-
ne (che contengono tutti lo zero). Valeadire: sey1: 1 — Aevy:ly — A
sono due curve integrali del campo basate nello stesso punto Fp, allora
1|1y N Iy = 42| N I5. La curva integrale massimale basata in P, che
denotiamo con

Py Ipy = M

& quella curva integrale tale che

]CIPO’ 7P0|1:7

per ogni altra curva integrale y: [ — A basata in Fp.

In genere lintervallo Ip, di definizione della curva integrale massi-
male dipende dal punto base Py e puo anche non coincidere con tutto
I’asse reale. Se accade perd che tutte le curve integrali massimali sono
definite su tutto ’asse reale, cioé che Ip, = R per ogni Py, allora si dice
che il campo vettoriale ¢ completo.

In ogni caso, poiché per ogni condizione iniziale Py risulta determi-
nata una ed una sola curva integrale massimale, possiamo descrivere lo
spazio delle soluzioni, cioé I'insieme di tutte le curve integrali del campo
X, mediante una sola applicazione

o DCRxM-M

ponendo

(4) @(taPO) = 7Po(t)

Ad ogni coppia (t, Py) tale che t € Ip, I'applicazione ¢ fa corrispon-
dere il valore per t della curva integrale massimale yp, basata in Fp.
L’applicazione ¢ prende il nome di flusso del campo X. Il teorema
di Cauchy si completa allora nel seguente enunciato, che mette in evi-
denza le proprieta del flusso (cioé la dipendenza delle soluzioni dai dati
iniziali).
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TEOREMA 2. Se X & un campo vettoriale di classe C¥ (k > 1) su

di un dominio M, allora: \
(i) Il dominio D del flusso corrispondente & un aperto di R x M e ¢ &

di classe C* su D(%).
(ii) Se U & un aperto di M e é > 0 un numero tale che (-6,6) x U C D,

allora per ogni t € (=6, §) ’applicazione
w2 U — U P — (t, P)

& un omemorfismo di classe C* (1) di U sopra un aperto U; C M e
@_¢: P o(—t, P) & 'omeomorfismo inverso.
(iii) Sussiste I'uguaglianza

(5) ¢(t,e(s, P)) = @(t + s, P),
per ogni terna (t,s, P) per cui i due membri hanno significato.

OssERVAZIONE 1. Nel caso di un campo completo risulta D =
R x M e per ogni t € R "applicazione

(6) oM — M: P o(t, P) = 7p(t)

& una trasformazione (di classe C*) del dominio M del campo. La (5)
si traduce nella seguente proprieta di gruppo o proprieta di evolu-
zione,

(7) PLoPs = Pits |

dalla quale segue

(8) Props=wsop, wo=idy, ()7 =0y

L’insieme delle trasformazioni {¢;;t € R} forma dunque un gruppo a-
beliano, detto gruppo di trasformazioni ad un parametro.

OssERVAZIONE 2. La proprieta (iii) del Teorema 2, cioé la pro-
prieta di gruppo (7)1, & una conseguenza diretta, oltre che dell’unicita
della soluzione determinata da un dato iniziale, della seguente notevole

(1) Si veda 1’Oss. 4, piu avanti.
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proprieta del sistema differenziale (2): lo spazio delle soluzioni & inva-
riante rispetto alle traslazioni temporali, vale a dire, se (t) & una curva
integrale (definita sull’intervallo I) allora per ogni fissato numero reale
s € I la curva v5(t) = y(t 4+ s) & ancora una ¢urva integrale (definita
sul’intervallo I; = I — s). Si vede infatti che se % = v%(¢) sono delle
funzioni che risolvono il sistema (3) e se a queste funzioni si sostituiscono
le funzioni 2® = y2(t) = y*(t + s) il sistema risulta ancora soddisfatto
perché, posto u = t + s,

Q) I & D2 | xe(y0(w) = X2 (46 (1)

Cio posto, per come & stato definito il flusso si pud affermare da un lato
che’applicazione t — (1, (s, P)) &la curva integrale massimale basata
in (s, P) e dall’altro, per la proprieta di invarianza, che la curva t
@(t+s, P) & ancora una curva integrale. Quest’ultima & basata in ¢(0+
s, P) = ¢(s, P), dunque nello stesso punto della curva precedente. Per
I’unicita le due curve coincidono: di qui I'uguaglianza gp(t,cp(s,P)) =
e(t+ s, P).

OsSERVAZIONE 3. Si puo dimostrare che le proprieta descritte nel-
1’Oss. 1 non sono solo necessarie ma anche sufficienti affinché un insieme
di curve ¢(t, P) sia lo spazio delle curve integrali di un certo campo
vettoriale.

OssERVAZIONE 4. Il flusso ¢ associato ad un campo vettoriale X
ammette una rappresentazione vettoriale del tipo

(9) © = o(t,zo)
che in coordinate cartesiane si spezza in un sistema di n funzioni
(10) z® = o(t,zf).

Per il Teorema 2, punto (i), queste sono di classe C*. La (9) rappresenta
una famiglia di curve dipendenti da @ = (z7). Per ogni fissato valore.
di t le relazioni (10) sono invertibili (punto (ii) del Teorema 2), e quindi

la matrice jacobiana
Op®
oz
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e ovunque regolare.

OSSERVAZIONE 5. Le immagini delle curve integrali di un campo
vettoriale sono dette orbite del campo. Il loro insieme costituisce il
cosiddetto ritratto di fase del campo. Si noti che un’orbita & 'imma-
gine di tutte le curve integrali basate nei suoi punti. Nei testi di Fisica
le orbite di un campo vettoriale vengono dette linee di flusso.

OSSERVAZIONE 6. La completezza o meno di un campo vettoriale
pud essere determinata da considerazioni di ordine topologico. 5i puo
per esempio dimostrare che se un campo vettoriale ha supporto compatto
allora & completo. Il supporto & la chiusura dell’insieme dei punti non
singolari del campo (si veda 1’Oss. 7 seguente).

OssERVAZIONE 7. Un punto P si dice punto singolare di un cam- -

po vettoriale X se X(P) = 0. Una curva integrale massimale basata
in un punto singolare & costante: assume cioé sempre il valore P per
ogni t € R. Il flusso del campo lascia quindi unito ogni suo punto sin-
golare. L’analisi del comportamento di un campo nell’intorno dei suoi
punti singolari riveste particolare interesse. Si osservi che in corrispon-
denza ai punti singolari si annullano tutti i secondi membri del sistema
differenziale (3).

OSSERVAZIONE 8. La nozione di campo vettoriale e quindi di siste-
ma dinamico, qui introdotta per gli spazi affini, puo in realta prescindere
dalla struttura affine ed estendersi non solo alle superfici ma anche a spa-
zi di natura pili generale: le varieta differenziabili.

8. Sistemi dinamici sulla retta

Adattiamo i concetti ed i teoremi enunciati nel § precedente al caso
n = 1, cioé al caso in cui lo spazio afline ¢ la retta reale R. La retta
reale ha una naturale struttura di spazio affine: lo spazio vettoriale
soggiacente & ancora R e si pone 6(z,y) = y — z. Il pi semplice ed
elementare modello matematico della meccanica ¢ il moto di un punto
su di una retta. Assegnata sulla retta una coordinata affine z, avente
origine in un punto O, il moto di un punto su di questa & rappresentato
da una funzione z = <(t) nella variabile reale ¢ (il tempo). Questa
funzione determina la posizione del punto sulla retta in corrispondenza
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ad ogni istante ¢t appartenente al campo di definizione della funzione (che
supporremo essere un intervallo, limitato o no, estremi inclusi o no). La
derivata di questa funzione, ammessa la sua esistenza, rappresenta la
velocita istantanea del punto. La denotiamo v o anche con #. La
derivata seconda, cioé la derivata prima della velocitd, rappresenta a
sua volta ’accelerazione istantanea del punto. La denotiamo con a
o anche con Z.

Un modo per generare dei moti su di una retta & quello di fissare a
priori un legame tra la posizione del punto e la sua velocita, legame che
puo essere imposto da un’equazione del tipo

(1) F(z,&) =0,

con F' prefissata funzione reale nelle due variabili reali (z, 1), oppure,
pilt in particolare, da un’equazione del tipo

(2) &= X(a),

dove X & una funzione reale nella variabile reale z. In questo secondo
caso dunque la velocita del punto & univocamente determinata dalla sua
posizione. Si osservi che un’equazione del tipo (2) pud sempre porsi nella
forma (1): X(z)— @ = 0. Viceversa un’equazione del tipo (1) pud porsi
nella forma (2) solo quando & possibile risolvere la (1) rispetto alla va-
riabile &. E conveniente, per rendersi conto della questione, interpretare
Pequazione (1) come equazione di una curva sul piano R* di coordinate
(z,2). Un’equazione del tipo (1) prende il nome di equazione differen-
ziale del primo ordine autonoma in forma implicita, un’equazione
del tipo (2) di equazione differenziale del primo ordine autonoma
in forma normale.

Assegnata un’equazione del tipo (1) (ovvero (2)), ci si pone il pro-
blema di determinare le sue soluzioni, cioé tutte le funzioni (o moti sulla,
retta) @ = z(t) che la soddisfano identicamente, posto & = 9%. II caso
dell’equazione normale (2) & il caso particolare (n = 1) della teoria gene-
rale vista al § precedente. La funzione X (z) rappresenta la componente
di un campo vettoriale sulla retta.

Per una migliore comprensione degli esempi che seguiranno conviene
precisare meglio le condizioni di esistenza ed unicitad delle soluzioni di
un’equazione del tipo (2). Si pud dimostrare che:

TeOREMA. (i) Se la funzione X(z) & continua in un punto zg,
allora esiste una soluzione tale che z(0) = 2. (ii) Se la funzione X(z)
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& lipschitziana in zo, allora esiste un’unica soluzione z(t) definita in un
intervallo massimale I, tale che z(0) = zo. (iii) Se la funzione X(z)e
uniformemente lipschitziana, allora per ogni 2o si ha Iz, = R (il campo
& completo).

Si ricordi che una funzione X(z) & detta lipschitziana (Rudolf
Lipschitz, 1832-1903) in un punto zo se in un intorno di quel punto essa
ha rapporto incrementale limitato, vale a dire se esiste un intorno U di
2o ed un numero reale positivo A tale che

|X(1‘1)-—X(£E2)I<All’1—$21, V$1,IIZ2€U.

La lipschitzianitd implica la continuita ed ¢ implicata dalla derivabilita;
& cioé una condizione intermedia tra la continuitd e la derivabilita. Una
funzione X (z) & detta uniformemente lipschitziana se, comunque si
fissi un ¢ > 0 esiste un A > 0 tale che

lX(II)l)—X(.’EQ)l(AIiIIl“.’Ezl, Vzi1,29 ¢ |$1;$2‘<6.

EseMPIo 1. Si consideri la semplice equazione differenziale

(3) E=2

La funzione X(z) = « a secondo membro & di classe C'™® su tutto ’asse
reale. Vale pertanto il teorema di Cauchy di esistenza ed unicita delle
soluzioni. Il suo integrale generale & z = ce’ con c¢ costante arbitraria.
Siccome per t = 0 si ha z(0) = c questa costante coincide con il dato
iniziale zo. Ne segue che ogni curva integrale & definita su tutto I’asse
reale (il campo X & completo) ed il flusso, cioé ’insieme di tutte le sue
curve integrali, & dato dalla funzione

@(t,z0) = zg €'
La proprieta di gruppo (5), §3 € chiaramente soddisfatta:

o (s, (t,z0)) = @(t,z0) €° = o ele® = zgett® = o(t + s, To).

EsgMPio 2. Nell’equazione

(4) & =a°
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; <1 . .
1 secondo membro & di classe C'* su tutto R, pertanto esiste ed & unica

la soluzione per ogni dato iniziale. Quest’equazione, come la precedente
e come tutte le equazioni del tipo

(5) &= f(e)
si integra per separazione delle variabili: la si riscrive sotto la forma
dz
—— =dt
f(z)
e si integrano ambo i membri. Nel nostro caso dalla scrittura
dz
segue tj— c=- z"l e quindi ¢ = —(t + ¢)~!. Ponendo t = 0 si vede che
To = — <, per cul in conclusione il flusso risulta dato da
Zo
p(t,zo) = .

Come si ve;ie le curve integrali non sono definite su tutto 1’asse reale: il
puntot = - & una singolarita. Si noti a questo proposito che la funzione

— 2 . . . - .
X’(w) = «° non ¢ uniformemente lipschitziana (si veda il Teorema).
L’intervallo di definizione delle soluzioni &

(—o0, }10-) per zp > 0,
I.,=¢ R per zp =0,
(z,+00)  per 29 <0,

La proprieta di gruppo si verifica immediatamente:

t
99(37 QO(t,fL‘o)) = (P( ,330) = o 1
1"‘(,9(t,l'0)3 1—'$0t1_~ S To
1-— x()t
- _
1—zo(t+s) = @(t+s,20)

EseMPio 3. Nell’equazione

(6) & = |z]
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il secondo membro & una funzione definita su tutto R, non differenziabile
nell’origine ma uniformemente lipschitziana: per ogni coppia di numeri
(zi,2) si ha infatti sempre | X (21) — X(z2)| = ||x1l - |x2H <Jzy — z2).
Dobbiamo dunque attenderci 1’esistenza e 'unicita delle soluzioni per
ogni dato iniziale e la loro estendibilita a tutti i valori ¢ € R. In effetti
I’equazione si spezza in due equazioni

. x, per = > 0,
T =
-z, per z < 0,
che si integrano in
o et7 per To > O,
99(7:"7:0) = —t
zge ", per zg < 0.

EsEMPIO 4. Si consideri ’equazione differenziale implicita

(7) P?-z=0

Questa si spezza in due equazioni differenziali distinte in forma normale
sulla semiretta reale z > 0:

(3) i={TvE

Per entrambe la condizione di Lipschitz non & soddisfatta nell’origine (il
rapporto incrementale non e limitato). Integrandole separatamente (per
separazione delle variabili) si trovano rispettivamente le soluzioni

t

= (a+3),  at)=(Va-3)"

Per 29 = 0 le due soluzioni coincidono, ma si osserva che anche z(¢) = 0
¢ una soluzione. Dunque per ciascuna delle equazioni normali (8) non
vi & unicitd in corrispondenza al dato iniziale 2y = 0. Le soluzioni
trovate confermano la seguente proprieta riscontrabile direttamente dal-
Pequazione (7): D'insieme delle soluzioni dell’equazione (7) & invariante
rispetto all’inversione temporale t — —t, vale a dire se z(¢) & una solu-
zione, z(—t) & ancora una soluzione. Per ognuno dei flussi generati dalle
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equazioni (8) continua a valere la proprietd di gruppo. Posto infatti che
nel primo caso

e(t,20) = (\/_“i")

si ha successivamente:

c,o(.s,cp(t,:z:o = (Vel(t,zo) + (\/—‘+ + ) = (t+ s,z0).

EsgMP1o 5. Si consideri infine I’equazione differenziale implicita

(9) (2+1)-2=0

Non esiste alcuna soluzione per il dato iniziale 29 = 0. In corrispondenza
a tale posizione iniziale si avrebbe infatti la velocita iniziale 9 = —1 < 0
che tenderebbe a spostare il punto sul semiasse z < 0 dove I’equazione
non é definita.

9. Sistemi dinamici nel piano

Nel piano affine riferito a coordinate cartesiane (z,y) un campo
vettoriale amimette una rappresentazione del tipo

(1) X =X(z,y)e+Y(2,9) 7.
Il corrispondente sistema di equazioni del primo ordine & di conseguenza

{i:X@w%

Consideriamo in questo paragrafo alcuni esempi elementari. Altri esempi
sono visti al §10.

Esempio 1. Al campo vettoriale definito da X(z)=xz =21+ yjJ
corrisponde il sistema di equazioni

(i
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Si tratta di equazioni differenziali separate cioé coinvolgenti ciascuna
una singola coordinata. La curva integrale basata in Py = (2o, o) ha
equazioni
— ¢ — e o
T =ZIpe€, Yy=4e,

ed e definita su tutto ’asse reale. Il campo & pertanto completo. Il flusso
¢ dato da
p(tizo) = €' zo,

posto @y = zg2+yo 7. Le orbite delle curve integrali non basate nell’ori-
gine sono le semirette aperte uscenti dall’origine, che & punto singolare.

Per t — —oo le curve integrali tendono all’origine (Fig. 9.1). La trasfor- .

mazione @; & 'omotetia di centro 'origine e coefficiente et. Il campo &
invariante rispetto a rotazioni intorno all’origine.

\ /
~A /-

Fig. 9.1

EsgMPIO 2. Si consideri la famiglia di curve del piano rappresentate
dalle equazioni parametriche

z=zo+ypt+ 19t
(4) { 2

y=7% +gt.
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Posto (utilizziamo la notazione matriciale per i vettori)

(5) =+ ()

le applicazioni ¢;: R? — R? soddisfano alle proprieta di gruppo. Infatti:

Zo . $0+y0t+%gt2)
%<(Pt(90)> %( Yo + gt

_ (zo+yot+%gt2+(yo+gt)5+%gs2>

Yo+gtt+gs
_ a:0+y0(t+s)+%g(t+s)2)___(p zg
o +9(t+ ) o\ )

Le curve considerate forniscono dunque lo spazio delle soluzioni di un
sistema del tipo (2). Derivando si ottiene

t=y+9t=y, Y=9
Il campo vettoriale che genera il flusso considerato & pertanto

(5) X=yi+gj.

EsEMPIO 3. Equazioni differenziali ordinarie come sistemi dinamici.
Un’equazione differenziale del primo ordine in forma normale, cioe del
tipo

(6) y' = f=,y),

puo essere interpretata come sistema dinamico. Sia D C R? il dominio
(aperto) di definizione della f(z,y). Si consideri su D il campo vettoriale

(7) X =i+ f(z,9)3.

1] sistema differenziale corrispondente &
=1

8 { =1

®) = fz,y).

Poiché la prima equazione dd z = t 4+ ¢ con c costante arbitraria, la
variabile z pud essere identificata con t e quindi le soluzioni y = y(t) sono
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soluzioni dell’equazione differenziale (6). Anche un’equazione normale
del secondo ordine

9) v = f(z,y,9"),

puo essere interpretata come sistema dinamico. A questa si associa
infatti il campo vettoriale

(10) X =1+ 25+ fz,y,2)k,

definito nel dominio (aperto) D C R* della funzione f, il cui sistema
differenziale &

z =1,
(11) j/:z,
z= f(zayaz)-

Le soluzioni y = y(t) di questo sistema, identificato ¢ con z grazie al-
la prima equazione, forniscono le soluzioni dell’equazione (9). Questo
procedimento si estende alle equazioni differenziali di qualunque ordi-
ne, purché in forma normale, cioé con la derivata di ordine massimo
esplicitata a primo membro.

EsEmPi0 4. Equazione del primo ordine non autonoma. Si suppon-
ga che il moto di un punto su di una retta sia governato da un’equazione
del tipo

(12) & = F(z,t).

Questa impone che la velocita dipenda con legge ben definita non solo
dalla posizione ma anche dal tempo t. Quest’equazione pud trasformarsi
in un sistema dinamico in R?:

(13) { :: f(x’y)’ '

La seconda equazione significa infatti y = ¢ + ¢ con ¢ € R arbitrario. Le
soluzioni della (12) sono dunque quelle del sistema (13) con dato iniziale
Yo = 0 (per il quale y si identifica con t).
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EsEMPIO 5. Equazioni del secondo ordine sulla retta. Si supponga
che il moto di un punto su di una retta sia dovuto ad un’equazione del
tipo
(14) i = F(z,z).

Questa impone che la sua accelerazione sia una funzione ben determinata
della sua posizione e della sua velocita. Quest’equazione equivale ad un
sistema differenziale del primo ordine su R?:

r=1Y,

1

(18) {1)=F(w,y)-

La coordinata y rappresenta dunque la velocita del punto. Pertanto,
subordinatamente alle solite condizioni di regolarita della funzione F,
l’equazione (14) ha una ed una sola soluzione per ogni coppia di dati
iniziali (zo,yo0), posizione e velocita iniziali. Lo spazio delle soluzioni
o dei moti dipende dunque da due parametri. Per esempio la semplice
equazione del secondo ordine che regge il moto di un grave lungo una
retta verticale (accelerazione costante)

(16) i=g (9€R)
equivale al sistema del primo ordine
z =y,
(1) {2y
y=49,
cio® al campo vettorilae (5) gia considerato nell’Esempio 2. Altri due

semplici esempi tratti dalla meccanica di un punto su di una retta sono
le equazioni

(18) i=-wlz, i=wz.

La prima, che si scrive anche

(19) 7+ wiz =0,

¢ chiamata equazione dell’oscillatore armonico a una dimensione
o equazione del moto armonico e regola il moto di un punto su di una
retta soggetto ad una forza lineare attrattiva (forza elastica) centrata
nell’origine. La seconda & I’equazione del moto centrifugo, dove il
punto & invece soggetto ad una forza lineare repulsiva. Le equazioni (18)
equivalgono rispettivamente ai sistemi

(20) {j’:y’z {i:y;

y=—w"z, Y= w .

Sul calcolo dei loro flussi si ritornera al § seguente.
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10. Integrali primi

La determinazione delle curve integrali e quindi del flusso di un
dato campo vettoriale & un problema che puo presentare notevoli diffi-
colta. Non esiste infatti alcun metodo generale per integrare un sistema
di equazioni differenziali in forma normale. L’Analisi Matematica ha
tuttavia sviluppato sia dei metodi qualitativi atti a stabilire il compor-
tamento delle curve integrali (come la loro stabilita, la periodicita, etc.),
sia dei metodi numerici che, con 'ausilio di elaboratori elettronici, ne
consentono la tabulazione con "approssimazione desiderata.

Nell’ambito di questi metodi, notevoli semplificazioni dei calcoli e
utili informazioni sul comportamento delle curve integrali possono sca-
turire dalla conoscenza di certe funzioni, dette integrali primi, le quali
godono della proprieta di mantenersi costanti lungo le curve integrali.
Anzi, se si conoscono n — 1 integrali primi indipendenti (ma questo nu-
mero puo scendere in particolari situazioni) si & in grado di determinare
le curve integrali con una integrazione (o, come si usa dire, con una
quadratura).

Gli integrali primi possono determinarsi risolvendo una particolare
equazione alle derivate parziali. Si pone cosl un problema alternativo a
quello dell’integrazione del sistema differenziale associato al campo, ma
che pud a sua volta presentare notevoli difficolta. Sovente perd la ricerca
degli integrali primi ha successo, o perché si & in grado di integrare la
corrispondente equazione differenziale, o perché il campo vettoriale gode
di proprieta di simmetria o di invarianza, tali da produrre, in base a
opportuni teoremi, degli integrali primi (esempi notevoli sono, nel corso
di Meccanica Razionale, I’integrale primo dell’energia, 1’ integrale primo
della quantita di moto, I'integrale primo delle aree).

DEFINIZIONE 1. Dicesi funzione integrale o integrale primo di
un campo vettoriale X su di uno spazio affine 4 una funzione reale F
sopra A che si mantiene costante lungo ogni curva integrale di X, cio®
tale che per ogni curva integrale v: I — A

Fory(ty)=Foq(t2), Vti,ty€l,

ovvero tale che,

(1) D(Fo7)(t)=0, Vtel

dove D & il simbolo di derivata di funzione a una variabile reale.
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Perché la (1) abbia senso occorre ovviamente che la funzione
F ov:I — R sia derivabile, condizione senz’altro soddisfatta nel caso
in cui sia il campo vettoriale sia la funzione F' sono di classe C! almeno.
La condizione (1) si puo anche scrivere, piu sinteticamente,

(11) F=0,
oppure
\ dF
" “ ol
(1) o =0

OSSERVAZIONE 1. Si puo piu in generale intendere come integrale
primo una funzione a valori in uno spazio vettoriale (per esempio lo
spazio vettoriale £ associato allo spazio affine), costante lungo le curve
integrali. Incontreremo nel seguito degli esempi.

Per verificare che una funzione & un integrale primo occorre, secondo
la Def. 1, conoscere le curve integrali del campo, le quali sono di solito
incognite. Esiste tuttavia una proprieta caratteristica degli integrali
primi che prescinde da tale conoscenza. Essa e illustrata nell’enunciato
seguente.

ProrosizioNE 1. Condizione necessaria e sufficiente affinché una
funzione F' sia integrale primo di un campo vettoriale X & che la sua
derivata rispetto a X sia nulla:

(2) (X,dF) =0

Dimostrazione. Per ogni curva integrale v del campo X vale la
formula

(3) D(Foy)=(X,dF) oy

immediata conseguenza della Prop. 1 (formula (13)) del §5. Stante I’ar-
bitrarieta di vy segue che la condizione (2) & equivalente alla (1). =

In un qualunque sistema di coordinate (¢*) la (2) si traduce nell’e-
quazione

(4) X'—=0
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Si tratta di un’equazione differenziale alle derivate parziali, del
primo ordine, lineare, omogenea, nella funzione incognita F. La
ricerca degli integrali primi & quindi ricondotta all’integrazione di que-
st’equazione.

OssERVAZIONE 2. Dalla definizione di integrale primo segue che
se (F1, F3,..., F,) sono m integrali primi, allora una qualunque loro
composizione f o (Fy, Fy,..., F,) tramite una funzione f:R™ — R &
ancora un integrale primo.

Tra le soluzioni dell’equazione (2) vi sono le funzioni costanti. Esse
sono ovviamente prive di interesse (si dicono integrali primi banali).
Si tratta quindi di stabilire se un campo vettoriale X ammette integrali
primi non banali. In genere un campo vettoriale ammette integrali
primi locali, vale a dire definiti nell'intorno di punti del suo dominio
di definizione, ma puo non ammettere integrali primi globali, cioé
definiti su tutto il suo dominio di definizione. Integrali primi globali si
possono costruire, in linea di principio, prolungando o giustapponendo
integrali primi locali, tenendo presente I’Oss. 2. Tale operazione pud
tuttavia non dare esito positivo, come mostra ’esempio seguente.

Esemp1o 1. Si consideri il campo vettoriale dell’Esempio 1 del
§9: X = 21+ yj. Se escludiamo 'origine e consideriamo per esempio
la circonferenza S; di raggio unitario e centro I’origine, una qualunque
funzione H:$; — R sopra di questa si pud estendere la piano R?, esclu-
sa l'origine, per valori costanti lungo le semirette uscenti dall’origine.
Siccome le orbite del campo sono tutte queste semirette (aperte) pin
Porigine, le funzioni cosi costruite, a partire da funzioni H di classe g,
sono gli integrali primi di X. Si vede chiaramente che questi integrali
primi non sono estendibili per continuita all’origine se non nel caso in cui
la funzione H sulla circonferenza & costante: ma in questo caso Pintegra-
le primo & anch’esso una funzione costante, quindi banale. Concludiamo
allora che il campo X su R? non ammette integrali primi globali non
banali, pur ammettendo nell’intorno di ogni punto diverso dall’origine
infiniti integrali primi.

L’importanza della conoscenza di integrali primi & messa in evidenza
dalle considerazioni seguenti.

Sia I’ una funzione reale sopra lo spazio affine A. Come si & visto al
§6, gli insiemi @, C A definiti dall’equazione F = ¢ con ¢ € R prendono
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il nome di insiemi di livello o superfici di livello. Alcuni di questi
possono essere vuoti. In ogni caso essi formano una partizione in sot-
toinsiemi disgiunti di tutto il campo di definizione di F'. Pilu in generale
si puo considerare un insieme di k& campi scalari (Fy) = (Fi,...,F)) e
per ogni ¢ = (¢4,...,ck) considerare I'insieme di livello . definito dalle
equazioni

F]IC], F2:C2, Fk:Ck.

Si ottiene cosi ancora una partizione (fogliettamento) in sottoinsiemi
disgiunti del campo di definizione delle funzioni (F,).

PRrROPOSIZIONE 2. Se una curva integrale di X ha un punto di
intersezione con un insieme di livello generato da uno o pil integrali
primi, allora & tutta contenuta in questo.

Si vuol dire che se v: I — M, con M dominio di definizione di X,
& una curva integrale di X e se per un qualche ¢y € I si ha (%) € Q.
allora v(t) € Q. per ogni t € I, vale a dire v(I) C Q..

Dimostrazione. La condizione Py = y(tp) € Q. implica F(P) =
F(v(t0)) = ¢, quindi F(y(t)) = ¢ per ogni t, e quindi 7(t) € Q. per ogni
t. m

Dalla proprieta ora vista segue in particolare che se il numero degli
integrali primi (F,) € tale che gli insiemi di livello sono o punti o curve
(non parametrizzate) allora essi si identificano con le orbite del campo
(vale a dire con le immagini delle curve integrali del campo).

Consideriamo a questo proposito tre esempi, elementari ma signifi-
cativi. Il primo (Esempio 2) mostra come si possa giungere alla completa
determinazione delle curve integrali attraverso l'integrazione dell’equa-
zione degli integrali primi. Il secondo (Esempio 3) & un esempio di
sistema dinamico su di una superficie (il cilindro), le cui orbite si deter-
minano attraverso un integrale primo. Il terzo (Esempio 4) & un esempio
di sistema dinamico dove la periodicita delle curve integrali & riconosciu-
ta per mezzo di un integrale primo.

Esempio 2. L’oscillatore armonico. Sul piano affine riferito a
coordinate cartesiane (z,y) si consideri il campo (si veda la fine del §9)

X=yi—w'zj
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il cui sistema differenziale del primo ordine &

(5) {rzv

= -w?z.

Posto che
oF . OF . OF oF
=——23+ —y=—y—- —uwr,
dz

dy oz 0y

I'equazione (4) degli integrali primi diventa:

oF oF
6 ——wir— =
(6) Y - wz y 0.

F

Questa si puo integrare per separazione delle variabili. Si cerca cioé
una sua soluzione del tipo F(z,y) = A(z)+ B(y). Con quest’ipotesi
’equazione (6) diventa (’ & il simbolo di derivata prima)

yA'(z)-wiz B'(y) =0,

e quindi, subordinatamente alla condizione che i denominatori non si
annullino,
Y 2 _ 7T

=w .
B'(y) Al()

Poiché il primo membro & funzione solo della z e il secondo solo della

y, entrambi devono essere costanti. Posta per esempio questa costante

uguale a 1, quest’ultima equazione si spezza in due equazioni differenziali

ordinarie separate, coinvolgenti cioé ciascuna una singola variabile:

X
w? =1, -2 =1,

B'(y)

ovvero

All)=w'e, By =y.
Si ha quindi, a meno di inessenziali costanti additive,

1 1
Ae) = 3uw*a?, B(y) = 39"

Il procedimento della separazione delle variabili ha quindi successo. O-

mettendo 'inessenziale fattore %, abbiamo infatti trovato il seguente

integrale primo, soluzione della (6):

F(z,y) = wlz? + 4%,
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L’insieme Q. definito dall’equazione F = ¢ & vuoto (nel campo reale)
per ¢ < 0; si riduce all’origine per ¢ = 0 ed & un’ellisse per ¢ > 0. Infatti
in quest’ultimo caso

(7) w2 $2 + ,y2 — b2

posto ¢ = b%. Si tratta di un’ellisse di semiassi a = -:’7 e b. Al variare di ¢
si ottiene una famiglia di ellissi, che sono orbite del campo X (percorse in
senso orario, come si riconosce facilmente valutando il campo in qualche
punto del piano, per esempio sull’asse z, vedi Fig. 10.1). Concludiamo
pertanto che le curve integrali sono chiuse e quindi periodiche. Dalla (7)

si trae
2
y=tby/1- > (azﬁ).
a w

Scegliendo il segno + e sostituendo nella prima delle equazioni (5), si ot-
tiene un’equazione differenziale del primo ordine nella sola z, a variabili

separabili:
dz / z?
E _— b 1 - '('1_ .

Il suo integrale generale risulta essere
(8) T = a sin(wt + ¢),

con ¢ costante arbitraria. Sostituendo questa funzione nella seconda
delle (6), si trova
dy

22— % asi
- w® a sin(wt + @),

quindi:
(9) = b cos(wt + ¢).

La curva integrale cosi determinata, di equazioni parametriche (8) e (9),
¢ basata nel punto (zp,y0) = (a sing,b cos¢@). Per ottenere il flusso
del campo occorre sostituire le costanti (a,b) con i dati iniziali (zo,yo)-
Sviluppando la (8) e la (9) si trova:

{ z = zg coswt + ;l;?lo sinwt,

(10)

Yy = —wag sinwt + yp coswi.
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E interessante osservare che in questo caso il legame tra il vettore zy =
(zo,y0) e il vettore & = (z,y) & lineare, sicché il legame = = (t,x0)
puo porsi in forma matriciale:

l .
(10') T\ _ cos.wt = sinwt Zo
Y —wsinwt coswt Yo
In altre parole: il gruppo ad un parametro {¢;; t € R} generato dal
campo X & un gruppo di trasformazioni lineari rappresentato dalle ma-

trici
o = cos wt L sinwt
t — .
~wsimwt coswt

E un utile esercizio verificare che queste matrici godono della proprieta
di gruppo ¢ o s = @iy,

f// |

Fig. 10.1: le orbite dell’oscillatore armonico.

OsserVAZIONE 3. Il sistema dinamico ora considerato rientra in
una particolare classe di sistemi dinamici, i sistemi dinamici lineari,
cioé del tipo

r=Azx
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dove A & una matrice costante. Il flusso generato dal sistema (10) &
ancora lineare e dato dalla matrice

+00 +k
o =exp(At) = ) AR
k=0
Nel caso precedente &
0 1
A=
-w? 0
e quindi, essendo
AT = -,

risulta )
pr = coswtl+ ;sinth,

a conferma della (10).

Esempio 3. Il pendolo semplice. Consideriamo lo spazio affine
tridimensionale riferito sia a coordinate cartesiane (z,y, z), sia a coordi-
nate cilindriche (7,9, z). Consideriamo la superficie regolare @} definita
dall’equazione r = R, con R costante positiva. Si tratta di un cilindro
di raggio R e asse ’asse delle z. Intendendo ’angolo ¥ variabile nell’in-
tervallo aperto (-7, 1), le coordinate (¥, z) si possono interpretare come
coordinate superficiali, che mappano il cilindro @, tolta una sua diret-
trice, nella striscia aperta di R? definita da {(¢,2) € R*| -7 < 9 < 7}.
Introdottii vettori (E;) associati a queste, cioé i vettori (Ey = RT, E, =
k), si consideri il campo vettoriale

(11) X =zEy—w*sind E,,

prolungato per continuita sulla direttrice omessa. Il sistema differenziale
del primo ordine corrispondente é&:

dd

dt

dz
2 »

— = —w”sind.

dt

La combinazione di queste due equazioni fornisce ’equazione differen-

ziale del secondo ordine

:Z,

(12)

d?y
(13) ~dt—2+w smﬂ—O
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detta equazione del pendolo semplice. L’equazione (4) degli inte-
grali primi diventa: :
oF oF

—w?sind— = 0.

(14) z —8-5 82

Anche in questo caso, come nel precedente, il procedimento di integra-
zione per separazione delle variabili ha successo. Si trova, a conti fatti,
un integrale primo del tipo

(15) Fd,z) = %,2’2 — w? cos V.

Il campo ha due punti singolari: P, = (9 = 0,2 = 0) e il punto opposto
Py = (£7,0). Le orbite di X sono le curve (), sul cilindro di equazione

(16) %z2 —wcosd = ¢,

che possiamo anche scrivere

(17) 22 = 2w¥(cos d + e), e= w—cz
Per la realtd di z deve essere ¢ + w? cosd > 0, quindi ~w? < ¢ < 400,
vale a dirte —1 < e < +o0o. Si hanno allora quattro possibilita. (I)
Per ¢ = —w? (cioé e = —1) dalla (16) si vede che non puo che essere
¥ = z = 0. Il questo caso l’orbita Q. si riduce al punto singolare Py. (II)
Per ¢ € (—w?,w?) (cioé e € (—1,1)) Q. & una curva chiusa simmetrica
rispetto a Py, all’asse z e all’asse ¥, di equazione

(18) 2% = 2w? (cos ¥ + cosdy) (e = cos Jp).

(IIT) Per ¢ = w? (cioé e = 1) l'orbita Q. ha equazione

?J
22 =2w? (cos? + 1) = 4w? cos? (§> ,

e si spezza pertanto nelle due curve

J
= 42 —
z== wcos(2>
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N

\

\

[
0

v
=
(5%
=

Fig. 10.2: le orbite del pendolo semplice.

che si chiudono nel secondo punto singolare P; e che chiamiamo curve
limite. (IV) Per ¢ > w? (cioé e > 1) Q. si sdoppia in due curve chiuse
simmetriche esterne alle curve limite (Fig. 10.2).

EseEMpPio 4. Il sistema dinamico di Lotka-Volterra (Alfred
James Lotka, 1880-1849). Nello spazio affine bidimensionale riferito a
coordinate cartesiane (z, y) si consideri sul dominio aperto D = {(z,y) €
Rz >0, y> 0} costituito dai punti aventi entrambe le coordinate
positive (primo quadrante) il campo vettoriale
(19) X =(a-by)zi+(cz—d)yyg,
con (a,b,c,d) numeri reali positivi. Il corrispondente sistema del primo
ordine é:

y = (cz - dy.
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Questo sistema costituisce il celebre modello di Lotka-Volterra per la
dinamica di due popolazioni, il cui numero di individui e rappresentato
dalle funzioni y(t) e z(t), la prima predatrice della seconda, viventi in
un ambiente isolato ideale (si veda in appendice al paragrafo il processo
costruttivo di questo modello).

L’equazione (4) degli integrali primi diventa:

OF

oF
(a—by)w—5;+(c:c—d)y—5;/- = 0.

Ancora una volta questa si integra per separazione delle variabili, po-
nendo cioeé F(z,y) = A(z) + B(y). Si trova che una soluzione &

F(z,y) = cx — dlogz + by — a logy.

L’analisi della funzione z = F(z,y) mostra che la superficie rappresen-
tativa in R® & convessa verso il basso con un minimo nel punto Py di
coordinate

a
o= =, Yo =7
¢’ b’

che & punto singolare del campo X (Fig. 10.3). Le orbite @, di equazio-
ne F' = ¢, si ottengono allora intersecando questa superficie con il piano
z = c¢. Stante la convessita della superficie, le orbite risultano delle curve
chiuse, che circondano il punto singolare Py (Fig. 10.3). Di qui si dedu-
ce che le curve integrali sono periodiche e che il campo & completo (cio
significa che le due popolazioni hanno un andamento periodico a meno
che le condizioni iniziali non corrispondano al punto singolare, nel qual
caso il numero degli individui, per entrambe le specie, risulta costante
nel tempo). Se si valuta il campo X in qualche punto di D, per esempio
sulle rette z = zg 0 y = yo passanti per il punto singolare, si riconosce
che queste vengono percorse in senso antiorario.

*dok

La costruzione del sistema dinamico di Lotka-Volterra. Consideria-
mo due popolazioni viventi in uno stesso ambiente chiuso (senza influen-
ze dall’esterno). Denotiamo con (t) e y(t) il numero degli individui di
ciascuna popolazione, funzioni del tempo t. La popolazione z e costi-
tuita da prede (p.es. topi) della popolazione y, costituita da predatori
(gatti). Le condizioni di vita sono le seguenti: (i) L’ambiente sarebbe
”ideale” per 1 topi, se non vi fossero i gatti; vale a dire: i topi dispongono
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Fig. 10.3: le orbite del sistema di Lotka-Volterra.

di risorse alimentari illimitate e la loro mortalita & dovuta solo a cause
naturali non eccezzionali e alla presenza dei gatti. (ii) I gatti si nutrono
solo di topi e muoiono solo di cause naturali.

Cerchiamo un modello per la dinamica delle due popolazioni. Ana-
lizziamo il tipo di crescita dei predatori e quello delle prede separata-
mente.

(a) Crescita delle prede. In un ambiente ideale dove le risorse nutri-
tive sono illimitate (cid vale per ogni tipo di popolazione) I'incremento
Az della popolazione z in un intervallo At di tempo & proporzionale
a At (piu il tempo passa, piu gli individui si accoppiano) e al numero
z degli individui (piu ci sono individui, piu aumenta la possibilitd di
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incontri e quindi di accoppiamenti). Scriviamo pertanto
(21) Az = az At,

dove a & un coefliciente di proporzionalita, costante e positivo. Siccome
per At che tende a zero il rapporto %—f— tende alla velocita di crescita &,
dalla relazione precedente segue l’equazione differenziale della crescita
ideale o malthusiana di una popolazione

(22) = as @:%)

Le sue soluzioni sono le funzioni esponenziali (si dice che la crescita ideale
di una popolazione & ”esponenziale”): si tratta di funzioni a crescita
molto rapida (la cui velocita di crescita aumenta con la crescita, come
afferma la (22)). La costante a che compare nella (22) si pu6 determinare
sperimentalmente ed & una costante caratteristica della ”salute” della
popolazione.

Consideriamo ora la presenza dei predatori. Le prede divorate in un
intervallo di tempo At sono un numero proporzionale a At con un coeffi-
ciente di proporzionalitd f(z,y) che dipende dal numero degli individui
di entrambe le specie, vale a dire del tipo: f(z,y)At. Dal canto suo il
coefficiente di proporzionalita f(z,y) é: (1) proporzionale a y (se 1 gatto
mangia 1 topo, 2 gatti mangiano 2 topi, etc.); (ii) proporzionale a z (piu
sono i topi pilt cresce la possibilita che un gatto catturi un topo). Quindi
possiamo supporre che il numero delle prede catturate nell’intervallo At
¢ del tipo bz y At con b costante positiva. Questa quantita va sottratta
alla (21), per ottenere l'incremento complessivo dei topi in presenza dei
gatti nell'intervallo di tempo At. Cosi facendo al posto della legge (22)
di crescita ideale si trova una legge del tipo

(23) t=z(a-by)

Questa non consente di calcolare subito, come per la (22), I’'andamen-
to della popolazione z, perché per far questo occorre conoscere anche
I’andamento y(t) della popolazione y.

(b) Crescita dei predatori. In abbondanza di prede vale quanto
detto per la crescita ideale. Si puo tuttavia osservare che deve esistere
un numero m di quantitd di prede necessario per il sostentamento dei
predatori. Se z > m la crescita & positiva (esubero di prede), se z < m

§11 Spazi affini euclidei 165

la crescita & negativa (carestia), se z = m la crescita é nulla (equilibrio).
In questo caso l'incremento dei gatti Ay in At, che in condizioni ideali
sarebbe del tipo (21), Ay = cy At, con ¢ costante positiva, si modifica
in ’

Ay =c(z—m)yAt. /

Di qui, dividendo per At e facendolo tendere a zero, si trova la relazione

(24) i=ycz—d)

dove d = ¢m & una costante positiva.

Conclusione: le relazioni (23) e (24) governano completamente la
dinamica delle due popolazioni. Le costanti(a,b, ¢,d), che caratterizzano
lo stato delle due popolazioni ed i loro rapporti, devono determinarsi
sperimentalmente.

11. Spazi affini euclidei

Come gia si & detto al §1, uno spazio affine euclideo & una qua-
terna (A, E,6,g) dove (A, E,6) & uno spazio affine e g & un tensore
metrico sopra lo spazio vettoriale E (che pertanto ¢ uno spazio vet-
toriale euclideo). Si dice che uno spazio affine ha segnatura (p,q) se
questa & la segnatura della forma bilineare simmetrica g; in particolare
lo spazio affine si dice strettamente euclideo se la segnatura & (n,0),
cioé se il tensore metrico & definito positivo. Dato un riferimento affi-
ne (O, c,) dove la base & canonica, le corrispondenti coordinate (z®) si
dicono coordinate canoniche o coordinate ortonormali.

Negli spazi affini a 2 0 3 dimensioni strettamente euclidei denotiamo
con (2,7) o (%,7,k) una generica base canonica e con (z,y) o (z,y,2)
le corrispondenti coordinate cartesiane ortonormali. In dimensione 3 si
conviene tacitamente che 'orientamento sia quello della mano destra.

Questo paragrafo & dedicato alle operazioni fondamentali che la pre-
senza del tensore metrico consente di definire su di uno spazio affine
euclideo.
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11.1. Il tensore metrico

Cominciamo con P’esaminare il prodotto scalare di due campi
vettoriali: ad ogni coppia di campi vettoriali (X,Y) sopra lo spazio
affine A corrisponde il campo scalare

(1) X Y=g(X,Y)

definito da
(X - Y)(P)=g(X(P),Y(P) (PecA).

Cio significa che in ogni punto P il valore della funzione X - Y & il
prodotto scalare, in E, dei due vettori X(P) e Y(P). Si definisce in tal
modo una forma bilineare simmetrica sui campi vettoriali a valori nei
campi scalari, che continuiamo a denotare con g ed a chiamare tensore
metrico o semplicemente metrica:

(2) g X(A) X XY(A) - FA): (X, Y)— X Y.
Le sue componenti rispetto a generiche coordinate (¢*) sono definite da
(3) gi; = E; - E;.

Sono funzioni sopra il dominio di definizione delle coordinate e formano
una matrice simmetrica, ovunque regolare, detta matrice metrica. Se
in particolare le coordinate sono cartesiane le componenti della metrica
sono costanti. Data la matrice metrica, & possibile calcolare il prodotto
scalare di due qualunque campi vettoriali attraverso le loro componenti
in quelle coordinate:

(4) X Y =g; XY

Infatti: X - Y = XiE,' . YJEJ = Xiy/J E;- Ej = XY gij- Ricorda-
to inoltre che i differenziali d¢* delle coordinate associano ad un campo
vettoriale le sue componenti, (X,d¢*) = X, dalle (3) e (4) segue che
il tensore metrico, inteso come campo tensoriale, pud esprimersi come
combinazione dei prodotti tensoriali di questi differenziali. Si pud ciod
scrivere:

(5) g =gijdq ®dg’
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Le coordinate (¢') sono dette ortogonali se la corrispondente matrice
metrica (g;;) € diagonale:

gij =0, peri#j.

Cio significa che in ogni punto del dominio di definizione delle coordinate
i corrispondenti vettori (E;) sono mutuamente ortogonali.

OssSERVAZIONE 1. In molti testi i] tensore metrico e sostituito dal
simbolo ds? e ds & chiamato elemento d’arco euclideo. L’espressione (5)
& sostituita dalla scrittura

(6) ds* = gi; d¢* dg’

Questa notazione rende in effetti pin automatico il calcolo delle compo-
nenti della metrica. Se infattila metrica é strettamente euclidea (definita
positiva) si scrive

n

(7) ds? =) (dz)?,

a=1

dove le (z%) sono delle coordinate cartesiane ortonormali. Se si conside-
rano altre coordinate (¢*), una volta date le equazioni di trasformazione
z® = 2%(q"), & sufficiente calcolare i differenziali

dz® — Oz

= ——dq’
6q’q

e sostituirli nella sommatoria (7). Sviluppati i calcoli, si trova un po-
linomio di secondo grado omogeneo nelle (dg*), cioé un’espressione del
tipo (6), i cui coefficienti sono

ooy 92t 0e
9i; = -~ aql aqj

=Y EfE¢ = E;- E;j,

a conferma della (3). Se la metrica & di segnatura (p,q), in qualunque
sistema di coordinate cartesiane ortonormali per il ds® sussiste I’espres-

sione

n

(8) ds? = " (da®)’ = 3 (do?)?,

B=p+1
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dalla quale si parte, procedendo allo stesso modo, per calcolare la matrice
metrica in un qualunque altro sistema di coordinate.

EseRrcizio 1. Si calcolino le componenti del tensore metrico cor-
rispondenti a: (I) coordinate polari del piano euclideo, (II) coordinate
cilindriche dello spazio tridimensionale euclideo, (III) coordinate pola-
ri (o sferiche) dello spazio tridimensionale euclideo (si veda il §2). Si
puod procedere tramite la (3), richiamando le espressioni degli E; viste
al §2 per tutte queste coordinate. Si trova che le matrici metriche sono
rispettivamente date da

1 0 0 1 0 0
1 0
, 0 2 01, 0 r? 0
0 r?
0 0 1 0 0 r2sin’ep

5i osservi che tutte queste coordinate sono ortogonali. In questi tre casi
Pespressione (5) diventa, rispettivamente:

g=dr®dr+r*dd® dv,
(9) g=dr®dr+r*dd@dd+dz®dz,
g =dr ® dr + r? (d¢®d@+sin2(,pd19®d19).

5i puo anche procedere come nell’Oss. 1, partendo dalla scrittura
ds® = dz* + dy? + d2*

(che si riduce a ds® = dz? + dy? nel caso del piano), sostituendovi
le espressioni delle coordinate cartesiane in funzione delle coordinate

considerate. La (5) diventa rispettivamente nei tre casi, a conferma
delle (9),

ds? = dr® + r? dv¥?,
(10) ds? = dr? + 12 d9? + d2?,
ds® = dr? + 72 (dp? + sin® o d9?),

In analogia con quanto accade negli spazi vettoriali euclidei, la pre-
senza del tensore metrico stabilisce una corrispondenza biunivoca fra
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campi vettoriali a 1-forme. Ponendo, per ogni coppia di campi vettoria-
li,

(11) v, Xx"=vY.X

si definisce un’applicazione lineare invertibile
b: X(A) — ®1(A): X — X°.

L’applicazione inversa e denotata con f. In componenti ’applicazione
b si traduce nell’abbassamento degli indici delle componenti dei campi
vettoriali per opera della matrice metrica (g;;); ’applicazione inversa f
nell’innalzamento degli indici delle componenti delle 1-forme per opera
della matrice metrica inversa (¢*/). Valgono cioé le relazioni:

£=X"| < |&=gi;X

(12)

X=¢" < |Xi=49¢

OsSERVAZIONE 2. I simboli di Christoffel (I'¥;) relativi ad un siste-
ma di coordinate (¢*) sono definiti dall’equazione (formula (15), §3)

(13) O;E; =T¥; Ey.

Questi possono anche calcolarsi con la formula

(14) I =g Ty

dove le funzioni (T';;5), dette simboli di Christoffel di prima spe-
cie, sono calcolabili attraverso le derivate delle componenti del tensore
metrico secondo la formula

| —

(15) Tijn = =(0igjn + 0;9ni — Ongij)

¢

3]

Infatti, tenuto conto che le (14) si invertono nelle relazioni

(16) Lijh = gk Fi’cj
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moltiplicata la (13) scalarmente per E}, risulta
(17) Lijp = 0:E; - Ep.
Ma il primo membro di queste uguaglianze & anche uguale a
(?Z-Ej -E, = 8,~(Ej . Eh) — BiEh . Ej = 6z‘gjh — 6¢Eh . EJ,

per cui, combinando i due risultati si ottiene 1'uguaglianza
(18) Tijn + Tinj = 0igjn.
Con la permutazione degli indici si ottengono altre due uguaglianze si-
mili: .

{ Lini + Ljin = 059hi,

Thij + Thji = Ongsj-

Sommando membro a membro le prime due e sottraendo la terza, te-

nuto conto della simmetria rispetto ai primi due indici dei simboli di
Christoffel di prima specie, si ricava proprio 'uguaglianza (15).

11.2. Il gradiente

Su di uno spazio affine ad ogni campo scalare U viene associata
una l-forma: il suo differenziale dU. Se sullo spazio affine & presente
un tensore metrico, allora al differenziale dU si puo associare il campo
vettoriale dU". Esso prende il nome di gradiente del campo scalare U
e viene denotato con grad(U). Si pone cioé per definizione:

(1) grad(U) = dU*

Tenuto conto della definizione (11) del §11.1, si osserva che il gradiente &
caratterizzato dalla seguente proprieta, valida qualunque siano il campo
scalare U e il campo vettoriale Y:

(2) Y - grad(U) = (Y, dU)

Dalle (12) di §11.1 segue che le sue componenti in generiche coordinate
sono

(3) (grad(V))' = ¢ ;U
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Se in particolare lo spazio affine & strettamente euclideo e se le coordinate
scelte (z®) sono cartesiane ortonormali, poiché la matrice metrica & la
matrice unitaria, le componenti del gradiente rlsultano essere le derivate
parziali della funzione:

a « OU
(4) (grad(V))” = Fy
per cui
« OU ou ou ou
! —_— — —_
(4%) grad(U) = Foa Ca = o1 € + 552 +... 4 Dan S

Nello spazio affine tridimensionale euclideo si ha quindi in particolare:

. » U . 0U . 9U
(5) grad(U) = 52 -I—-(;;y—]—i——é;k

Il gradiente gode delle seguenti proprieta, conseguenze immediate
di analoghe proprieta del differenziale:

grad(U 4+ V) = grad(U) + grad(V),
grad(UV) = Vgrad(U) + U grad(V),
grad(U)=0 <= U = cost.,
(grad(U),dV) = grad(U) - grad(V).

(6)

L’implicazione == nella (6); & valida sulle componenti connesse del
dominio di definizione del campo scalare F.

Un campo vettoriale F' si dice conservativo se ¢ il gradiente di un
campo scalare U, che prende il nome di potenziale:

(7) F = grad(U).
Cio significa che la corrispondente 1-forma ¢ = F° & esatta:
(8) @ =dU.

Condizione necessaria affinché un campo sia conservativo & che la 1-
forma corrispondente sia chiusa: de = 0. Questa condizione & anche
sufficiente per 'esistenza di potenziali locali (o di un potenziale globale,
se il dominio di definizione del campo & omeomorfo a R™ oppure, per
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n = 2,3, se & semplicemente connesso). Essa si traduce in componenti
nelle equazioni (si veda la (30) del §4)

(9) Oipj = 0 pi-

Poiché ¢; = g;; F7, si hanno di conseguenza per le componenti del campo
vettoriale le condizioni

(10) di(gn F*) = 8;(gin F*).

Se lo spazio & strettamente euclideo e le coordinate sono cartesiane or-
tonormali queste si semplificano in

(11) 0;FI = 9;F".

OSSERVAZIONE 1. Le definizioni ora date hanno un particolare in-
teresse in Fisica, dove i campi di forza sono rappresentati da campi
vettoriali nello spazio affine euclideo tridimensionale. Ne consideriamo
alcuni esempi fondamentali, richiamando anche gli esempi sulle forme
differenziali visti al §4. (I) Campi costanti o uniformi. In ogni punto
dello spazio hanno lo stesso valore. Sono campi conservativi: con una
opportuna scelta del riferimento cartesiano possiamo porre F' = a1, ed
un potenziale & la funzione U(z) = az. (II) Campi centrali simme-
trici. Un campo vettoriale si dice campo centrale se esiste un punto
0, detto centro del campo, tale che per ogni punto P, con ’esclusione
al pilt del punto O stesso, il vettore F(P) & parallelo a OP. Inoltre il
campo si dice simmetrico, o pill precisamente a simmetria sferica, se
la sua intensitd dipende solo dalla distanza dal centro, cioé se esiste una
funzione reale ¢ tale che, escluso il centro O, si ha F(P) = ¢(r)u con
7 = |OP| e u versore di OP. Se si considerano coordinate polari sferiche
di centro O, si osserva che in questo caso &€ F' = ¢(r) E, e quindi che la
1-forma associata & F* = @(r)dr. Di qui segue, per quanto visto al §3,
che il campo F & conservativo e che un suo potenziale & una qualunque
funzione U(r) primitiva della ¢(r). (III) Campi coulombiani. Sono
campi centrali (non definiti nel centro) del tipo

k k
(12) F = e (k € R).

Un potenziale & la funzione

(13) U(r) = - -
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Se k > 0 il campo & di tipo repulsivo, se k < 0 & invece attrattivo. In
questo secondo caso il campo F & detto campo newtoniano. (IV)
Campo elastico e campo centrifugo. Sono i campi, definiti su tutto
lo spazio affine, del tipo ‘

(14) F=kru=kr (k € R),
con k < 0 e k> 0 rispettivamente. Un potenziale & la funzione
(15) U(r) = gﬂ.

Il gradiente gode di una notevole proprieta geometrica nota come
teorema del gradiente.

TrEoREMA. Il gradiente di una funzione U & ortogonale alle super-
fici di livello U = cost. (dette anche superfici equipotenziali) ed e
orientato nel verso di U crescente.

Dimostrazione. Escludiamo i punti singolari (dU = 0) della funzio-
ne U, dove il gradiente & nullo, vale a dire i punti singolari delle superfici
di livello. Si & visto (§6, Prop. 1) che un vettore v & tangente ad una
superficie U = cost. se e solo se (v,dU) = 0. Questa condizione equivale
a v -grad(U) = 0 (si vedala (2)); pertanto grad(U) & ortogonale a tutti
i vettori tangenti alle superfici equipotenziali. D’altra parte la derivata
del campo scalare U rispetto al campo vettoriale grad(U) e positiva:

(grad(U),dU) = grad(U) - grad(U) > 0.

Cio dimostra la seconda parte dell’enunciato. m

OSSERVAZIONE 2. La combinazione della divergenza e del gradiente

fornisce il laplaciano di un campo scalare U, denotato in genere con
AU:

(16) AU = div(grad(U))

Combinando la definizione di divergenza (9) del §2 con la (4') si vede
che, in uno spazio strettamente euclideo riferito a coordinate cartesiane
ortonormali,

(17) AU Z Y et
oz=1
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11.3. La forma volume

In un qualunque spazio affine esistono due orientamenti, corrispon-
denti ai due orientamenti dello spazio vettoriale soggiacente. Se lo spazio
affine & euclideo, ad ogni orientamento corrisponde una forma volume
definita, in analogia con quanto visto per gli spazi vettoriali euclidei
tridimensionali (§11.1, Cap. I) da

(1) n=dz' ANdz® A... Adz",

essendo le (z%) coordinate cartesiane ortonormali. Nel caso strettamente
euclideo e tridimensionale si ha per definizione

(2) n=dzANdyAdz

OSSERVAZIONE 1. Se si considera un qualunque altro sistema di
coordinate (¢*), con calcolo del tutto analogo a quello svolto per gli
spazi vettoriali, si trova che

(3) n=Jdg' ANdg® Adg® = +./gdq' Adg® A dgP.
dove J & lo jacobiano corrispondente alle coordinate (gt),

oz
= E? Y —
(4) J = det( EY), E; o

e dove, nella seconda uguaglianza, posto
(5) g = det(gi;),
va scelto il segno + se le coordinate (¢*) sono concordi all’orientamento

scelto sullo spazio affine. In coordinate generiche (¢') la forma volume
ammette una rappresentazione del tipo

1 4 .
(6) n = nghij dqh/\dq’/\dqj.

dove, in conformita con le (3), le componenti 7;; sono date da

(7) Thi; = J €nij = £/9 €hij-
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OSSERVAZIONE 2. Nel caso tridimensionale la forma volume fa cor-
rispondere ad ogni terna di campi vettoriali (X,Y, Z) il campo scalare
definito, qualunque siano le coordinate scelte, da

(8) WX,Y,Z) = nui; XY Z7.

Si possono di conseguenza estendere ai campi vettoriali le operazioni
viste per i vettori nello spazio euclideo tridimensionale: in primo luogo
il prodotto vettoriale X x Y di due campi vettoriali ponendo

(9) nX,Y,Z)=XXxY - Z,

e quindi I’operazione di aggiunzione *, che mette in corrispondenza biu-
nivoca campi vettoriali con 2-forme e campi scalari con 3-forme ponendo

(10) +X(Y,Z2)=X-Y xZ, +F=Fn.

Valgono per queste operazioni proprieta analoghe a quelle viste per gli
spazi vettoriali.

OSSERVAZIONE 3. Su di uno spazio affine qualsiasi si definisce la di-
vergenza di un campo vettoriale (Oss. 7, §2). Se lo spazio & strettamente
euclideo e tridimensionale, la divergenza puo anche essere definita alla
maniera seguente:

(11) div(X) =+xd * X

Si osservi intanto che questa formula ha senso perché: *X & una 2-forma,
d * X & una 3-forma, *d * X & un campo scalare. La dimostrazione
dell’equivalenza della (11) con la definizione (9) del §2 & lasciata come
esercizio. Un campo a divergenza nulla

div(X) =0

e detto campo solenoidale o anche campo incomprimibile. Il pri-
mo termine trae origine dalla teoria dell’elettromagnetismo, il secondo
dalla meccanica dei fluidi: le trasformazioni ¢, associate al campo X
conservano il volume delle porzioni di spazio a cui sono applicate.

OSSERVAZIONE 4. L’ultima affermazione dell’osservazione prece-
dente, la cui dimostrazione esula dal programma di questo corso, richia-
ma la definizione di volume di un dominio T, sottinsieme dello spazio
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affine. Osserviamo soltanto che il volume di un dominio T nello spazio
tridimensionale & 'integrale esteso a T della forma volume 7, cioé il
numero (si vedano la (2) e la (3);)

(12) /77=/dfv/\dy/\dz:/qul/\dqz/\dqf‘,
T T D

dove D ¢ R® & I'immagine in R® del dominio 7' secondo la carta corri-
spondente alle coordinate (g*) e I'integrale a secondo membro va inteso
come integrale triplo in queste variabili. Per cui, eliminando i simboli di
prodotto esterno in accordo con le notazioni correnti, risulta

(13) /Tn—_—//dedydzz///Dqulququ..

In quanto precede & implicita 1’ipotesi che il dominio delle coordinate
(¢*) ricopra tutto T

11.4. Il rotore

In uno spazio strettamente euclideo tridimensionale si definisce il
rotore di un campo vettoriale; e il campo vettoriale

(1) rot(F) =  dF”

Si osservi che questa definizione & ben data: F’ & una 1-forma, dF”
& una 2-forma, *dF° & un campo vettoriale. In base alle definizioni
precedenti, segue che se si prende un riferimento cartesiano ortonormale
(0,¢q) = (0,1,7,k) di coordinate (2%) = (z,y, 2), allora

* oF"
(2) rot(F) = a4y 528 S
ovvero
7 7 k
(3) rot(F) = 9 9

< Flo
D
<
QD
N
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essendo (F*) = (X,Y, Z) le componenti cartesiane del campo. Si noti
che, posto ¢ = F”, la definizione (1) equivale a

(4) xrot(F') = de.

Dalle proprieta dei differenziali di 1-forme seguono dunque delle pro-
prieta del rotore. Le principali sono le seguenti (la loro dimostrazione &
lasciata come esercizio):

rot(X +Y) = rot(X) + rot(Y),

rot(a X) = arot(X) (¢ € R),
rot(UX) = Urot(X) + grad(U) x X,
rot(grad(U)) = 0,

div(rot(X)) = 0,

div(X xXY)=rot(X) - Y —rot(Y) - X.

(5)

Un campo vettoriale F si dice irrotazionale se
rot(X) = 0.

La (5)4 mostra che un campo conservativo & irrotazionale (una forma
esatta & chiusa). Viceversa, per il lemma di Poincaré, un campo & irro-
tazionale ammette potenziali locali; se il suo dominio & semplicemente
connesso allora ammette un potenziale globale.

OsSERVAZIONE 1. In molti testi il gradiente di un campo scalare,
la divergenza e il rotore di un campo vettoriale sono rispettivamente
denotati con:

grad(U) = VU,
(6) div(X)=V-X (se - &il prodotto scalare),
rot(X)=Vx X (se x & il prodotto vettoriale).

Va sottolineato il fatto che, mentre gli operatori di gradiente e divergenza
sono definibili in spazi di qualunque dimensione =, il rotore & definito
solo per n = 3.
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12. Curve e superfici nello spazio euclideo tridimensionale

Sia 4:1 — A una curva nello spazio affine (strettamente) euclideo
tridimensionale di equazioni parametriche, rispetto a generiche coordi-
nate (¢*),

(1) ¢ =7(t) (i=1,2,3;telCR).

Si supponga, per semplicita, che essa sia di classe C°, e che 'intervallo
I di definizione contenga lo zero. Sia v(t) = 4(t) il vettore tangente
(ovvero la velocita istantanea, interpretata la curva come moto), le cui
componenti, ricordiamolo, sono date dalle derivate delle funzioni para-
metriche (1):

dt
Per ogni t € I risulta definito l'integrale

. ! b dg dg
(2) s(t) = /0 |v(z)|dz = /o 9ij e dz,

ed & di conseguenza definita una funzione s: I — R:¢ — s(¢), monotona
crescente ('integrando ¢ infatti sempre non negativo), tale che

ds
dt
Questa funzione consente innanzitutto di calcolare la lunghezza della
curva nell’intervallo [t1,t;] C I: & il numero positivo o nullo

S(tg) - S(tl )

Se inoltre e sempre v(t) # 0 (cioé se, dal punto di vista cinematico, non
vi sono istanti di arresto), allora anche la funzione monotona inversa
t = t(s) e differenziabile e pud sostituire ¢ nella parametrizzazione della
curva. Il parametro s prende allora il nome di parametro euclideo o
di ascissa euclidea.

Consideriamo una rappresentazione vettoriale della curva:

(3)

= |v|.

OP =r(t).
Il vettore tangente alla curva nella parametrizzazione in t & il vettore
dr
v=—.
dt
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Il vettore tangente alla curva nella parametrizzazione in s & invece il
vettore

dr di
(4) t—?d‘;-——zi-’;’v

E un vettore unitario detto versore tangente alla curva. Il fatto che
sia unitario segue dalla (3):

dt
[t = 2= Jol = 1.

Consideriamo quindi la derivata del versore tangente ¢ rispetto al para-
metro euclideo s e poniamo

dt
(5) L_ig =Ccn
assumendo ¢ > 0 e |n| = 1. Definiamo in tal modo due grandezze:

uno scalare non negativo ¢ = ¢(s) detto curvatura della curva e un
versore n = n(s) detto versore normale principale della curva. Il
versore m & in ogni punto ortogonale alla curva, cioe al versore tangente
t, per effetto della seguente generale proprieta, valida qualunque sia la
segnatura dello spazio:

ProPosiziONE 1. Sia u(z) una funzione vettoriale derivabile nella
variabile reale 2. Se la norma di u € costante la sua derivata &€ un vettore
ortogonale:

flu(z)]] = cost. = - Z—:— =0.

Per dimostrarlo e sufficiente ricorrere alla seguente proprieta, di
dimostrazione immediata:

ProprosizIONE 2. Per la derivata di un prodotto scalare vale la
regola di Leibniz:

(u T dx dz’
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Infatti da w - u = cost. segue:

Pure di immediata dimostrazione & la proprieta seguente, valida nel
caso tridimensionale:

ProprosizIONE 3. Per la derivata di un prodotto vettoriale vale la
regola di Leibniz,

i(uxv)—f—l}fxv—l—ux—dﬁ
dz T dz dz’

Dalla (5) si nota che lo scalare ¢ misura la rapidita con cui cambia
la tangente alla curva al variare del parametro euclideo s. Se ¢ # 0 il
S0 inverso

(6) o=

prende il nome di raggio di curvatura della curva. Se t & costante,
la curvatura & nulla e il versore normale principale & indeterminato.
questo il caso in cui la traccia della curva 4 & una retta. Infatti, se
t = cost. dalla (4) segue 7(s) = st + rg, con ro = 7(0).

In ogni punto P della curva il piano individuato dalla terna (P, ¢,n)
prende il nome di piano osculatore alla curva nel punto P, e il punto
C tale che PC' = pm & detto centro di curvatura della curva nel punto
P.

Il vettore unitario
(7) b=txn

prende il nome di versore binormale. In ogni punto della curva risulta
cosi definita una terna di versori indipendenti (¢, m, b) che prende il nome
di terna fondamentale o triedro fondamentale. Siccome per la
derivazione di un prodotto vettoriale vale la regola di Leibniz, vista la
(5), si ha

db  dt dn dn

— T tX — = —_—
ds dsxn+ de txds
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Quindi la derivata di b & ortogonale a t. Ma essa & anche ortogonale a b,
per la Prop. 1. E dunque necessariamente parallela a . Si pone allora:

db
(8) P

Lo scalare 7 = 7(s) cosi definito prende il nome di torsione della curva.
La torsione da la misura di quanto la curva si scosti da una curva piana
(una curva piana & una curva la cui immagine appartiene ad un piano
immerso nello spazio affine). Si veda a questo proposito I’Esercizio 3,
piu avanti.

Le formule precedenti (5) e (8) esprimono la derivata rispetto al
parametro euclideo s dei versori t e b. La derivata di n & invece data
dalla formula seguente, la quale, si noti, non fa comparire nuove entita
scalari:

dn
(9) E_—ct——rb

Infatti da n = b x t segue:

dn _ db dt

E;_E;Xt+bx -CE-TnXt—{»cbxn.

Le formule (5), (8) e (9) sono nel loro complesso chiamate formule di
Frenet (Jean Frédéric Frenet, 1816-1900).

OssERVAZIONE 1. Le grandezze scalari e vettoriali che abbiamo qui
sopra introdotto sono intrinsecamente legate alla curva v, non dipendono
cioé dalla sua rappresentazione parametrica (salvo 'orientamento, cioé
il verso con cui si fa crescere ’ascissa euclidea) e riflettono quindi delle
sue proprieta puramente geometriche.

EsErcizio 1. Dimostrare che una circonferenza di raggio R ha

curvatura costante pari a %{5.

Esercizio 2. Calcolare la curvatura e la torsione di un’elica di
raggio R e passo p. Ricordiamo che ’elica & una curva ottenuta dalla
composizione di un moto circolare uniforme e da un moto rettilineo
uniforme in direzione ortogonale al piano del moto circolare; il passo e



182 Capitolo I1 §12

la distanza tra due punti che si corrispondono dopo un giro completo
nel moto circolare.

Esercizio 3. Dimostrare che una curva & piana se e solo se la sua
torsione & ovunque nulla. Suggerimento: la condizione 7 = 0 equivale
(si veda la (8)) a b = cost., e questa implica b+ r = cost.; di qui far
seguire che il moto & piano. Viceversa, se la curva sta su di un piano,
sia il versore tangente che il versore normale principale sono tangenti
al piano, e quindi b & ortogonale a questo, dunque & costante; per cui
T =0.

Consideriamo ora, nello spazio affine euclideo tridimensionale, una
superficie regolare () di rappresentazione parametrica vettoriale

(10) OP =r(q¢',q%.

Denotiamo al solito con

s

dq
1 vettori tangenti alla superficie corrispondenti a questa parametrizzazio-
ne (d’ora in poi gli indici latini assumono i valori (1,2)). Ricordiamo che
essi sono indipendenti in ogni punto della superficie e generano pertanto
i piani tangenti.

Sia Tp() lo spazio vettoriale dei vettori tangenti alla superficie Q in
un suo punto P e T'Q) Pinsieme di tutti i vettori tangenti alla superficie
Q. Denotiamo con T'Q x¢g TQ 'insieme delle coppie di vettori tangenti
nel medesimo punto di Q. La restrizione del tensore metrico g alle coppie
di vettori di quest’insieme, definisce una forma bilineare simmetrica A
sui vettori tangenti alla superficie:

(11) A:TQ xQTQ — R:(u,v) = u - v.

Essa & detta prima forma fondamentale della superficie. Poiché per
questi vettori si ha u - v = u' v/ E; - E;, quindi

(11) u-v:Aijuivj,
posto
(12) Aij = E; - E;,
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si puo scrivere

(13) A= A;dg ®dg?

Le componenti (A;;) della prima forma fondamentale formano una ma-
trice simmetrica 2 X 2 detta matrice metrica superficiale. Nei testi
classici esse sono denotate con (F, F,G). Si pone cioé:

Ay =E, Ap=An=F Ay =4_G.

In ogni punto di una superficie regolare ) & possibile definire due
versori ortogonali a (J, uno opposto all’altro. Se & possibile estendere
questi versori a tutta la superficie in modo da ottenere due campi vetto-
riali (differenziabili) distinti, si dice che la superficie & orientabile. Se
la superficie () & definita da un’equazione F(z,y,2) = 0 con F campo
scalare differenziabile senza punti critici su @) (cioé dF # 0 nei punti di
@), allora un campo di versori normali & per il teorema del gradiente
dato da

(14) _ grad(F)
|grad(F)|

Se invece la superficie & data attraverso una rappresentazione parame-

trica del tipo (10) possiamo considerare il campo dei versori ortogonali

definito da

15 _ E] XE2
(15) _|E1XE2|.

I campi vettoriali tangenti (E;) sono funzioni delle coordinate su-
perficiali (¢*). Consideriamone le derivate parziali e decomponiamole
secondo il piano tangente e la direzione ortogonale alla superficie:

Risultano definiti due sistemi di funzioni, (I‘?j) e (B;j), entrambi sim-
metrici negli indici in basso,

(17) Iy =T} B;; = By,

Jv



184 Capitolo II §12

perché 0;E; = 0;0;7 = 0;0;7 = 0;E;. Le funzioni (FZ) prendono il
nome di simboli di Christoffel di seconda specie associati alle coor-
dinate (¢°). Le funzioni (B;;) possono interpretarsi come componenti di
una forma bilineare simmetrica sui vettori tangenti alla superficie

(18) B = Bi; d¢' ® d¢’

detta seconda forma fondamentale o tensore di curvatura della
superficie. Nei testi classici esse sono denotate con (L, M, N). Si pone
cioe

By1 =L, Bz =By =M, By =N.

OssERVAZIONE 2. [ simboli di Christoffel possono calcolarsi diret-
tamente dai coefficienti (A;;) della prima forma fondamentale attraverso
la formula

(19) Tl = AT,

dove (A"*) & la matrice inversa della matrice metrica (Aij) e dove le
funzioni (T';;1), dette simboli di Christoffel di prima specie, sono
definite da

(20) Tijk = 5 (0:iAjx + 0;Agi — Ok Asj)

DO | b

Per riconoscerlo basta moltiplicare (16) scalarmente per Ej, tenuto con-
to che Ey « N = 0, e procedere formalmente come nell’Oss. 2 del §11.1
(ora il Tuolo di tensore metrico & svolto dalle (4;;)).

OSSERVAZIONE 3. Se si moltiplica la (16) scalarmente per il versore
N si ottiene una definizione esplicita delle componenti della seconda
forma fondamentale:

(21) Bij = 32'E]' . N = —-8,-N . Ej

Come si vede da quest’ultima espressione, le (B;;) forniscono una misu-
ra del variare del versore normale alla superficie e quindi la curvatura
della superficie stessa. Per rendere pilt precisa quest’idea si consideri
una curva tracciata sulla superficie, con parametro euclideo s. Il versore
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t tangente alla curva é ovviamente tangente alla superficie, quindi espri-
mibile come combinazione lineare dei vettori (E;): t = t' E;. Lungo la
curva tutte queste grandezze possono pensarsi funzioni di s attraverso i
parametri superficiali (¢*), per cui si ha successivamente:

dt  dtf JdE; i i dg?
ds—-ti—;Ez+t ds _E;E'—Ft ds 0; B

Sicché, moltiplicando scalarmente per N, si trova:

dt’ -
= .N=tyE; N,
- OE;-N

vale a dire, tenuto conto della (5) e della (21),

(22) B(t,t)=cn-N

Questa formula fornisce una definizione intrinseca della seconda forma
fondamentale.

OSSERVAZIONE 4. Poiché la prima forma fondamentale A svolge
il ruolo di tensore metrico sulla superficie ed & definita positiva, si &
condotti a considerare gli autovalori (A1, Ay) della seconda forma B, che
sono ovunque reali, per quanto visto al Capitolo I, §9. Essi sono le radici
dell’equazione caratteristica

det(B,-j - .’L‘AU) =0

e prendono il nome di curvature principali. Le corrispondenti auto-
direzioni (cioé i sottospazi tangenti di dimensione 1 generati dagli auto-
vettori) sono dette direzioni principali di curvatura. Dove Ay # A,
esse sono univocamente determinate e ortogonali fra loro. Nei punti in
cui A\; = Ay esse sono indeterminate. Questi punti si dicono punti om-
belicali della superficie. Una curva sulla superficie, tangente in ogni
punto ad una direzione principale di curvatura, prende il nome di linea
di curvatura. I punti di una superficie in cui entrambe le curvature
principali sono positive o negative si dicono punti ellittici, quelli in cui
hanno segno diverso punti iperbolici, quelli in cui una soltanto € nulla
punti parabolici. Le quantita

1 ,
(23) H = 5()\1 + )\2), K = X Ag,
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sono dette rispettivamente curvatura media e curvatura totale (o
curvatura gaussiana). Si noti che esse sono degli invarianti associati
alla seconda forma fondamentale:

(24) H = %11(3), K = L(B).

Lo studio della prima e della seconda forma fondamentale di una su-
perficie & argomento dei corsi di Geometria Differenziale. Per sotto-
linearne I'importanza, osserviamo quanto segue. Immaginiamo una su-
perficie nello spazio affine tridimensionale euclideo materializzata in una
membrana sottile flessibile ma inestendibile (realizzata per esempio con
carta). Le proprietd metriche delle figure che possono tracciarsi su ta-
le foglio e che prescindono da relazioni con lo spazio ambiente esterno
fanno parte della cosiddetta geometria interna della superficie. Tali
proprieta sono tutte determinate dalla prima forma quadratica fonda-
mentale A dunque, assegnato un qualunque sistema di coordinate sulla
superficie, dalle sue componenti (4;;) e da tutte le sue derivate parziali
rispetto a queste coordinate (quindi dai simboli di Christoffel, etc. ).
D’altra parte, la geometria esterna della superficie, che tiene conto
del modo con cui la membrana & immersa nello spazio ambiente, dipende
anche dalla seconda forma fondamentale B. E tuttavia sorprendente il
fatto che la curvatura gaussiana, pur essendo definita come invariante
della seconda forma fondamentale, dipende solo dalla geometria inter-
na della superficie cioé dalla prima forma fondamentale. Questa pro-
prieta, scoperta da Gauss (theorema egregium, Karl Friedrich Gauss,
1777-1855), mostra che due superfici applicabili una sull’altra (con sole
flessioni e senza ”stiramenti”) hanno nei punti corrispondenti la stes-
sa curvatura totale. In particolare, posto che, come subito si verifica,
un piano immerso nello spazio affine ha la seconda forma fondamentale
quindi anche la curvatura gaussiana identicamente nulla, si trova che:
una superficie & localmente sviluppabile in un piano se e solo se K = 0.

Esgrcizio 4. Mostrare, calcolandola, che un cilindro e un cono
hanno curvatura gaussiana nulla.

EsErcizio 5. Mostrare che per una sfera di raggio R si ha B =4 A
(quindi le due curvature principali coincidono entrambe con - tuttl i
punti sono ombelicali).

OssSERVAZIONE 5. La forma aggiunta o = *IN del versore normale
fornisce I’elemento d’area della superficie. Infatti per ogni coppia
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(w,v) di vettori tangenti alla superficie il numero

(25) o(u,v)=n(N,u,v)=N- -uxv

fornisce il volume del parallelepipedo individuato dai vettori (N, u,v)
e quindi, essendo N unitario e ortogonale ai vettori (u,v), I’area del
parallelogramma individuato da questi. Le componenti dell’elemento
d’area o rispetto a coordinate generiche (¢*) si possono calcolare ponen-
do nella (25) (u,v) = (E;, E;) e tenendo conto di quanto si & visto al
§11.1 del Cap. I. Si trova che

(26) 0i; =n(N,E,E;) = +VAe;;
dove
(27) A= det(Aij)

e g;; e il simbolo di Levi-Civita a due indici:
c12=1, enn=-1, e11=0, €22=0,

con il segno + se la scelta dell’ordine delle coordinate e del versore
ortogonale alla superficie N sono tali da rendere la base (N, Eq, E;)
concorde all’orientamento scelto nello spazio. In tal caso risulta:

(28) o= %0’”’ dg' Adg? = VAdg' A dg?.

Si puo di conseguenza definire come area di un dominio 7' C @ il
numero

(29) /TU=/D\/quldq2,

dove D C R? ¢ il dominio immagine di T secondo le coordinate (g*).

Per dimostrare direttamente la (26) si osserva innanzitutto che I’a-
rea del parallelogramma (E, E;) &, in valore assoluto, il modulo del
vettore £ x E,. D’altra parte &

]El X Eg[ = \/:Z
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Infatti:

|E1 % Es|| = (E1 X E3) - (Ey x Ey)
= (E; x Es) X E, - E,
= (Ey - Ey Ey— E, - E, Ey) - E,
= A1 Agy — (App)?
= det(4;;).

Pertanto, assunta la (15) come definizione del versore N, risulta

o0(E1,E;) =N - E; x E; = VA,

13. Baricentro di un sistema di masse

I concetti trattati in questo paragrafo sono puramente affini, sus-
sistono cioé in uno spazio affine qualsiasi, senza struttura euclidea. La
teoria del baricentro trova comunque notevole applicazione nel caso dello
spazio affine euclideo tridimensionale, a cui quindi ci riferiamo.

DEFINIZIONE 1. Un sistema di masse o di punti materiali &
un insieme finito

M={(P,m,);v=1,...,N}
costituito da N coppie (P,,m,) dove P, & un punto dello spazio affine
A ed m, & un numero positivo detto massa del punto P,. Ogni coppia

(P,,m,) si dice punto materiale.

DEFINIZIONE 2. Dicesi baricentro (o anche centro di massa) di
un sistema di masse M il punto G € A definito dall’equazione

N
(1) > m,GP, =0 (Zzz),
v v v=1

ovvero da

(2) 0G = % Zm,,OP,,, m:Zmu

v
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dove O & un qualsiasi punto di riferimento ed m ¢ la massa totale del
sistema.

Osserviamo innanzitutto che la definizione {2) non dipende dalla
scelta del punto O. Infattti se P & un altro punto:

PG = PO+0G =PO +~ S m,0P,
m

v

1 1
= — v (P P)=— v PP,.
m;m(O—FO ) mzu:m

La (2) definisce G in maniera univoca. Ponendo O = G nella (2) si trova
la (1). Viceversa, con la decomposizione GP, = GO+O0P, = OP,-0G
dalla (1) si ricavala (2). Le definizioni (1) e (2) sono dunque equivalenti.

Sia (z%) un qualunque sistema di coordinate cartesiane. Se deno-
tiamo con (z&) le coordinate del punto P, e con (z&) le coordinate del
baricentro, dalla (2) segue che

. 1
(3) T = ~ Zm,,:l:ff
14
Il baricentro di un sistema di masse gode delle seguenti proprieta.

ProPOSIZIONE 1. Proprieta di appartenenza: se tutti i pun-
ti materiali stanno in un semispazio delimitato da un piano allora il
baricentro gilace in quel semispazio.

Dimostrazione. Basta considerare un riferimento cartesiano per il
quale il piano ha per esempio equazione z! = 0 ed i punti sono tutti
situati nel semispazio z! > 0. Dalla (3) segue necessariamente z¢; > 0 e
il baricentro sta nello stesso semispazio. m

Poiché un piano puo essere inteso come intersezione di due semispazi
si ha subito che:

COROLLARIO 1. Se i punti materiali appartengono tutti ad un piano
(o ad una retta) anche il baricentro appartiene a quel piano (a quella

retta).

Un altro immediato corollario e il seguente:
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COROLLARIO 2. Se i punti sono contenuti in un dominio chiuso
convesso allora anche il baricentro & contenuto in quel dominio.

Infatti un tale dominio & I'intersezione di semispazi.

ProrosizioNE 2. Proprieta di partizione o distributiva: se
il sistema di masse M & l’unione di due sistemi di masse disgiunti M’
e M" allora il baricentro G di M coincide col baricentro del sistema
{(G",m'),(G",m")} costituito dai baricentri di M’ e M", dotati delle
rispettive masse totali.

Dimostrazione. Si consideri il sistema suddiviso in due sottosistemi
disgiunti M' = {(P,,m,); v/ =1,... ,N'} e M" = {(P,u,mu); V"' =
N’ +1...,N}. Dalla definizione (2) segue

m' OG' = Z my OP,., m"”" 0G" = Z My O Py .

V"

Dunque:

m' OG" +m" 0G" = Zm,, OP, =mOG. "

5i osservi che la proprieta distributiva vale pit in generale per una
qualunque partizione del sistema, in pit di due sottosistemi disgiunti.

DEeriNizIONE 3. Un piano I C A si dice piano di simmetria
materiale coniugato alla direzione u (u & un vettore non nullo,
eventualmente unitario) se per ogni coppia (P,,m, ) del sistema di masse
esiste una coppia (F,,m,) tale che: (i) m, = m,, (ii) P, P, & parallelo
a u, (iil) il punto medio di P, P, appartiene a II. Non si esclude che sia
P, = Pp e II.

PrOPOSIZIONE 3. Proprieta di simmetria: se esiste un piano di
simmetria materiale allora il baricentro appartiene a questo piano.

Dimostrazione. Basta applicare la proprietd distributiva e poi il
Corollario 1 al sistema, considerato come unione del sistema, dei punti
che stanno sul piano II di simmetria e delle coppie dei punti materiali
simmetrici, il cui baricentro giace su II. =

La nozione di baricentro, insieme a tutte le proprieta viste per il caso
di un sistema finito di punti materiali, si estende al caso di un sistema
materiale continuo. Un tale sistema ¢ definito da una coppia (M, u)
dove M & un dominio di dimensione k e p una k-forma su M, detta
densita di massa, tale che abbia senso considerare I'integrale

(4) 7n=/;m

detto massa totale del sistema, nonché U'integrale
(5) 0G = 2 / OP

= /] Ofm
che e la scrittura sintetica delle equazioni

1
::—-/:cau.
m Jm

In particolare, nel caso dello spazio tridimensionale euclideo, se k = 3 si
puo porre

(6) z

QR

p=pmn,
dove i e la forma volume (pensata ristretta al dominio tridimensionale

M); siamo nel caso di un solido materiale. Se £k = 2 ed M & una
superficie regolare orientabile, si pu¢ porre

p=po,

dove o ¢ I’elemento d’area; abbiamo allora una superficie materiale.
Infine, nel caso di una curva materiale, k£ = 1, si puo porre

p = pds,

dove s & un’ascissa euclidea. In tutti questi casi viene evidenziata una
funzione reale u: M — R, che chiamiano densita scalare di massa,
e che, nella maggior parte dei casi, si richiede essere non negativa. Se
questa & costante si dice che il sistema materiale ¢ omogeneo. Tutti
questi concettl possono essere rigorosamente definiti nell’ambito della
Teoria della misura e della Teoria dell’integrazione delle forme. Per
I’'uso che ne faremo nel nostro corso, basta osservare che nel caso di un
dominio tridimensionale, I'integrale (4) diventa ’integrale triplo

m:/// J pdgt dg® dg®,
D
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dove D C R? & il dominio di integrazione relativo alle coordinate (¢") e
J &lo jacobiano corrispondente a queste; il prodotto Ju & rappresentato
da una funzione nelle stesse coordinate. Se le coordinate scelte sono
cartesiane ortonormali, allora si ha pit semplicemente

m = /// pdzdydz.
D

Gli integrali (6) diventano a loro volta:

Tg = —7-11— /// Jpz®dgt dg® dg.
D

Scritture analoghe valgono per le superfici materiali e le curve materiali.
Per i sistemi omogenei, dove la densita di massa & costante, le formule
ottenute continuano a valere sostituendovi y = 1 e intendendo la massa
totale m uguale al volume, o all’area, o alla lunghezza del dominio.
Sussitono a questo proposito i seguenti classici teoremi di Guldino
(Paul Guldin, 1577-1643):

ProOPOSIZIONE 4. 1l volume del solido generato da un dominio piano
ruotato intorno ad una retta del suo piano che non lo interseca, & uguale
al prodotto dell’area del dominio per la lunghezza della circonferenza
descritta dal suo baricentro.

ProPosiziONE 5. L’area della superficie generata da un arco di
curva piana ruotata intorno ad una retta del suo piano, & uguale al
prodotto della lunghezza dell’arco per quella della circonferenza descritta
dal suo baricentro.

Dimostrazione. Si consideri un sistema di coordinate cartesiane
ortonormali tale che 1’asse z sia asse di rotazione e il dominio piano stia
sul piano (z,z). Allora la coordinata z del suo baricentro &

rg = i—//l)xd:rdz,

essendo A la sua area. D’altra parte il volume V del solido di rotazione
¢ la somma, cioé 'integrale, dei volumi elementari degli anelli ottenuti
facendo ruotare elementi del dominio, vale a dire:

V:// 2rxdzdz.
D

Quindi: V = 27 z5 A. In maniera analoga si dimostra il secondo teore-
ma di Guldino. =
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14. Tensore d’inerzia di un sistema di masse

Nello spazio affine euclideo tridimensionale (A, E, 4, g) sia dato un
sistema di masse M = {(P,,m,); v=1,...,N}.

DEFINIZIONE 1. Chiamiamo tensore d’inerzia del sistema M nel
punto O € A I’endomorfismo Ip € End(E) definito da

(1) Io(v)=) m, (0P, xv)x OP,

Per la formula del doppio prodotto vettoriale la definizione (1) e-
quivale a

(1) Io(v) = Z m, (|OP,|*v ~ OP, - vOP,).

14

Facendo variare il punto O nello spazio affine si ottiene un campo
tensoriale di tipo (1,1)

I:A—- AXTHE): 0~ Ip.

al cui studio & dedicato questo paragrafo. Com’é noto dalla Fisica e come
si vedra pill avanti, esso trova notevoli applicazioni nella meccanica dei

sistemi materiali.
Dalla definizione (1) segue, per la proprieta di scambio del prodotto

misto,

Io(v)-u= Z m,(OP, X v) « (OP, X u),

v

quindi che il tensore d’inerzia I & simmetrico:
Io(v)-u=1Ip(u)- .

Denotiamo ancora con lo stesso simbolo, com’é consuetudine, la forma
bilineare simmetrica associata. Poniamo cioé

(3) Io(v,u) = Ip(v) - u.



194 Capitolo I1 | §14

Denotiamo invece con Ip la forma quadratica associata a Iy, detta
forma d’inerzia nel punto O, definita da

(4) Io(v) = Io(v) -v=)_ m,|OP, x v|*

OSSERVAZIONE 1. Segue immediatamente dalla definizione (1) che il
tensore d’inerzia Io (e quindi anche la forma d’inerzia I ) sono ”funzioni
additive” di sistemi materiali, vale a dire: se M' e M" sono due sistemi
materiali disgiunti e Ity e I, sono i rispettivi tensori d’inerzia, allora
Io = I + I &l tensore d’inerzia del sistema M = M'U M".

DEFINIZIONE 2. Chiamiamo momento d’inerzia rispetto ad una
retta @ C A il numero I, positivo o nullo, dato dalla somma. dei prodotti
delle masse m, per le distanze al quadrato dalla retta a dei rispettivi
punti P,:

(5) " =%"m, (d(a, P,))"

14

Questa definizione, anch’essa assai importante per le applicazioni,
e strettamente connessa alle precedenti. Infatti, per le proprieta del
prodotto vettoriale,

(d(a, P,))* = |OP, x u)?,

dove u & un versore della retta a ed O un suo qualunque punto. Quindi
dalla (4) segue

(6) I* = Ip(u), YO € a, wuversoredia

Vediamo ora come varia il tensore d’inerzia I, quindi anche la
forma d’inerzia I, al variare del punto O. Le formule seguenti, che
chiamiamo formule di trasposizione, consentono di calcolare I e Io
in un qualunque punto O € A quando siano noti nel baricentro G del
sistema materiale:

Io(v) =Ig(v)+m(0G xv) x 0G,

(7) . )
o(v) = Ig(v)+ m|0G x v
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essendo m la massa totale. Si ha infatti successivamente:

Io(v) =) m,(OP,xv)xOP,

14

=3 m,((0G +GP,) x v) x (0G + GP,)

v

=m(0G xv)x 0G +(0G xv)x > m,GP,+

+ ((Z m, GP,) X v) x OG+ > m, (GP, x v) x GP,
=m(0G xv) X 0OG + I(v),

ricordato che, per definizione di baricentro, & 35 m,GP, = 0. La
seconda della (7) segue immediatamente dalla prima. Immediata conse-
guenza delle formule di trasposizione ¢ il seguente teorema di Huygens
(Christiaan Hygens, 1629-1695) sui momenti d’inerzia:

PrROPOSIZIONE 1. Sia a una retta e sia g la retta parallela ad a
passante per il baricentro G di un sistema di masse M, allora

(8) I* = 19 + m (d(a, 9))’

dove m & la massa totale e d(a, g) & la distanza delle due rette.

Dimostrazione. Si consideri la definizione (6) e si applichi la seconda
delle (7):

I° = Ip(u) = Ig(u) + m|0G X ul* = I? + m (d(a,g))*. =

COROLLARIO 1. Al variare della retta a in un fascio di rette paral-
lele, il momento d’inerzia I* € minimo quando a passa per il baricentro.

Studiamo il comportamento del tensore e della forma d’inerzia in un
punto O al variare del vettore v. Osserviamo innanzitutto dalla (4) che
Io(v) > 0. Si ha Ip(v) = 0 se v = 0 oppure se O P, ¢ parallelo a v per
ogni punto P,. In quest’ultimo caso tutti i punti del sistema materiale
si trovano su di una retta passante per O e parallela a v. Chiamiamo
questo caso caso degenere. Se il sistema si riduce al punto O il tensore
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d’inerzia in O & identicamente nullo. In conclusione: la forma d’inerzia
Io é definita positiva, al di fuori del caso degenere in cui & semi-definita
positiva.

Di conseguenza, richiamate le propriet3 degli endomorfismi simme-
trici in spazi strettamente euclidei, possiamo affermare che: il tenso-
re d’inerzia Io ammette tre autovalori realj (I, I3, I;) detti momenti
principali d’inerzia relativi al punto O. Nel caso non degenere sono
tutti e tre positivi, nel caso degenere uno di essi & nullo e gli altri due
sono uguali fra loro (per ragioni di simmetria, come sard chiarito fra
poco). Le autodirezioni di I, tra loro ortogonali, determinano tre ret-
te passanti per O, (a1,ay,a3) dette assi principali d’inerzia relativi
al punto O. Questi assi sono univocamente determinati se e solo se }
momenti principali d’inerzia sono tutti distinti. I momenti principali
d’inerzia e gli assi principali d’inerzia relativi al baricentro si chiamano
rispettivamente momenti centrali d’inerzia e assi centrali d’iner-
zia.

OSSERVAZIONE 2. I momenti principali d’inerzia (11,13, I3) in un
punto O sono i momenti d’inerzia relativi ai rispettivi assi principali
(a1, az,as3). Infatti, se per esempio ©y & un autovettore unitario associato
all’autovalore I, da Io(uy) = I uy segue Io(uy) = Io(uy)-uy =
[1 uy * Uy = [].

Come vedremo tra poco, la conoscenza degli assi principali d’iner-
zia € importante perché consente notevoli semplificazioni nel calcolo dei
momenti d’inerzia. La loro determinazione & facilitata dalla seguente
importante proprieta di simmetria:

PROPOSIZIONE 2. Se II & un piano di simmetria materiale or-
togonale del sistema materiale M (cioé se & un piano di simmetria
coniugato ad un versore ortogonale u), allora qualunque sia O € II la
retta per O ortogonale a II & asse principale d’inerzia in O.

Dimostrazione. Si prenda un versore u ortogonale al piano II e
si considerino due punti materiali simmetrici: (P1,mq) e (Py,my). Per
definizione di simmetria materiale ortogonale si ha m; = my, PP, pa-
rallelo ad u, e il punto medio di P, P, appartiene a II: allora, qualunque
sia O € 11, si ha |OPy| = |OPy| e OP, - u = —OP; - u. Per il sistema
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materiale costituito da questi due soli punti si ha di conseguenza:

Il

ma ('OP][Z’U, - OPl U OPl) + mo (!O'P2|2’LL—~ 0P2 U OPz)
my (2 |OP|*u+ OP; - u Png)
my (2|OP | £ 0P - u |PiPy|)u

= [u.

Io('u)

Cid mostra che u & autovettore di Ip. Invece per un sistema costituito da
un solo punto materiale ( P, m) posto su I, si ha semplicemente Io(u) =
m|OP|?u, perché OP - u = 0. Anche in questo caso u & autov.ettore.
Cio basta a dimostrare il teorema in virtu della proprieta additiva del
tensore d’inerzia (Oss. 1). m

T . -

Poiché gli assi principali d’inerzia sono fra loro ortogonali, 1’enun-
ciato del teorema pud continuare con: ... e gli altri due assi principali
d’inerzia giacciono su II.

La dimostrazione del seguente corollario, assai utile nelle applica-
zioni, e lasciata come esercizio.

COROLLARIO 2. Se un sistema materiale M ammette due piani
di simmetria materiale ortogonale fra loro ortogonali, allora per ogni
punto della retta intersezione gli assi principali d’inerzia sono la rett@
intersezione stessa e le due rette ortogonali giacenti sui due piani. Se i
due piani di simmetria ortogonale non sono fra loro ortogonali, all9ra la.x
retta intersezione & asse principale d’inerzia per ogni suo punto, gli altri
due assi principali sono a questa ortogonali ma indeterminati ed i due
momenti d’inerzia corrispondenti sono uguali.

Veniamo infine al calcolo delle componenti del tensore d’inerzia. Si
considerino un riferimento ortonormale di origine il punto O, (O,cf,l) =
(0,1,7,k) e le corrispondenti coordinate (2*) = (z,y,z). Denotiamo
con (z%) = (2,,¥., 2,) le coordinate del punto P,. Tenuto cgnto dellza
definizione (1') e del fatto che OP, = 2%¢cq e |OP|? = Y ooy(25)%,

posto
IQI@ = IO(Ca) . Cﬁ,
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st ottiene:

—~
2
Q

i

Doy (=52 + (a5+2)2)
(9) Y

Lp=-Y malaf  (a#p)

Nei testi classici la matrice simmetrica (Iap) delle componenti della for-
ma d’inerzia, detta matrice d’inerzia, & denotata con

A -C" -pB
(Iog)=|-C" B -4 [,
-B" —-A" (C

cosicché le (9) diventano:

A= Zm,,(y,z, + 22), A = Zm,, Yo 20,
(10) B=) m/(+3l), B =%mza,

C = Zm,,(wi + 32), C'= Zm,, T, Y.

OSSERVAZIONE 3. Se gli assi coordinati sono assi principali d’inerzia

per il punto O, allora la matrice metrica si deve diagonalizzare, quindi
necessariamente

A=B=C=0

e (A, B,C) sono i momenti principali d’inerzia.

. OSSERVAZIONE 4. Dalle prime tre equazioni (10) si traggono le
disuguaglianze

A+ B>C, B+C > A, C+A>B.
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La matrice d’inerzia consente il calcolo del momento d’inerzia ri-
spetto ad una qualunque retta ¢ passante per O. Infatti dalla (6) e (4)
s trae

(11) I* = Iygu®uP,

dove si sono denotati con () le componenti di un versore u della retta
a. Queste componenti sono anche dette coseni direttori della retta a e
sono classicamente denotati con (a, 3,7). Cosicché in notazioni classiche
la (11) diventa:

(12) I* = Ad® + BB* + Cy* — 2(A'By + B'ya + C'af).

Se gli assi sono assi principali d’inerzia allora si ha piu semplicemente:

(13) I* = Aa® 4+ BB® + Cv?

OSSERVAZIONE 5. L’ellissoide d’inerzia. Si consideri la quadrica @
di centro O definita dalle equazioni

(14) Ipz®af =1,
ovvero dalle equazioni (se gli assi sono principali d’inerzia):
(15) Az? + By + C2% = 1.

Siccome la forma d’inerzia & definita positiva, almeno nel caso non de-
genere, questa quadrica & un ellissoide, detto ellissoide d’inerzia nel
punto O, ed i suoi assi sono gli assi principali d’inerzia. Nel caso degene-
re, dove tutti i punti sono distribuiti su di una retta passante per O, la
quadrica @ definita dalla (15) & un cilindro retto circolare avente come
asse la retta; infatti uno dei due momenti principali, quello relativo alla
retta materiale, si annulla e gli altri due sono uguali (si veda il Corollario
2 oppure si guardino le (10)). In ogni caso, dal confronto della (14) con
la (11) si osserva che se P? ¢ il punto d’intersezione della quadrica ¢
con la retta a passante per O, essendo z* = |0 P*| u®, risulta:

(16) 0P| = \71[——;
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OSSERVAZIONE 6. Sistemi materiali piani. Si consideri un sistema
materiale piano: tutti i punti materiali giacciono su di un piano II.
Questo piano & ovviamente piano di simmetria materiale ortogonale e
quindi vale ’enunciato del Teorema 2. Se C & il momento principale
d’inerzia rispetto all’asse ortogonale al piano passante per un suo qua-
lunque punto O (che diventa asse z) allora

(17) C=A+B

Per riconoscerlo basta utilizzare le formule (10), tenendo conto che z, =
0.

OSSERVAZIONE 7. Sistemi materiali continui. Le definizioni di ten-

sore d’inerzia rispetto ad un punto e di momento d’inerzia rispetto ad

. una retta sono estendibili a un sistema continuo di masse, secondo quan-

to gia osservato per il baricentro. Valgono le stesse proprieta viste per

il caso di un sistema finito di punti. Per esempio, la definizione (1) per
un sistema continuo tridimensionale (M, un) diventa

(18) Io(’v):/M,u(rxv)xrn,

dove r & il vettore posizione rispetto ad O del generico punto P del
sistema continuo, 7 & la forma volume, u & la densitd di massa. Cosi le
(10) si trasformano in integrali tripli:

(19

)
A=/// pJ (y* +2%)dg' dg* dg®, A'=/// pJyzdg' dg? dg?,
D D
B:///#J(Z2+$2)dqldq2dq3, B':/// pdzzdg' dg* dg®,
D D
C:///uf(z2+y2)dqldq2dq3, C'=/// pdzydg dg? dg®,
D D

dove D C R? & il dominio di integrazione nelle coordinate (¢), e dove
la densita p, lo jacobiano J e le coordinate cartesiane (z,y, z) devono
essere espresse in funzione delle variabili (¢*). Formule analoghe valgono
per sistemi bidimensionali e unidimensionali.

15. Sistemi di vettori applicati
DEFINIZIONE 1. Sia S = {(P,,v,); v =1,...,N} un sistema di

vettori applicati nello spazio affine euclideo tridimensionale. Diciamo
risultante del sistema § il vettore

(1) R:Zv,,

momento risultante rispetto al punto o polo O il vettore

(2) Mo =) 0P, xv,

Il momento OP X v di un singolo vettore applicato (P, v) &, per le
proprietd del prodotto vettoriale, un vettore ortogonale al piano indivi-
duato dai vettori OP e v, di modulo uguale al prodotto del modulo di
v per la distanza del polo O dalla retta di applicazione di (P, v), cioe
della retta passante per P e parallela a v.

Facendo variare il polo nello spazio affine si ottiene un campo vet-

toriale
MA—- AX E:P— Mp.

La seguente formula di trasposizione dei momenti consente di cal-
colare il momento risultante nel polo P, noto il suo valore in un polo O
e il risultante R:

(3) [Mp=Mo+RxOP

Per dimostrarla basta considerare la decomposizione OP, = OP 4+ PP,
nella definizione (2). Dalla (3) si deducono le proprieta seguenti:

(4) Mo=Mp <= RparalleloaOP,
(5) Monp,VO,PE.A < R=0,

(6) Mo-R=Mp-R.
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La proprieta (4) mostra che il momento risultante non varia spostando
il polo lungo una retta parallela al risultante R. La (5) mostra che il
momento risultante non dipende dalla scelta del polo se e solo se il risul-
tante € nullo. La (6) mostra che la componente del momento risultante
rispetto al risultante & invariante rispetto alla scelta del polo. L’anda-
mento del campo vettoriale M, nel caso in cui R # 0 & ulteriormente
chiarito dalla seguente

PROPOSIZIONE 1. Dato un sistema di vettori applicati con R # 0,
esiste un luogo di punti ¢ C A tale che per ogni A € a il momento
risultante M 4 & parallelo ad R. Questo luogo & una retta parallela ad
R, detta asse centrale del sistema.

Dimostrazione. 1l luogo di punti a cercato & caratterizzato dall’e-
quazione

Msx R=0.

Per la formula di trasposizione My=Mo+Rx0A,da questa si trae
I’equazione

(7) MoxR+ (RxOA)xR=0

nel vettore OA, dove il punto O ed i vettori R e M sono noti. Se
quest’equazione & soddisfatta da un punto A essa & soddisfatta anche
per tutti i punti A’ = A + kR che stanno sulla retta, per A parallela ad
R:

MoxR+(RxOA’)xR:MoxR+(RxOA)xR:O.

Dunque il luogo cercato & costituito da rette parallele a R. Per dimo-
strare che esso si riduce ad una sola retta, si consideri il piano per O
contenente 4 e perpendicolare a R. Qui sopra ’equazione (7), svilup-
pato il doppio prodotto vettoriale ed essendo OA .- R — 0, si riduce
a

Rx Mo —|R[*04 = 0.

Quest’equazione definisce un solo punto A, intersezione del luogo cercato
col piano. m

Riscriviamo la formula di trasposizione dei moment; prendendo co-
me punto di riferimento un punto A dell’asse centrale:

(8) Mp=M,+Rx AP.

Si osserva allora che il generico momento risultante M p é somma di
un vettore M 4 parallelo ad R, cioé all’asse .centrale.a, e di un erttore
R x AP ortogonale ad R il cui modulo cresce in maniera proporzmna.l.e
alla distanza del polo P dall’asse centrale. La Fig. 15.1 rappresen’ta il
variare di M p al variare di P su di una semiretta ortogonfmle all’asse
centrale a. Per rappresentare ’andamento del campo M in tutto lo
spazio occorre ruotare tale figura intorno all’asse centrale e traslarla

lungo questo.

R x AP

Fig. 15.1

Poiché i vettori M 4 ed R sono paralleli, dalla (8) si trae
M2% = M% + (R x AP)%.

R . ,
Quest’uguaglianza dimostra la seguente proprieta caratteristica dell’asse
centrale-(che potrebbe essere assunta come definizione):

PRrOPOSIZIONE 2. L’asse centrale ¢ il luogo dei punti in cui il mo-
mento risultante ha minima intensita.

OssERVAZIONE 1. Due sistemi di vettori appli.cati.S e S’ si'dlcon(?
equivalenti se i corrispondenti momenti risultan'tl com.adon‘o in ogni
punto: M = M’'. Per questo occorre e basta che i d}le sistemi abbiano
lo stesso risultante e lo stesso momento risultante rispetto ad un polo

prefissato:
S~S = R=R', Mo = My,
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CINEMATICA DEL PUNTO
E DEL CORPO RIGIDO

La cinematica studia il moto dej corpi indipendentemente dalle cau-
se che lo provocano e dalle leggi fisiche che lo governano. E quindi un
ramo della meccanica avente carattere puramente descrittivo, che utiliz-
za un linguaggio e dei modelli matematici atti a rappresentaz"e lo spazio
{I'SICO. ed i corpi che in esso si muovono. La scelta dj questi modelli non
e unica.

II modello classico dello spazio fisico osservato da un riferimento é
lo spazio affine tridimensionale euclideo. E un modello immediatamente
accettabile dal nostro intuito. Quando osserviamo lo spazio che ci cir-
Cf)nd.a, anche a estreme distanze, presupponiamo sempre la scelta di un
n'femmento, per esempio la nostra aula di lezione, il treno su cui viag-
giamo, la Terra, un sistema di tre assi uscenti dal Sole e diretti verso
’t’re stel]e. ﬁsse, (.EtC. . In ogni caso identifichiamo un riferimento con un
corpo rigido” ideale, invadente tutto Puniverso, o almeno quella parte
di universo in cui si evolve il sistema il cui moto vogliamo descrivere e
studiare. Ebbene, questo ”corpo rigido” & modellato nello spazio affine
euclideo.

. Noi concepiamo I'idea dell’esistenza di pit riferimenti, ma la scelta
ricade su di uno solamente. La scelta di un riferimento & a livello pu-
ramente cinematico, una questione di pura convenienza de’scrittiva, Noi
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concepiamo anche !'idea che due riferimenti debbano essere considera-
ti distinti se i corrispondenti ”corpi rigidi” sono in moto 'uno rispetto
all’altro. Cosi, negli esempi sopra citati, la nostra aula e la Terra costi-
tuiscono un medesimo riferimento, anche se la loro estensione, e quindi
la scala dei fenomeni a cui li rapportiamo, é ben diversa. Si pone co-
munque il problema di stabilire i legami che intercorrono tra gli enti
cinematici associati ad un medesimo moto ma relativi a due diversi rife-
rimenti. A questo problema é dedicato un paragrafo di questo capitolo,
ma su di esso si ritornera in capitoli successivi.

Il concetto di moto é strettamente connesso non solo con quello di
spazio ma anche con quello di tempo. Dobbiamo quindi anche scegliere
un modello per il tempo. In questo capitolo il ruolo del tempo é ridotto
a quello di parametro o di variabile indipendente. Si vedra nei capitoli
successivi come invece il concetto di tempo possa assumere un ruolo
diverso, fondendosi con quello di spazio per costituire un unica struttura
assoluta: lo "spazio-tempo”.

Occorre infine scegliere un modello per il corpo o i corpi il cui moto
si vuole studiare. Il modello fondamentale, ed anche il pitt semplice, é
quello di ”punto”. Il moto di un punto é rappresentato da una curva nello
spazio affine tridimensionale euclideo. Questo modello é accettabile solo
se ’estensione del corpo ¢ del tutto trascurabile rispetto all’estensione
del suo moto e alle altre grandezze significative che intervengono nel
fenomeno studiato. Un secondo modello fondamentale e quello di "corpo
rigido”: esso & adottato per quei corpi estesi le cui particelle matengono
sensibilemente invariate, durante il moto, le mutue distanze.

1 . Cinematica del punto

Il moto di un punto & rappresentato da una curva y: [ — A:t —
v(t) nello spazio affine tridimensionale euclideo A. Il parametro ¢ & il
tempo, lintervallo reale di definizione I rappresenta l’estensione tem-
porale del moto. Ad ogni istante ¢ € I corrisponde un punto ¥(t) € A
che rappresenta la posizione occupata dal corpo in quell’istante, punto
che denotiamo anche con P(t). Come si & gia visto al §5 del Cap. II,
scelto un punto O di riferimento, il moto di un punto & descritto da una
rappresentazione vettoriale

(1) OP = (1),
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la quale, s?elto un rlf.erlmento affine (0, ¢,), si traduce in equazioni
parametriche cartesiane

2 - 2 =7%(t) (a=1,2,3).

Noi supporremo che queste funzioni siano di classe C? almeno. Da questa
rapprezsentazmne, con due derivate temporali successive, si ricavano la
velocita e ’accelerazione del punto

) dr dv
(3) _dr _dv
Ta YT

che sono a loro volta funzioni vettoriali di t. Le tre funzioni vettoriali
del ‘;empg (7(t),v(t),a(t)) sono gli enti cinematici fondamentali del
punto. Conveniamo di considerare i vettori v(t) e a(t) applicati
icati nel

punto P(t). : (©) =

.L’lmlflagine ¥(1) della curva v rappresentante il moto prende il no-
me di orbita o traiettoria. Nei casi pit comunil’orbita & un sottinsieme
('conne.sso) di una curva regolare dello spazio affine. Se su questa curva
si considera un’ascissa euclidea s avente origine in un punto P, (per e-
semplo'quello corrispondente a ¢ = 0), allora il moto & completamente
determinato da una funzione reale a variabile reale,

(4) s = (1)

che .prende il nome di legge oraria del moto. Orbita e legge oraria
forniscono dunque una descrizione completa del moto, scindendolo nella
sua parte puramente geometrica e nella sua parte temporale. In base
a quest:.i distinzione possiamo dare della velocita e dell’accelerazione le
seguenti rappresentazioni intrinseche:

(5) v=3s§t, a=58t+cé®n

dO\./e t e m sono il versore tangente e il versore normale principale alla
traiettoria, ¢ € la sua curvatura, e dove $ e § denotano le derivate prime

e seconde della legge oraria. Infatti (si veda il §12 del Cap. II), il versore
tangente & definito da ,

,_dr_dt
ds ds
e quindi
ds .
v=-—1t=3st.

T dt

Ricordato poi che

dt en
ds ~
si ha successivamente:
dv ds dt dt ds
=& _ %y sy 085 ey .9 .
a= = gttig =ittt g =stiesm

Da questa rappresentazione si osserva che ’accelerazione &, in ogni i-
stante ovvero in ogni punto dell’orbita, la somma di due vettori diretti

secondo la tangente all’orbita e alla normale principale,
g

(6) a; = §t, a, =cén,

che chiamiamo rispettivamente accelerazione tangente e accele-
razione normale. Di conseguenza, in ogni punto dell’orbita, ’accele-
razione appartiene al piano osculatore. Le funzioni reali § e § sono dette
rispettivamente velocita scalare e accelerazione scalare.

Alla rappresentazione vettoriale del moto (1) possiamo affiancare la
rappresentazione radiale di centro O, costituita da una coppia di
funzioni del tempo (r(t), u(t)), una reale I'altra vettoriale, tali che:

(7) r=ru, lu| =1, r>0

Pertanto, in ogni istante t, u & il versore del vettore posizione del punto
rispetto al centro O mentre r & la sua distanza da questo. Una tale
rappresentazione & valida per moti non passanti per il centro O. Se ad
un certo istante o il punto mobile passa per O, nel quale ovviamente
w risulta indeterminato, puo essere possibile e conveniente una rappre-
sentazione radiale (r(t), u(t)) estesa per continuitd a o, con la funzione
r non ristretta a valori positivi (si pensi, per esempio, al semplice caso
del moto di un punto su di una retta per O di versore, costante, u: nel-
Pattraversare O pud restare valida la rappresentazione (7) pur di lasciar
assumere ad 7 valori positivi, negativi e nulli).

Un ulteriore importante ente cinematico ¢ la velocita areale 1i-

spetto ad un punto O:

rX7v

(8) Var =

DO

E, a meno del fattore %—, il momento rispetto al punto fisso O del vettore
velocitd v pensato applicato in P.
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Vediamo ora le definizioni di alcuni tipi particolari ma fondamentali
di moti.

DEFINIZIONE 1. Moto uniforme: & un moto a velocity scalare
costante, quindi caratterizzato dalla condizione |v| = cost. ovvero § =
cost..

Non esistono istanti di arresto, a meno che non sia proprio v = 0,
nel qual caso il punto & immobile e la sua orbita si riduce ad un punto.
Al di fuori di questo caso lorbita ammette sempre il versore tangente .
Dalla (5), si vede che un moto & uniforme se e solo se la sua accelerazione
¢ sempre normale (cioé ortogonale alla traiettoria). Un esempio & il moto
circolare uniforme, gia considerato al §5 del Cap. II.

DEFINIZIONE 2. Moto rettilineo uniforme o moto inerziale: &
un moto con velocita vettoriale costante, v = cost., quindi caratterizzato
dalla condizione a = 0.

La rappresentazione vettoriale del moto & di conseguenza
(9) r=vt+rg,

dove rg ¢ la posizione del punto per ¢ = 0. L’orbita & una retta, percorsa
con velocita costante.

DEFINIZIONE 3. Moto piano: & un moto la cui orbita giace su di
un piano.

Esaminiamo la rappresentazione radiale (r(t), u(t)) nel caso di un
moto piano. Si considerino nel piano del moto coordinate polari (r,1)
centrate in un punto 0. L’angolo ¥ & detto anomalia ed r raggio. Si
consideri inoltre nello spazio un riferimento canonico (0,1, 3, k) tale che
il piano del moto coincida col piano (0,1,7), e che k sia il versore di %
(Fig. 1.1). Cid posto, la derivata rispetto al tempo del versore u di O P
risulta essere

(10) w="DkxXu

dove 9 & la derivata di ¥ rispetto al tempo, che chiamiamo velocita
angolare. Per dimostrare la (10) si pud innanzitutto osservare che

u=cosdt+sind 3.

Fig. 1.1

Derivando quest’uguaglianza rispetto al tempo si ha successivamente:

o dudd _
Y= d T

Conviene introdurre il versore trasverso

(— sind i+ cos?7)d =9k xu.

(11) T=kxu.

Allora la (10) diventa

(10" w=79T

Poiché 7 & ortogonale a u e orientato secondo ¥ crescente, risulta
(12) F=—Jdu.

Derivando due volte rispetto al tempo la rappresentazione radiale (7)
r = ru, si ottengono le espressioni della velocita e dell’accelerazione in

coordinate polari:

iu+r19‘r,
a:(i"-rﬂz)u—{-(?i‘ﬂ-l-rﬁ) T.

L
il

(13)
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La vel_ocité e ’accelerazione risultano decomposte nella somma di
d,ue vettorl,. uno parallelo al versore radiale u, la velocita radiale e
1 acce‘lerazmne radiale rispettivamente, e uno ortogonale a questo, 1
velocita trasversa e 'accelerazione trasversa: ! e

ay  TERE ew=(ord)

Virasy =7 0 T, Qirasy = (279 + 7 9) 7.
OSSERVAZIONE 1: Ricordiamo (§3, Cap. II) che i vettori del riferi-
mento (E,, Ey) associato alle coordinate polari sono dati da
E, = u, Es=rT
Le (13) possono quindi anche scriversi
v=rE,.+9 Ey,
a=(i-ri) ET+(5+§fﬁ)1%.
(?elili;l(},i’ dgn?tate con (v?) = (v",v%) e (a') = (a”",a”) le componenti
elocita e dell’accelerazione in coordinate polari, risulta
v =7, VY = 19,
a conferma della formula generale (formula (10), §5, Cap. II)

. )
=l

e, per 'accelerazione,

aT:F_TQé% 611921.9.4'?‘7:'797
T

a conferma della formula generale (formula (12), §5, Cap. II)

ai——d_v.i_ T%, oI ph i Y Y
= dt+ jhvv =4q +I‘th]ql,

essendo i simboli di i i dati
m i simboli di Christoffel non nulli dati da (formula (20), §3, Cap.

1 _ pr _ 1
T
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Dalla (7) e dalla prima delle (13) segue per la velocita areale di un
moto piano l’espressione

(15) Var = % r2dk

Essa & dunque un vettore ortogonale al piano del moto il cui modulo &
pari alla derivata rispetto al tempo della funzione A(t) data dall’area
descritta dal vettore 7(t) a partire da un istante prefissato qualsiasi. In-
fatti, considerato un qualunque istante ¢ e un incremento positivo At
del tempo, denotati con Ad e AA i corrispondenti incrementi dell’a-
nomalia e dell’area, risulta, nell’ipotesi che la funzione r sia crescente
nell’intervallo (t,t + At),

% r?(t) A9 < AA L —12- r(t + At) AY,

quindi, dividendo per At > 0,

1 ,,, A0 AA 1 , AY
- R G t —_—
2r(t)At-At"2r(+At)At
Per At — 0 si trova
(16) A=sp29
=3 .

Si osservi dalla (14)4 che l’accelerazione trasversa &, a meno di un fattore
%—, la derivata della velocitd areale scalare:

(r? 19)7':%}1'7.

=N |-

d
(17) Airasy = 'd"t‘

DEFINIZIONE 4. Moto uniformemente accelerato: & un moto
ad accelerazione costante, a = cost..

Con due integrazioni successive si ottiene:
v=atl+ vo,

(18)

1 2
r::ia,t + vo t + 7o,
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con vg ed 7o velocitd e posizione all’i
| 1stante %5. Se @ = 0 si rit i
. ' = rova il
z;of::) g;eti‘{li;r;eto 1\1n1f(t3;"11r.1e. Sesa # 0 e v & parallelo ad @ (in particolare
= o e rettilineo. Se vy non & parallelo i
v = ttilinec ad a, il moto & piano:
il piano d'el. 1poto e individuato dalla terna (Pg,vo,c;) con P, punt(;
gf)swmne n}lzla]e. La traiettoria & una parabola. Esempi,o fonda(r)n: tal
1 moto uniformemente accelerato & il moto di un grave e

D o ds
deﬁnitgzlli‘”tzulazl‘if’- NiOtO Pz'lodlco: un moto e detto periodico se &
asse temporale e i
per ogui £ € R P se esiste un numero T > 0 tale che

(19) r(t) =r(t+T).

g . .
interoekun‘ltal numer];);mste, non e unico (si osservi infatti che per ogni
, 1l numero sostituito a T rende i
itero _ ancora valida la (19
piu piccolo dei numeri positivi T i -
. : . per cui vale la (19) prende i
di perlzodo' del moto, il numero v = —;: di frequenzi I:;l ome
27v = 2F di pulsazione. e e =

2 . Moti centrali

0c 2EZI(;;{CZ()IONEJLL I(Jinlmoto si dice centrale se esiste un punto fisso
( , centro del moto, tale che 1’a i e ] i
1stante ¢ parallela al vettore O P ,: r(t). peelerasione a(() & n ogn

g

che & ’ i isti
o .perta.mto 1 eguazmne caratteristica dei moti centrali. Un’altra,
ratterizzazione dei moti centrali & la seguente -

@

per cui si ha 2v,, =7 XV = cost. se e solose r X a = 0.

Dimostrazione. Per la derivazione di un prodotto vettoriale vale la

regola di Leibniz, quindi:

—q—(rx )’-—d—r~><v+rx@—~vxv+r'xa-r><a
YT dt ~ T

E notevole il fatto che

PROPOSIZIONE 2. Un moto centrale & un moto piano.

Dimostrazione. Da OP X v = 2v,, = cost. segue che il punto P(t)
si trova sempre sul piano per O ortogonale al vettore costante v,,. ®

In particolare si ha un moto rettilineo se e solo se la velocita areale

& nulla. Infatti la condizione OP x v =0 equivale al parallelismo tra il
P e la velocitd v, e il punto si muove su di una retta

vettore posizione O
rale

passante per 0. Chiamiamo un moto di questo tipo moto cent

degenere.

Nello studio di un moto centrale & conveniente utilizzare coordinate
polari (r,9) sul piano del moto, aventi polo coincidente con il centro
del moto O. Si denota con k il versore dell’angolo 9, ortogonale a tale
piano. Dalla formula (15) del §1e dal Teorema 1, ovvero anche dalla (17)
del §1 (osservato che i moti centrali sono caratterizzati dalla condizione

Qirasy = 0), segue che

CoRrROLLARIO 1. In un moto centrale la quantita

(3) c=129

& costante (& detta costante delle aree).

OsSERVAZIONE 1. Si vede dalla (3) che in un moto centrale con
¢ # 0 le funzioni r(t) e 9(t) non si annullano mai. Dunque il punto non
passa mai per il centro del moto e per un osservatore posto nel centro
O il punto P ruota sempre nella stessa direzione, con velocita angolare
tanto pili piccola quanto pill il punto P & distante da O.

OSSERVAZIONE 2. Se di un moto centrale si conoscono la costante
delle aree ¢ # 0, ’equazione polare 7 = () della traiettoria e I’anomalia
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¥ all’istante t = 0, allora il moto e completamente determinato. Basta
infatti calcolare 'integrale (si veda la (3))

(4) )= /ﬁﬂ(x) de

Esso fornisce una funzione monotona, quindi invertibile in una funzione
Y = 9(t) che insieme all’equazione della traiettoria r = r(29) definisce
completamente il moto.

PROPOSIZIONE 3. In un moto centrale non degenere, nota la co-
stante delle aree ¢ # 0 e I’equazione della traiettoria r = r(¥), risultano
determinate in ogni punto di questa la velocita e I’accelerazione. Queste
sono date dalle formule

d 1 1 ¢ (1 d*1
5 = o e — - =
(5) v C( dﬁru_!—rT)’ “ 2 (r+d192r>u

Questo teorema mostra che in un moto centrale la velocitd e ’ac-
celerazione del punto possono dedursi da dati puramente geometrici (e-
quazione dell’orbita) e dalla costante delle aree. La seconda delle (5)
¢ chiamata formula di Binet (Jacques Binet, 1786-1856), per quanto
fosse gia nota a Isaac Newton (1642-1727); come subito si vedra, per suo
tramite e possibile dedurre la legge di gravitazione universale.

Dimostrazione. Essendo

e C
19:7'_2,
risulta:
U JRP S AL
T 2 dy - Cdw
_dr _dr cdb 1 ¢ d? 1
T R i Bt

Si sostituiscono allora queste espressioni di 9, + e # nelle rappresentazioni
(13) del §1 della velocita e dell’accelerazione in coordinate polari, tenen-
d.o conto, ?he per definizione di moto centrale, ’accelerazione trasversa
si annulla identicamente. =
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Una delle pit notevoli applicazioni della teoria dei moti centrali
si ha nella deduzione, operata da Newton, della legge di gravitazione
universale a partire dalle leggi di Keplero (Johann Kepler, 1571-1630),
di solito enunciate come segue:

I. Le orbite dei pianeti sono ellittiche e il Sole occupa uno dei fuochi.

II. Le aree descritte dal raggio vettore che va dal Sole ad un pianeta,
sono proporzionali ai tempi impiegati a descriverle.

I11. I quadrati dei tempi impiegati dai vari pianeti a percorrere le loro
orbite sono proporzionali al cubi dei semiassi maggiori.

Queste leggi furono dedotte da una enorme massa di dati astrono-
mici raccolti dal maestro di Kepler, Tycho Brahe (1546-1601). I pianeti
vengono rappresentati da punti mobili nel riferimento centrato nel So-
le, che & un punto fisso, con orientamento invariabile rispetto alle stelle
fisse.

La prima legge mostra innanzitutto che il moto di un pianeta &
piano. La seconda legge afferma che la velocita areale rispetto al Sole &
costante. Di qui segue che il moto di ogni pianeta & centrale di centro il
Sole.

La prima legge afferma che l’orbita di ogni pianeta & una ellisse.
Sappiamo che I’equazione dell’ellisse in coordinate polari centrate in uno
dei fuochi &

p
(6) " T 1t ecosd’

dove, detti (a,b) i semiassi maggiore e minore rispettivamente,
7 = —
(7) p=—

¢ il cosiddetto parametro e

(8) \/1_332<1

& Peccentricita. Essendo il moto centrale, per il Teorema 3 sappiamo
che & possibile, applicando la formula di Binet, determinare P’accelera-
zione a partire dall'orbita. Sostituendo allora I’espressione

(1 +e cosﬂ)

-
’BI’—'
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nella seconda delle (5) si ottiene semplicemente

1
(9) @=-75u,
posto
2
c
10 v =—.
(10) "

E cosi dimostrato che Paccelerazione di ogni pianeta é diretta e orientata
verso il Sole ed & inversamente proporzionale al quadrato della distanza
dal Sole. Tutto questo segue dalle prime due leggi di Keplero.

La terza legge, denotato con 7' il periodo di rivoluzione del pianeta,
afferma che la quantita

ad

T2
non dipende dal pianeta. E quindi un invariante del sistema solare. Da
questa invarianza segue 'universalita della legge (9), cioé che la costante

7 che vi compare non dipende dal pianeta. Infatti, per il significato di
velocita areale, I’area A = mab dell’orbita ellittica di un pianeta &

1 [T, c [T 1
= — dt = = dt = — .
A 2/07‘19 2/0 2cT

Quindi dall’uguaglianza

1
Tab = 3 cT,
per il coefliciente v si trae I’espressione

2 2 212 3
c 4rca*b* a a
— ‘—‘471'2

(Rl CE TR T

che per la terza legge & un numero indipendente dal pianeta.

3. Moti geodetici

Sia data una superficie regolare @ nello spazio euclideo tridimensio-
nale, rappresentata localmente dall’equazione vettoriale OP = »(q', ¢*).

e

Fig. 3.1: campo di vettori su di una curva, tangenti ad una superficie.

Su questa sia data una curva v(t) di equazioni para-xmetriche ¢ = q'(t).,

(i = 1,2). Sia inoltre assegnata una funzione vettoriale v(t) che ad ogni
=1,2). ‘

valore del parametro t associa un vettore tangente alla superficie nel

punto v(t) (Fig. 3.1). -
1l vettore derivato Dv(t), che denotiamo anche con

dv

dt’
non & piil in generale un vettore tangente alla superficie. Rappresenta;no
infatti il vettore v secondo i vettori (E;) associati alle coordinate (¢*),
posto cioé '

v=10E;,

tenuto conto delle formule del §12, Cap. II, e del fatto che'i \fett?ri (E,)
dipendono dal parametro ¢ tramite le coordinate superficiali (¢*), si ha

snccessivamente:

dv  dvt idE;
(1) _.d-t-:-gt—Ei-l-v 7
dv* R
‘:—d-i—Et"}"/UB]Ez dt
dv k4 4 i
= <—d‘t—+rji dt”>Ek+Bﬂ PTI
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La derivata di v(t) risulta pertanto decomposta nella somma di un vet-
tore ortogonale alla superficie e di un vettore tangente,

dv* dgo
(2) Diyv 3'(—(1; + Ffim—v ) E;

a cui diamo il nome di derivata intrinseca o derivata interna del
vettore tangente alla superficie v(¢). In quest’espressione intervengono
infatti solo elementi della geometria interna della superficie (le compo-

nenti v* di v, le componenti %qti del vettore tangente alla curva, i simboli
di Christoffel, che dipendono solo dalla prima forma fondamentale). Cio
significa che le componenti della derivata intrinseca, cioé le funzioni
N ‘

(3) 'C'il’ + Fl?i(_igivi’

dt Tt dt
sono invarianti rispetto a trasformazioni della superficie che conservano
la prima forma fondamentale, cioe a "flessioni” della superficie, pensata
inestendibile (come fatta di uno strato sottile di carta).

E spontaneo considerare il caso particolare, ma fondamentale, in
cui il vettore v(t) coincide proprio con il vettore 7(t) tangente alla curva
(Fig. 3.2). In tal caso la derivata del vettore v coincide con ’accelera-
zione a del moto rappresentato da, v ed essendo

i de
o odt’
la (1) diventa

dv d*qk . dgt dg’ dq' dg’
4 = — = [ —— AP Ak Shad 20
(4) 7 (dt? MRk dt)E’”LB” dt dt

Chiamiamo allora accelerazione intrinseca o interna del moto

7(?) la sola parte tangente di questo vettore, cioé la derivata intrinseca
del vettore velocita:

(3) ag) = Div

Le sue componenti sono date da

d2qk dqz dqj
6 ko 24 k24 24"
(6) U = Ty dt

ST

Fig. 3.2: campo delle velocita.

E importante osservare I’analogia tra guesta forlr{ula e que}lfa, fitells s(())(r)r;:
ponenti dell’accelerazione di un punto in uno spazio affine riferi Oeu’ana_
dinate generiche. Incontreremo ancora formule fh questo tlgoj nhSCia ;
lisi delle equazioni dinamiche di un p}lnto su di una superficie ,
pill in generale, delle equazioni.dlnamlche di Lagrange. e alla
La (4) mette anche in evidenza ghe la componendefn rmae @
superficie dell’accelerazione fa intervenire solo la secon: aP ort pone
mentale B della superficie, valutata sul vettore velocita. Posto a

(7) av) = B(v,v)N,

la (4) diventa

(8) [a =ag) + a(N)J

Vediamo ora un’importante sviluppo d.ei concetti sopra 1nt§(.)dottlll.—

Nello spazio affine euclideo tridimensionale un moto. r\em gﬁlj;)i »
niforme o inerziale & per definizione un moto la cui Yelomtal;/e. e
istantanea v & costante, ovvero un moto ad accelerazm.ne m: an :T,Zi_ale
(Def. 2, §1). La traiettoria & una retta. I.l concetto di mo ;)r]:ide fae
si puod estendere al caso di un punto mobile sopra una sup

maniera seguente:
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DEeFINIZIONE 1. 11 moto di un punto su di una superficie si dj-
ce moto geodetico o moto inerziale se Paccelerazione intrinseca &
identicamente nulla, a@) = 0, ovvero (vista la (8)) se I'accelerazione &

sempre ortogonale alla superficie, q = a(n). Chiamiamo geodetiche
della superficie le orbite dej moti geodetici.

Vista la (6), i moti geodetici sono caratterizzati dalle equazion]

d’q* . dg dg?
Y b’t‘z‘ e =0

dette equazioni delle geodetiche.

E importante osservare che queste equazioni equivalgono al sistema
di quattro equazioni differenziali

dg i

(10) dt
dv* = Tk yiys
dt — vt

nelle quattro funzionj incognite (4'(t), v*(t)). Ne consegue che i moti
geodetici sono le curve integrali di un sistema dinamico X sopra lo spa-
zio T'Q dei vettori tangenti alla superficie @. Questo spazio puo essere
interpretato come superficie di dimensione 4 immersa nello spazio T A a
6 dimensioni dei vettori applicati di tutto lo spazio affine euclideo trid;-
mensionale A, oppure come varieta differenziabile d; dimensione 4 (come
meglio si vedra in un successivo capitolo), rappresentata dalle coordina-
te (g, v7); le prime due sono coordinate sulla superficie (), le seconde
sono le componenti dei vettor] tangenti secondo queste coordinate. Al
campo X si da il nome (con abuso di linguaggio) di flusso geodetico
della superficie. A questo campo vettoriale possiamo applicare tutte le
considerazioni fatte per i sistemi dinamici in generale. In primo luogo,
in base al teorema di Cauchy, possiamo affermare che:

ProPosizionE 1. Assegnato un punto Fy della superficie Q) e un
vettore vy tangente a questa in Fo, esiste ed & unica una curva geodetica
massimale (cioé una soluzione del sistema (10) definita su dj un intervallo

temporale massimale) basata in Py e avente come vettore tangente per
t = 0 il vettore vo.

In secondo luogo possiamo considerare integrali primi delle geo-
detiche, cioé integrali primi del sistema dinamico (10). Questi sono, per
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i i i unzioni a
definizione, funzioni sullo spazio TQ) a val.ogl lrea‘xht (o a?lc(l)l)e 2121:11(1)1 -
i iali i le soluzioni del sistema , 180
valori vettoriali), costanti lungo . oo ol t50 Bms). o
i i tro caso, di funzioni del tipo , V),
odetiche. Sitratta, nel nos , doni « ’ clog
lfligsndenti dal vettore posizione r e dalla velocita v, le quali, su.bordfrlzz;x)
talr)nente alla condizione che il moto rappresentato da.una -futngloxéia ®
tia sulla superficie e che la corrispondente accelerazione intrins
sti

nulla, soddisfano alla condizione

(11) L Fr(t), (1)) = 0

Ad esempio (esempio notevole) abbiamo

& i tre a, riducendosi al solo termine
hé v & tangente alla superficie men , ‘ :
Zerc (vedila (gS)) ¢ ortogonale a questa. Pertanto la semplice funzione

(N) )

é i i i qui segue che
v?, ovvero |v|, & un integrale primo. Di qui seg
PRrOPOSIZIONE 2. I moti geodetici sono moti uniformi.

i i vista
Possiamo riesaminare questa circostanza da un altro Punto d ,
N , o
considerando la rappresentazione intrinseca dell’accelerazion

- .2
a=38t+cs° n.

2 ‘ . . . 1 a,]l

due condizioni

(12) §=0, cé’n = B(v,v)N.

<o . la

La prima di queste afferma che il moto & umforme1 (]”ur|ir—l.ds aEZO:ltI;L) Ci}_

seconda mostra in particolare che il versore normale p " aﬁa e

va & parallelo (cioé uguale o opposto)\al versore norma. e

Osservato che 'uniformita del moto & un fatto puramen! © cinematico,

tre la condizione n = £ N & puramente geometrlc.a;, si d olase
g:leel;te proprieta caratteristica delle geodetiche, proprieta che puo

assunta come definizione:
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PROPOSIZIONE 3. Una geodetica & una curva tale che in ogni suo
punto il versore normale principale & ortogonale alla superficie.

OSSERVAZIONE 1. Interpretazione variazionale delle geodetiche. Le
geodetiche di una superficie sono caratterizzate da una notevole pro-
prieta geometrica la cui trattazione rientra nel’ambito del calcolo delle
variazioni. Non disponendo per ora di questa teoria, possiamo ricorrere
ad una affermazione di carattere intuitivo: Je geodetiche sono le curve
a lunghezza stazionaria. Si vuol dire che se si fissano due punti qua-
lunque della superficie, tra tutte le curve tracciate su questa e aventi
1 due punti come estremi, le geodetiche sono quelle di lunghezza sta-
zionaria (in particolare, minima) rispetto a curve prossime. Gli esempi
seguenti chiariranno questo concetto (si osservera anche che di geode-
tiche congiungenti due punti prefissati ne possono esistere piu di una,
anche infinite). Una semplice interpretazione fisica di questa definizione
e la seguente: se un filo flessibile e inestendibile (o anche elastico) & teso
su di una superficie liscia, esso traccia su di questa una geodetica.

OSSERVAZIONE 2. Interpretazione dinamica delle geodetiche. Anti-
cipiamo alcune considerazioni di carattere dinamico che saranno riprese
nel capitolo seguente. Si consideri un punto mobile sopra una superficie
fissa. L’equazione dinamica del moto & ma = F,+ F,, dove m & la
massa, F'; é il vettore rappresentante la forza attjva agente sul punto ed
F, & la forza reattiva o reazione vincolare esercitata dalla, superficie sul
punto. Si dice che la superficie & liscia se la reazione vincolare & sem-
pre ortogonale a questa. Si dice inoltre che il punto si muove di moto
spontaneo se la forza attiva & nulla, cioé se il punto & soggetto alla sola,
reazione vincolare. In questo caso ’equazione del moto diventa sempli-
cemente ma = F,. Se la superficie ¢ liscia, segue da questa equazione
che I'accelerazione & sempre ortogonale alla superficie, cioé che la sua
accelerazione intrinseca & sempre nulla. Pertanto: il moto spontaneo di
un punto su di una superficie liscia & un moto geodetico.

EseMP10 1. Superfici sviluppabili. Sono superfici la cui curvatura
totale & nulla. La loro geometria interna &, localmente, quella del piano
euclideo. Consideriamo, per esempio, un cilindro (nel senso ordinario del
termine, cioé un cilindro, retto a sezione circolare, indefinito). Se lo si
taglia lungo una sua direttrice, esso risulta sviluppabile in una striscia del
piano, compresa tra due rette parallele. Un punto di una delle due rette
viene identificato con il punto ortogonalmente opposto sull’altra retta.
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Poiché le geodetiche del piano sono le rette, le geodetiche del cilindro
sono rappresentate, nello sviluppo, o da rette parallele alle rette limite
della striscia, o da segmenti di rette trasversi alla striscia fra loro paralleli
ed equidistanti. Pertanto, sul cilindro, esse danno luogo a delle eliche
(Fig. 3.3), eventualmente degeneri, cioé direttrici o circonferenze. Due
punti distinti, non giacenti su di una circonferenza, sono congiungibili

da infinite geodetiche.

SN
N
<3

e :

[

AN

Fig. 3.3: le geodetiche del cilindro.

Un cono & invece sviluppabile in una parte di piano compresa fra
due semirette, a e a', uscenti da un punto V' (vertice). Un punto P € a
¢ identificato col punto P’ € a’ equidistante da V. Un caso particolare
di geodetica e fornito dalle semirette uscenti da V': sono le direttrici del
cono. Se vogliamo invece altre geodetiche, cominciamo col tracciare una
semiretta a partire da un punto A € a, interna allo sviluppo del cono.
Preso il punto A’ € o’ corrispondente all’estremo A € a, proseguialrr.lo l’a
geodetica con una semiretta che parte da A’ con lo stesso angolo fil inci-
denza che la semiretta precedente ha in A, ma in senso opposto rispetto
al vertice V, come indicato in Fig. 3.4. Analogamente si procede sulle
eventuali altre intersezioni di queste semirette con le semirette limite.
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Fig. 3.4: le geodetiche del cono.

Esercizio 1. Quante intersezioni avra una geodetica del cono (non
direttrice) con se stessa? Si studi come varia questo numero al variare
dell’angolo di apertura del cono. Si applichi il risultato ottenuto per
risolvere il seguente problema di statica: ad un anello di filo flessibile e
sottile viene attaccato un peso puntiforme, ’anello viene quindi posto
su di un cono circolare retto liscio, ad asse verticale. Per quali aperture
del cono I’anello si sfila?

EseMPIO 2. La sfera. Sia O il centro di una sfera e sia » = OP il
vettore posizione di un generico punto P di questa. Osserviamo subito
che la funzione (vettoriale) » X v & un integrale primo delle geodetiche.
Infatti, derivando questo prodotto e imponendo la condizione a = a(ny,
caratteristica delle geodetiche, si trova

d
E;(rxv):vxv-}—rxa:rxa(m:o,

perché a(y) e parallelo ad IN ed i vettori (7, N) sono paralleli. Allora,
lungo una geodetica della sfera, il vettore K = » X v & costante ( si

noti che tale vettore non puo essere nullo). Questo implica che il vettore
posizione r & sempre ortogonale ad un vettore costante K. Dunque il

vettore r descrive necessariamente una circonferenza di raggio massimo,
intersezione della sfera col piano passante per il suo centro O e ortogonale
a K. La stessa proprietd pud dimostrarsi, in via pitt breve, utilizzando
quanto gil noto per i moti centrali. Infatti la condizione a = a(y, sulla
sfera implica che I'accelerazione & sempre diretta verso il suo centro: i
moti geodetici della sfera sono dunque moti centrali di centro il centro
della sfera. Siccome i moti centrali sono piani e contengono il centro del
moto, si conclude che le orbite sono circonferenze massime.

Fig. 3.5: le geodetiche della sfera.

EseEMPIO 3. Superfici di rotazione. Si consideri una superficie re-
golare di rotazione intorno ad un asse di versore w. Sia O un punto
qualunque di questo asse e sia 7 = OP il vettore di posizione di un
generico punto P della superficie. Ebbene: la funzione u X 7 - v é un
integrale primo delle geodetiche. Infatti, derivando questo prodotto mi-
sto, e imponendo la condizione a = a(y), caratteristica delle geodetiche,
si ha successivamente:

%(uxr-v):uxv-v+uXr-a:uXr~a(N):O,

perché a(y) & parallelo a N ed i vettori (u,r, N) sono complanari. Os-
serviamo ora che il vettore u X r & tangente al parallelo passante per P e
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ha modulo pari alla distanza p del punto P dall’asse di rotazione. Sicché,
detto ¥ I’angolo formato tra questo e il vettore velocitd v, ed osservato
che quest’ultimo per i moti geodetici ha modulo costante, dall’integrale
primo delle geodetiche u X 7 - v = cost. deduciamo che: per ogni curva
geodetica su di una superficie di rotazione si ha

p cos? = cost.,

dove p é la distanza dall’asse di rotazione e 9 & I’angolo formato con il

parallelo. Questo & il teorema di Clairaut (Alexis Claude Clairaut,
1713-1765).

Fig. 3.6: le geodetiche di una superficie di rotazione.

ESERCIZIO 2. Si consideri il teorema di Clairaut nei casi sopra,
considerati (sono tutte superfici di rotazione). Nel caso del cilindro si
riconosce immediatamente che le geodetiche sono delle eliche, perché
Y = cost.. Nel caso del cono si vede che una geodetica, allontanandosi
dal vertice, tende asintoticamente ad essere perpendicolare ai paralleli,
perché crescendo p, cos? deve tendere a zero.
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4. Cinematica del corpo rigido

Un corpo rigido ¢ un insieme di punti mobili che durante il mo-
to mantengono inalterate le mutue distanze. Nell’analisi cinematica di
un corpo rigido si prescinde inizialmente dalla sua forma, in particolare
dal fatto che esso sia costituito da un numero finito o infinito di punti.
Il moto di un corpo rigido prende il nome di moto rigido. Un corpo
rigido pud essere rappresentato, in maniera essenziale, da una quaterna
di punti (@, P, P2, P3), vertici di un tetraedro non degenere, le cui di-
stanze sono costanti nel tempo. Noto il moto di questo tetraedro, & ben
determinato il moto di ogni altro punto ad esso rigidamente collegato
(cioé avente da questo distanza costante), detto punto solidale. La
scelta del tetraedro rappresentante il corpo rigido, per quanto in prin-
cipio del tutto arbitraria, pud essere in alcuni casi dettata da ragioni
di opportunitd (per esempio, nel caso in cui un punto solidale al cor-
po sia fisso, conviene sceglierlo come uno dei vertici del tetraedro). In
genere si sceglie una quaterna di punti tali che i vettori uq, = QF,,
con o = 1,2,3, siano unitari e fra loro mutuamente ortogonali. Pensa-
ti applicati nel punto @, essi costituiscono un riferimento canonico
solidale, o, come si usa dire brevemente, una terna solidale. Noto il
moto del punto @ e la dipendenza dal tempo dei versori u4, noto cioe il
moto di una terna solidale, risulta completamente determinato il moto
di un qualunque punto solidale P, avendosi

(1) P(t) = Q(1) + 2* ua(),

dovele (z%) sono le coordinate, costanti, del punto P rispetto alla terna
solidale. La dipendenza dal tempo dei versori (u,) deve essere compa-
tibile con il vincolo di ortonormalita, devono cioé ad ogni istante essere
verificate le uguaglianze

(2) Uy Ug = Oap (a,0=1,2,3).

Subordinatamente al vincolo (2), la (1) fornisce la rappresentazione del
pill generale moto rigido.

E perd utile considerare una rappresentazione alternativa che ha il
pregio di prescindere dalla scelta di una terna solidale. Essa & basata
sulle seguenti definizioni.

DEFINIZIONE 1. Un’endomorfismo affine su di uno spazio affine
(A, E, §) (nelle considerazioni che ora faremo non & necessario restrin-
gersi al caso tridimensionale) ¢ un’applicazione ¢: A — A tale che esiste
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un endomorfismo lineare Q: £ — E, detto soggiacente o associato a
©, per cui

5(p(A),0(B)) = Q(6(4,B)), VABeA,

ovvero, con le usuali notazioni,

(3) $(B) - ¢(4) = Q(B - A).

Si ha in particolare un automorfismo affine, detto anche trasfor-
mazione affine, se ¢ & biettiva (per la qual cosa occorre e basta che
Pendomorfismo lineare associato sia un automorfismo).

DEFINIZIONE 2. Un’isometria affine ¢ una trasformazione affine
su di uno spazio affine euclideo (A, E,b,g) conservante la distanza dei
punti,

lle(A) = (Bl = |14 - By,

quindi tale che I’endomorfismo associato Q ¢ un’isometria, cioé un e-
lemento del gruppo ortogonale su (E,g). Diciamo che un’isometria
affine ¢ propria se Q & una rotazione, cioé se det(Q) = 1.

DEeFiNI1ZIONE 3. Un moto rigido & una isometria affine propria
dipendente da un parametro reale ¢ (il tempo) variabile in un intervallo
reale I,

@t:-A - A7

a cui corrisponde una rotazione dipendente dal tempo
Q. :F - E.

La dipendenza dal tempo € supposta di classe (2 almeno, nel senso che
sara precisato nel seguito.

Ad ogni prefissato punto Py € A corrisponde il punto mobile
(4) P(t) = o Py).
Due punti siffatti mantengono invariata la loro distanza. Infatti:

1) = QI = lled Po) — 2 Qo) = 1Q4(Py — Qo)ll = |1Po = Qol|.
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Fig. 4.1: rappresentazione di un moto rigido.

Se in particolare si considera in A4 un riferimento cartesiano ortfimorinagle.a
ioé i i definito il moto di
(0,¢y), cioé una terna fissa, risulta di conseguenza

una terna solidale (@, u,) ponendo
(3) Q1) = ¢(0),  ualt) = Qyleca).

e si ricade cosi nella rappresentazione (1) (.Fig. 4.1).. o tot

Con questa generale interpretazione dl' moto I'lgldO' s1§mq condo t}
a considerare endomorfismi lineari, in pa,rtlc(.)la)r.e rota,zm.nl, dlpt?n te.n i
da un parametro. Ci limitiamo alle osservazioni seguenti, sufficienti ai

nostri scopi.

OSsSERVAZIONE 1. Endomorfismi dipendenti da un p;.lrametr(.). Su
di uno spazio vettoriale F si consideri un endomorfismo lineare dipen-
dente da un parametro reale ¢ variabile in un intervallo reale I,

A E— E, tel.

Denotiamo con .
Ay E— FE
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la derivata rispetto a t di questo endomorfismo. E ancora un endomor-
fismo definito da

(6) A(w) = Jim - (Aan(o) - A(v)).

Quest’operazione di derivazione degli endomorfismi lineari dipendenti
da un parametro e lineare e per la derivata della composizione di due
endomorfismi vale la regola di Leibniz, vale a dite (omettiamo il suffisso
t quando questo non & strettamente necessario):

(7) (¢A+bB)Y=aA+bB, (AB)=AB+ AB.

La dimostrazione della regola di Leibniz & formalmente analoga a quella
relativa al prodotto di funzioni. Applicandola per esempio al prodotto
AA™! =1 si ottiene I'uguaglianza

(8) AA™ =~ A(A7YY

valida per ogni isomorfismo A. Per gli endomorfismi in uno spazio eu-
clideo vale I'uguaglianza

(9) ATy=4a",

OSSERVAZIONE 2. Rotazioni dipendenti da un parametro. Sia
(E,g) uno spazio euclideo. Una rotazione Q, € SO(E, g) funzione di un
parametro ¢ (di classe C'! almeno) definisce un moto rigido nello spazio
vettoriale euclideo. Applicata la rotazione Q, ad un qualunque prefis-
sato vettore ug € E, si ottiene un vettore dipendente dal parametro t,
us = Q,(up). La derivata rispetto a t di questo vettore & data da

u = Q(u’o)a

quindi, essendo uy = Q' (u), da

(10) w = 2(u)
posto
(11) 2 = QQ"l
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La formula (10) consente di calcolare la derivata del vettore u; tramite
I’endomorfismo dipendente dal tempo §2;, chiamato velocita angolare.
E notevole il fatto che §2 & antisimmetrico. Se lo si interpreta come forma
bilineare, si ha infatti successivamente

N(u,u)=R(u) - u=u-u=0,

perché u ha modulo costante. Un’altra dimostrazione dell’lantisirjr_lmetria
tiene conto delle le proprietd (8) e (9) e del fatto che Q7" = Q ":

@@ T =@ =QQTy=QQy=-QQ".

Nel caso di uno spazio vettoriale tridimensionale, al tensore antisimme-
trico £2; corrisponde per aggiunzione un vettore

(12) w = *02

detto vettore velocita angolare, per cui la (10) diventa
19

OssERVAZIONE 3. Nel caso tridimensionale del vettore velocita an-
golare si pud dare un’altra definizione. Si considerino tre versori ml}tua-
mente ortogonali (u,) = (u1, u2, us) trasportati da Q, e le loro derivate
rispetto a t. Si ponga

3
1 .
(14) w::§E Uy X Uy
a=1

Si ha successivamente:
3
wXug = Z(uaxwla)xug_

a=1
3

= Z(éap 'il.a - ’él,a *Up ua)

a=1

3
(’l'l,g + Z’itﬁ * Uy ua>

a=1

N | —

PO BN =

(ug + ) = Ug,
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osservato che dalla condizione (2) segue per derivazione
Up * Uo + Up e = (Up - ug) =0,

quindi
UG * Uy = — U * Ug,

e che inoltre, essendo (u,) una terna ortonormale, per qualunque vettore

v vale I'uguaglianza
3
v = E VUG Uy
a=1

Pertanto, definito w con la (14), risulta

(15) il,ﬁ::wXUg (ﬂ=1,2,3)

a conferma della (13). Le formule (15) sono anche dette formule dj
Poisson (Siméon Denis Poisson, 1781-1840).

In queste premesse abbiamo raccolto tutti gli elementi per enunciare
e dimostrare i seguenti due teoremi fondamentali della cinematica del
corpo rigido:

TEOREMA 1. In un moto rigido le velocita vp e vg di due qualsiasi
punti P e @ solidali sono tali che ad ogni istante

(16) . 'Upﬂ@P:'UQ‘QP

Dimostrazione. Per due punti mobili vale P'uguaglianza
(QP)'=(P-Q)=vp—nvq.

Se si deriva rispetto al tempo la condizione di rigidita QP - QP = cost.
si trova la (16). m

La (16) prende il nome di prima formula fondamentale della
cinematica del corpo rigido (Fig. 4.2).

Fig. 4.2: significato geometrico della prima formula fondamentale.

TEOREMA 2. In un moto rigido, ad ogni istante ¢, esiste ed & unicc?
un vettore w(t), detto velocita angolare, tale che qua.blunque ,Esiano i
punti P e @ solidali al corpo le loro velocita vp e vg in quell’istante
sono legate dalla relazione

(17) fuP:’UQ-I-wXQP

Dimostrazione. Diamo di questo teorema due dimostrazioni. La
prima fa capo alla Definizione 3 di moto rigido, la seconda alla rappre-
sentazione (1) e alle formule di Poisson. (I) Il moto dei punti solidali e

definito da (si veda la (4))
P(t) = ¢:(Fo), Q(t) = v4(Qo)-
Derivando rispetto al tempo otteniamo:

vp—vQ = (4Pt(P0) - ‘Pt(QO))‘
= Q(Qoh)
=QQ~'(QP)
= 2(QP)
=wX QP
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(II) Derivando la (1) rispetto al tempo otteniamo:

vp —vg = %,
=% W X ugy
=wX (2%uy)
=wX QP

Il fa'tto che w sia unico & conseguenza ovvia della stessa (17): se essa
sussm?esse per un altro vettore w', sottraendo membro a membro le due
equazioni si ot.terrebbe (w-w')x QP = 0 per qualunque coppia di punti
solidali; quindi, necessariamente, w — w’ = 0. =

. La (17) prende il nome di seconda formula fondamentale della
cinematica del corpo rigido. Si noti che, moltiplicata scalarrﬁente per
Q P, la seconda formula fondamentale implica la prima.

La seconda formula fondamentale consente di calcolare, in ogni pre-
ﬁssatf) istante ¢, la velocitad di un qualunque punto solidale P, nota la
velocita angolare e la velocita di un solo punto solidale Qin queli’istante
Essa. cE)I.lsente quindi di descrivere completamente I’atto di moto rigi-.
d.o cioe il campo vettoriale delle velocita dei punti solidali in un istantet.
Si osserva che essa & formalmente analoga alla formula di trasposizione
dei momenti per un sistema di vettori applicati (§15, Cap. 1),

Mp=Mg+ RxQP,

dove il risultante R & P’analogo della velocita angolare w. Si possono
allora adattare all’atto di moto rigido tutte le osservazioni e le proprieta
del momento risultante, in particolare quelle riguardanti I’asse centrale.

Ne risulta il seguente fondamentale teorema di M FChnl; .
1730-1813): ozzi (Giulio Mozzi,

TE.ORJ?MA 3. In ogni istante ¢ in cui w # 0 esiste ed & unica una
retta a i cui punti hanno velocita parallela a w, ovvero velocitd minima.
La retta a, detta asse di Mozzi o asse di moto, & parallela a w.

(?SSF)RV/,AZIONE 3. Le velocita dei punti di una retta parallela a
w, quindi all’asse di Mozzi, sono fra loro uguali. Infatti la (17) implica
vp = vg quando () P & parallelo a w.

. OS.SERVAZIONF:‘ 4. Atti di moto particolari. La (17) mostra che
il generico atto di moto & elicoidale (si veda la Fig. 15.1 del §15
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Cap. II, relativa all’andamento del momento risultante di un sistema di
vettori applicati). Se w = 0 dalla (17) si vede che tutti i punti hanno,
nell’istante considerato, la stessa velocitd. Si € in presenza di un atto
di moto traslatorio. Se la velocita dei punti dell’asse di Mozzi & nulla
si dice che I’atto di moto & rotatorio.

OSSERVAZIONE 5. Distribuzione delle accelerazioni. Derivando la
(17) rispetto al tempo si trova la formula seguente, che fornisce ’acce-
lerazione istantanea ap di un qualunque punto solidale P, nota Pacce-
lerazione ag di un punto prefissato @, la velocita angolare w e la sua
derivata w:

a8) ap=ag+wXxQP+wx(wxQP)
ag+wx QP +w-QPw—|w QP

5. Cambiamenti di riferimento

I concetti di moto, di velocita, di accelerazione sono concetti re-
lativi: la loro definizione presuppone la scelta di un riferimento. Come
si & gia detto, scegliere un riferimento significa assumere come model-
lo dello spazio fisico, nell’ambito delle teorie classiche, lo spazio affine
tridimensionale euclideo. I punti di questo spazio affine si identificano
con delle particelle ideali costituenti un corpo rigido invadente tutto 1'u-
niverso. A ciascuna di queste particelle, immobili, quindi con mutue
distanze costanti, attribuiamo un ”"nome convenzionale”, ricorrendo a
sistemi di coordinate. Possiamo quindi descrivere il moto di un punto
esprimendo in funzione del tempo le coordinate dei punti del riferimento
via via occupati dal punto mobile. In genere, per rappresentare i punti
di un riferimento, si usano coordinate cartesiane ortonormali, associate
ad un riferimento cartesiano (0, ca).

Siano dunque: R un riferimento, (A, E, 6, g) lo spazio affine eu-
clideo tridimensionale corrispondente, (O, ¢,) un riferimento cartesiano
ortonormale rappresentante R, che chiamiamo brevemente terna fissa
(i versori ortogonali (¢4 ) si pensano applicati nel punto O). Si consideri
un corpo rigido in moto rispetto ad R. Questo corpo rigido costituisce
un secondo riferimento R'. Sia (O', ¢ ) una terna solidale a R'. Si
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consi.deri inoltre un vettore u(t) dipendente dal tempo e per questo la
doppia rappresentazione

(1) u=1u%cy =u® cy.

Dexl.otifmmo con Du la derivata rispetto al tempo del vettore u relativa
al riferimento originario R. Essa & data da

(2) Du =4 ¢,

dove 4~ d-enota la derivata della funzione reale u*(t). Stante la seconda
delle (1) si ha anche, tenuto conto delle formule di Poisson,

. 1 i
(3) Du =14 Cor + u% w X Cyry

dove w & la velocita angolare di R’ rispetto a R. D’altra parte, rispetto

ad un osservatore posto in R' i versori () sono costanti, quindi se

;l;noFlimo con D'u la derivata rispetto al tempo relativa al riferimento
, 8i ha

!

(4) D'u = 4% ¢y

Pertanto dal confronto delle (2), (3) e (4) segue ’uguaglianza

(5) IDu:D'u-{—wxul

che es_pri-me il %egame tra le derivate temporali di un vettore u rispetto ai
d‘ue. riferimenti. Si noti che per vettori solidali a R/, per i quali D'u =0
si ritrovano le formule di Poisson. ,

OssErVAZIONE 1. Dalla (5) segue in particolare

(©)

Il vettore velocita angolare ha la stessa derivata in entrambi i riferimenti

Per stabilire anche la relazione tra le derivate seconde, applichiamo
la (5) a se stessa. Otteniamo successivamente:

D*u = D(D'u+w X u)
=D'(D'utwxu)+wx (D'u+wx u)
:D'2u+Dwxu+2wxD'u+wx(wxu).
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Stante la (6) possiamo porre per comoditd w = Dw = D'w. Abbiamo
allora ottenuto la formula

(7) Diu=D"u+2wxD'ut+wXxut+wxX(wxu)

Si consideri il moto di un punto P(t). Esso puo essere osservato
dal riferimento R oppure dal riferimento R’ (Fig. 5.1). Tra il vettore
posizione = OP nel riferimento R e il vettore posizione ' = O'P nel
riferimento R’ sussiste la relazione

o

Denotiamo con

v = Dr, v =D'r
le velocita relative ai due riferimenti. Applicando ’operatore D alla (8),
vista la (5), si ottiene 'uguaglianza

(9) 'u:’vol+’v'+w><"”,

dove

Vo = D(OO,)

& la velocita del punto O’ rispetto ad R. In virth della seconda formula
fondamentale della cinematica del corpo rigido il vettore

(10) v = vo +w X O'P,

che compare a secondo membro dell’uguaglianza (9), & la velocita del
punto P pensato, nell’istante considerato, solidale al riferimento, ovvero
la velocita del punto solidale a R' che nell’istante considerato é occupato
dal punto mobile P(t). A questa velocitd si da il nome di velocita di
trascinamento. Possiamo allora enunciare il seguente

TEOREMA 1. (teorema dei moti relativi). La velocita di un
punto relativa ad un riferimento R ¢ la somma della velocita relativa
ad un altro riferimento R’ e della velocitd di trascinamento, cioe della
velocita del punto solidale a R’ istantaneamente occupato dal punto

mobile:

(11) v="1v 4
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Fig. 5.1: un moto osservato da due riferimenti.

Si consideri ora la derivata seconda dell’uguaglianza (8),
D*r = D*(00") + D*r'.
Tenuto conto della (7) applicata ad 7' si ottiene subito

(12) a=ao+a +2wxv +wXxr +wx(wxr),

dove
ap = Dvp = Dz(OO’)

¢ l'accelerazione del punto O’ rispetto a R. Per la formula (18) del
§ precedente il vettore

(13) ayr = a0 +wXr' +wx (wxr)
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che compare a secondo membro della (12) & Iaccelerazione del punto
solidale a R' che nell’istante considerato & occupato dal punto mobile
P(t). Ad esso si da il nome di accelerazione di trascinamento. Al
vettore ‘

(14) a,=2wxv

che pure compare nella (12), si da il nome di accelerazione com-
plementare o accelerazione di Coriolis (Gustave Gaspard Coriolis,
1792-1843). Possiamo allora enunciare il seguente

TEOREMA 2. (teorema di Coriolis). L’accelerazione di un punto
relativa ad un riferimento R & la somma dell’accelerazione relativa ad
un altro riferimento R', dell’accelerazione di trascinamento, cioé dell’ac-
celerazione del punto solidale a R' istantaneamente occupato dal punto
mobile, e dell’accelerazione complementare:

(15) a=a +a;+a;

Si noti bene che 1’accelerazione complementare a. si annulla iden-
ticamente quando & sempre nulla la velocita angolare: in tal caso, come
vedremo al prossimo paragrafo, il moto di R’ rispetto a R & traslatorio.
Se in pil & anche ap: = 0, cioé se il moto di R' & traslatorio rettilineo
uniforme (si veda il prossimo paragrafo), si annulla anche I’accelerazione
di trascinamento e quindi

(16) a=ada

Le accelerazioni nei due riferimenti sono dunque rappresentate dal me-
desimo vettore. Il riferimento R’ si dice allora equivalente a K.

6. Moti rigidi particolari
Esaminiamo in questo paragrafo alcuni particolari tipi di moti rigidi.

DEFINIZIONE 1. Dicesi moto traslatorio un moto rigido con ve-
locith angolare identicamente nulla: w = 0 ad ogni istante ¢.



240 Capitolo IIT §6

86 Moti rigidi particolari 241

\ Un moto & traslatorio se e solo se ogni vettore solidale al corpo
e costante; lo si deduce dalla formula (5) del §5: se D'u = 0 si ha
Iequivalenza Du=0 <= w=0.

.Un moto ¢ traslatorio se e solo se ad ogni istante le velocita di
tutti 1 punti solidali coincidono (cioé se e solo se in ogni istante 1’atto
di moto & traslatorio); lo si deduce dalla seconda formula fondamentale:
vp =vg, VP, @ solidali 4= w=0.

.Tra i moti traslatori troviamo in particolare il moto traslatorio
rettilineo, in cui ogni punto solidale si muove di moto rettilineo. e il
moto traslatorio rettilineo uniforme, in cui ogni punto solida,de si
muove di moto rettilineo uniforme.

N DEFINIZIONE 2. Dicesi moto rigido con punto fisso un moto
rigido in cui uno dei punti solidali ha sempre velocita nulla.

‘ Se O & punto fisso, quindi vo = 0, la seconda formula fondamentale
diventa

(1) vp=wXOP.

Ogni punto solidale si muove su di una sfera di centro O.

L’asse di Mozzi passa in ogni istante ¢ per il punto fisso O perché
questo ha sempre velocitd minima. Pertanto asse di Mozzi & ,la retta
parallela a w passante per O. I suoi punti hanno tutti velocitd istantanea
nulla.

‘ L’asse di Mozzi varia in genere da istante ad istante, e descrive
quindi una superficie rigata, un cono C di vertice O, detta cono fisso.
Nel corpo rigido, inteso come riferimento R’, esso descrive un secondo
cono C’, detto cono solidale o cono mobile. Entrambi i coni prendono
il nome di coni di Poinsot (Louis Poinsot, 1777-1859).

TEOREMA 1. In un moto rigido con punto fisso il cono solidale
rotola senza strisciare sul cono fisso.

, . .
Quest’enunciato, che fornisce una notevole interpretazione geome-

trica dei moti rigidi con punto fisso, richiede I’intervento della definizione
seguente.

DEFIN'IZIONE 3. Si dice che una superficie regolare rigida C’ rotola
senza strisciare su di una superficie regolare rigida fissa C (si dice
anche che il moto di C’ su C & di puro rotolamento), se in ogni istante

nei punti di contatto coincidono i piani tangenti alle due superfici e i
punti solidali a C' a contatto con C hanno velocita nulla.

Dimostrazione. In ogni istante i due coni di. Poinsot si toccano su
una direttrice (1’asse di Mozzi a quell’istante). Consideriamo una curva
non parametrizzata sul cono solidale C’ trasversa alle direttrici. Per ogni
istante ¢ risulta definito un punto di contatto P(t) che sta sulla curva. Il
punto P si muove rispetto al riferimento R’ solidale a C ' con una velocita
v' tangente a C' e non parallela all’asse di Mozzi. Siccome il punto si
muove anche sul cono fisso C, la sua velocitd v relativa al riferimento
fisso, Tispetto al quale studiamo il moto del corpo rigido, e tangente a
C. Per il teorema dei moti relativi v = v’ + v4,.. Ma in questo caso
la velocita di trascinamento ¢ la velocitd di un punto solidale che sta
sull’asse di Mozzi, quindi nulla. Dunque v = »’. Ma entrambi questi
vettori sono tangenti ai rispettivi coni e non paralleli all’asse di Mozzi.
Dunque i piani tangenti ai due coni coincidono. Inoltre, come gia si
& osservato, i punti solidali a C' che sono a contatto con C si trovano
sull’asse di Mozzi e quindi hanno velocita nulla e le condizioni di puro
rotolamento richieste dalla Def. 3 sono soddisfatte. m

DEFINIZIONE 4. Dicesi moto rigido con asse fisso un moto rigido
in cui esiste una retta solidale di punti fissi.

Tale retta & evidentemente I’asse di Mozzi. Ogni punto del corpo
rigido si muove di moto circolare intorno all’asse. Se questo & individuato
dal versore k di un riferimento ortonormale (0, , 7, k), allora la velocita
angolare & data da

(2) w=79k

dove 9 & ’angolo di rotazione, funzione del tempo, di versore k. Per
dimostrarlo possiamo per esempio ricorrere alla definizione (14) del 84,
considerata una terna solidale (u,) con k = wuz. Per quanto si & gia
visto in cinematica del punto (formula (10), §1), si ha 4, = Juy e
Uy = — Ju,. Per cui, essendo 73 = 0, si ha

19(%1XU2~%2XU1):19U3:?9143.

BN =

w = (U1Xﬁ1+u2XiL2):

N

DEFINIZIONE 5. Dicesi moto rigido piano un moto rigido in cui
un piano di punti solidali scorre cioé su di un piano fisso.
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Un tale moto & dunque, essenzialmente, il moto di un piano rigido
IT' sopra un piano fisso II. La velocitd angolare, quindi I’asse di Mozzi,
& sempre ortogonale al piano. Infatti se k & un versore ortogonale a II’,
dak=wxk=0 segue che w e sempre parallelo a k.

Per la velocita angolare di un moto rigido piano vale ancora la
formula (2), dove ¥ & I’angolo compreso tra una qualunque retta solidale
a II' e una qualunque retta fissa in II. La dimostrazione & formalmente
la stessa, scelte le terne in maniera tale che k = w3 siano ortogonali ai
piani.

Il punto intersezione C'(t) dell’asse di Mozzi a(t) con il piano fisso
Il prende il nome di centro d’istantanea rotazione. Il punto solidale
a II' che nell’istante considerato & sovrapposto a C ha velocita nulla. I
punto C descrive su Il una curva P detta polare fissa, e su II’ una
curva P’ solidale a questo, detta polare mobile. In maniera del tutta
analoga al caso del moto rigido con un punto fisso (nel caso presente
i coni di Poinsot degenerano in cilindri e le loro intersezioni coi piani
danno luogo alle polari), si prova che:

TEOREMA 2. In un moto rigido piano la polare mobile ruota senza
strisciare sulla polare fissa.

Quindi, note queste due curve, il moto rigido piano & geometrica-
mente determinato. Per determinarlo completamente occorre per esem-
pio conoscere la legge oraria del moto di C.

Per determinare il centro d’istantanea rotazione, e quindi le due
polari, si puo in molti casi utilizzare il teorema di Chasles (Michel
Chasles, 1793-1880):

TEOREMA 3. In un moto rigido piano, ad ogni istante ¢ per cui
w(t) # 0, il centro d’istantanea rotazione & D’intersezione di due rette
condotte per due punti solidali e ortogonali alle rispettive velocita.

Dimostrazione. Siano P e @ due punti solidali al corpo. Se w(t) #
0, I'atto di moto & rotatorio di centro C(t), quindi vp = w x CP e
vQ = w X CQ, e le rette CP e CQ sono rispettivamente ortogonali a
vp e vg. Se PC é parallela a QC, Vintersezione di cui all’enunciato
non esiste (”va all'infinito”). Se cosi fosse per tutti le coppie di punti
solidali, I’atto di moto sarebbe traslatorio, contro l'ipotesi w(t) # 0. m

EseMPIo 1. Si consideri il moto di un’asta rigida, cioé di un seg-
mento rigido, di lunghezza [, i cui estremi A e B sono vincolati a scorrere
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su due assi incidenti e ortogonali (assi z e y rispettivamente) (Fig. 6.2).
Si pensi al moto del piano rigidamente collegato all’asta sul piano fis-
so (O,z,y). Per determinare le polari si puo applicare il teorema di
Chasles. Le velocita dei due estremi sono necessariamente parallele ai
rispettivi assi di scorrimento. Quindi il centro di istantanea rotazione
C si trova come intersezione delle rette per A e B e ortogonali agli assi.
Per un osservatore solidale col piano fisso questo punto ha sempre di-
stanza pari a [ dall’origine O: la polare fissa P & quindi la circonferenza
di raggio [ e centro l'origine. Per un osservatore solidale all’asta invece,
il punto C sottende sempre gli estremi A e B sotto un angolo retto, e
quindi la polare mobile & la circonferenza di raggio % e centro il punto
medio dell’asta. Il moto dell’asta & dunque geometricamente equivalente
al moto di rotolamento di una circonferenza di raggio —zl,- all’interno di
una circonferenza fissa di raggio [.

y
B
0 x
Fig. 6.2
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7. Moti rigidi composti
Si consideri ora la composizione di due moti rigidi

Pt = P2t o P1t,

e la parte lineare ad essa associata:

Q.= Q2tQ1t-

Il corrispondente tensore velocita angolare &

(1) ﬂ:ﬂz'l'Qz-QlQ;l

dove 2, e £2; sono le velocita angolari dei moti componenti. Infatti:
2=QQ™"
= (Q,Q; + Q,Q.) (@ ')
=Q,Q;' +Q,Q,Q7'Q;!
=2+ Q, Q5"

Passando ai vettori aggiunti, risulta la formula

(2) w = wy + Qy(wr)

Si osservi infatti che vale la formula generale
(3) QNQ7! = Q(w), w=x0,

dove §2 & antisimmmetrico e Q & una rotazione. Questo perché una rota-
zione, conservando tutte le grandezze definite tramite il tensore metrico,
conserva, anche il prodotto vettoriale:

(4) Q(u xv) = Q(u) x Q(v).
Quindi:

QN2Q7(v) = Qwx Q71 (v)) = Q(w) x v,
da cui la (3).

La formula (2) fornisce la legge di composizione delle velocits an-
golari di due moti rigidi.
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OssERVAZIONE 1. La formula (2) puo essere reinterpretata come
legame tra le velocitd angolari di un corpo rigido in due riferimenti
diversi. Sia w la velocitd angolare di un corpo rigido R" relativa ad un
riferimento R. Sia invece w' la sua velocita angolare osservata da un
altro riferimento R'. Sia infine w;, la velocita angolare di R' rispetto
a R, che possiamo chiamare velocitd angolare di trascinamento.
Allora:

(5) w = wl + wyr

Si ha cosi il teorema della somma delle velocita angolari, analogo
al teorema dei moti relativi. Una dimostrazione diretta elementare di
questo teorema & la seguente. Per la seconda formula fondamentale di
cinematica rigida si ha, per qualunque coppia (P, Q) di punti solidali al
corpo R”,

vp-vg=wXQ@P,

v — vy =w X QP.

D’altra parte, per il teorema dei moti relativi,
{ vp :vﬁ;+'vo, + Wiy XO’P,
vQ = vy + vor +wir X 0'Q,

essendo O’ un prefissato punto solidale a R'. Sottraendo membro a
membro e tenendo conto delle uguaglianze precedenti si trova

WX QP =w X QP+ wy X QP.
Di qui la (5) per arbitrarieta di QP.

EsErcizio 1. Applicando le considerazioni precedenti, si dimostri
la formula :

(6) w = Pk + ¢k’ + 6N

che esprime la velocita angolare tramite le derivate degli angoli di Eulero.
Si puo applicare la formula (2) tenendo presente quanto detto nell’Eser-
cizio 2, §11.4, Cap. 1. Si pud anche applicare la formula (5) considerando
perd, oltre al riferimento fisso R rispetto al quale si calcolano gli angoli
di Eulero, due riferimenti intermedi: il riferimento R’ solidale alla linea
dei nodi e al versore k e il riferimento R" solidale alla linea dei nodi e
al versore k'.
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OsseErRVAZIONE 2. Un esempio notevole di composizione di moti
rigidi ¢ il moto di precessione regolare: si tratta di un moto rigido
composto di due moti rigidi con punto fisso O, il primo di velociti an-
golare costante w,, detta velocitd di rotazione propria, il secondo
di velocita angolare w,, pure costante, detta velocita di precessione.
Lo si realizza facendo ruotare un corpo rigido intorno ad un suo asse
solidale f, detto asse di figura, con velocitd angolare w,, ovviamente
parallela a f, e facendo quindi ruotare I’asse f intorno ad un asse fisso p
passante per un suo punto O, detto asse di precessione, con velocita
angolare costante w,. La velocita angolare del corpo rigido risulta essere
la somma

0

dove, in base alla (2), il vettore w, & inteso solidale al corpo. Si dice
allora, brevemente, che in un moto di precessione la velocit3, angolare &
la somma di un vettore costante nello spazio e di un vettore costante nel
corpo.

In un moto di precessione i coni di Poinsot sono rotondi. L’asse di
Mozzi a forma infatti angolo costante sia con 1’asse di precessione che con
Passe di figura (Fig. 7.1). Dunque ogni moto di precessione & realizzabile
facendo rotolare uniformemente un cono circolare retto C' su di un cono
fisso C, pure circolare retto. Una precessione si dice progressiva o
retrograda a seconda che i due vettori w, e w, formino angolo acuto
o ottuso. Nella Fig. 7.1 la precessione & progressiva. Nella Fig. 7.2 sono
raffigurati i coni di Poinsot in due moti di precessione retrograda.

Un esempio notevole di moto di precessione & quello della Terra
intorno al suo centro, rispetto alle stelle fisse. Sappiamo che la Terra
ruota intorno al suo asse polare f, con velocitd costante. Ma 1’asse
polare f non conserva rispetto alle stelle fisse direzione invariabile. Esso
infatti ruota uniformemente intorno ad un asse fisso p passante per il suo
centro e ortogonale al piano dell’eclittica (cioé della sua orbita intorno
al Sole), compiendo perd un solo giro in circa 26 mila anni! (questo
periodo prende il nome di anno platonico). Si tratta di un moto di
precessione retrograda. I coni di Poinsot si configurano come nella prima,
della due Fig. 7.2. Soltanto che, mentre il cono fisso ha un’apertura
lievemente superiore a 23°30’, il cono solidale che gli rotola all’interno
ha un’apertura di soli 8,67 millesimi di secondo circa, dovendo compiere
un giro completo intorno all’asse p dopo aver compiuto su se stesso un
numero di giri pari al numero dei giorni in un anno platonico (circa
9.400.000 giorni).

§7
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Fig. 7.2: coni di Poinsot in due moti di precessione retrograda



INDICE ANALITICO

A

Abbassamento degli indici . ......... 51
Accelerazione ................ 123-206
Accelerazione complementare ...... 239
Accelerazione di Coriolis .......... 239
Accelerazione di trascinamento .. ... 239
Accelerazione interna . ............ 218
Accelerazione intrinseca . .......... 218
Accelerazione normale ............ 207
Accelerazione radiale ............. 210
Accelerazione scalare ............. 207
Accelerazione tangente ........... 207
Accelerazione trasversa ........... 210
Aggiunzione ........ ... ... ... 73
Algebradilie ................ 13-101
Algebraesterna ................ .. 42
Algebra tensoriale ................ 35
AngolidiEuler ................. .. 81
Angolo di una rotazione ........... 80
Angolo di AULAZIONE .« . o' veenvnns 81
Angolo di precessione ............. 81
Angolo di rotazione propria ........ 81
Angolo fra vettori ................. 48
Anno platonico .......... PR 246
Anomalia ............oviii, 208
Antisimmetrizzazione .............. 38
Applicazione lineare .............. 4-5
Applicazione multilineare . ......... 4-5
Areadi un dominio .............. 187
Ascissaeuclidea ................. 178
Asse di una rotazione ............. 80
Assecentrale .................... 202
Assedifigura ................... 246
Assedimoto ............oiiinnn 234
AssediMozzi ....... ... ol 234

Asse di precessione ............ ... 246
Assi centrali d'inerzia ............ 196
Assi principali d’inerzia ........... 196
Atto di moto elicoidale ........... 234
Atto di motorigido .............. 234
Atto di moto rotatorio ............ 235
Atto di moto traslatorio .......... 235
Autodirezione ........ ... 0. 17
Automorfismo affine .............. 228
Automorfismo lineare . ............. 11
Autovalori .......ccoiiiiiiiii 18
Autovettori .......... ... . iinannn 17
B

Baricentro .......c.ceieaiiniinn.. 188

Base canonica di una forma

bilineare antisimmetrifca ...... 31
Base canonica di una f. bilin. simm. . 25
Base canonica di uno sp. euclideo ... 48

Base coniugata ...........o00nnnnn 51
Baseduale .............. oo 9
Baseordinata ................. ... 69
Base ortonormale .............. 49-69
Basereciproca .......... .. 000 51
Basiconcordi ..........ovivinnnnn 69
Basi equiorientate ................ 69
C

Calcolo differenziale esterno ....... 112
Cambiamenti di coordinate ........ 103
Campo centrale simmetrico ........ 172
Campo centrifuco ................ 173
Campo costante o uniforme ....... 172

Campo coulombiano ............. 172



Campo di forza

Campo di velocita

Campo elastico ..................
Campo incomprimibile
Campo irrotazionale

Campo newtoniano

Campo scalare

Campo solenoidale

Campo tensoriale
Campo vettoriale .................

Campo vettoriale completo

Campo vettoriale conservativo

Classe di un campo scalare
Classe di un’applicazione

Commutatore di campi vett.
Commutatore di endomorf. lineari . ..
Complemento algebrico ............
Complessificazione di uno sp. vett. ...18
Componenti cartesiane ............
Componenti contravarianti
Componenti covarianti .............
Componenti di un tensore
Componenti essenziali .............
Condizioni iniziali
Coni di Poinsot

Conservativo (campo vett.)

Coordinate polari sferiche ......... 104
Coordinate superficiali ............ 133
Corporigido .................... 227
Coseni direttori ................. 199
Costante dellearee ............... 213
Curvaintegrale .................. 137
Curva integrale massimale . ........ 139
Curva materiale ................. 191
Curva non parametrizzata ......... 122
Curva parametrizzata ............ 122
Curvatangente .................. 122
Curvatura di unacurva ........... 179
Curvatura gaussiana ............. 186
Curvaturamedia ................ 186
Curvatura totale ............ e 186
Curvature principali .............. 185
Curve coordinate ............. 106-133
D

Decomposizione spazio-temporale . .. 86
Densitd dimassa ................ 191
Densita scalare di massa .......... 191
Derivata di un campo scalare ....... 99
Derivatainterna ................. 218
Derivata intrinseca ............... 218

Determinante di un endomorfismo . .. 15

Differenziabile .................... 98
Differenziale di un campo scalare . ..111
Differenziale di una p-forma ....... 115
Direzioni principali di curvatura ... .185
Disuguaglianza di Schwarz . ...... 27-48
Disuguaglianza triangolare ......... 49
Divergenza ..................... 101
Doppio prodotto vettoriale ......... 76
E

Eccentricitd ..................... 215
Elementod’area ................. 186
Ellissoide d’inerzia ............... 186
Endomorfismo complementare . . ..22-45
Endomorfismo lineare ............. 11
Endomorfismo affine ............. 227

Endomorfismo antisimmetrico ...... 55
Endomorfismo assiale .............. 79
Endomorfismo ortogonale .......... 62
Endomorfismo simmetrico .......... 55
Endomorfismo trasposto . .......... 53
Equazione caratteristica ........... 18
Equazione del moto armonico . .. ... 151
Equazione del moto centrifugo ... .. 151

Equazione del pendolo semplice . ... 160
Equazione dell’oscillatore armonico . 151
Equazione di una superficie ........ 127
Equazioni delle geodetiche ........ 220
Equazioni parametriche di una curva 122
Equazioni parametriche di una sup. .132
Equazioni parametriche di un moto . 206
Esponenziale di un endomorfismo ... 65

F

Flusso .........ocviuiniinnn. 139
Flusso geodetico ................. 220
Fogliettamento .................. 130
Formaaggiunta .................. 73
Formabilineare .................. 22
Forma bilineare antisimmetrica ..... 24
Forma bilineare non degenere ....... 23
Forma bilineare regolare ........... 23
Forma bilineare simmetrica ......... 24
Forma bilineare trasposta .......... 24
Formachiusa ................... 117
Forma differenziale ............... 113
Forma differenziale lineare ........ 112
Forma differenziale elementare .. ... 114
Formaesatta ............ ... .... 117
Formaesterna ................ 37-113
Formalineare ................. 8-110
Forma quadratica ................. 26
Forma quadratica definita .......... 27
Forma quadratica indefinita ........ 27
Forma quadratica semi-definita ..... 27
Formavolume ................ 70-174
Formula di Binet ................ 214
Formula di Grassmann ............. 4

Formula di trasposizione dei momenti 201

Formule di Frenet ................ 181
Formule di Poisson ............... 232
Formule di trasposizione .......... 194
Frequenza ............ovvuiuennnn. 212
Fungzione inte grale ............... 152
Funzioni indipendenti ............ 130
Futuro ......... .. .o, 88
G
Genere luce (vettore del) ........... 47
Genere spazio (vettoredel) ......... 47
Genere tempo (vettore del) .........47
Geodetiche ..................... 220
Geometria esterna ............... 186
Geometria euclidea .. ............. 97
Geometria interna :.............. 186
Gradiente ........... ... 0.t 170
Gruppo di trasformazioni ad
un parametro ............... 140
Gruppo ortogonale . ............... 63
Gruppo ortogonale speciale ......... 63
I
Identita di Jacobi ............. 13-101
Immagine di un’appl. lineare ........ 5
Immersione ..................... 131
Indicatore di Levi-Civita ........ 43-70
Indici contravarianti .. ............. 33
Indici covarianti .................. 33
Innalzamento degli indici .......... 51
Insiemi di livello ............. 130-155
Integrale primo .................. 152
Integrali primi banali ............. 154
Integrali primi delle geodetiche ... .. 220
Integrali primi globali ............ 154
Integrali primilocali ............. 154
Invarianti principali ............... 16
Isometria .......... ..o i 62
Isometria affine .................. 228
Isomorfismo lineare ................ 5
Isotropo (vettore} .............. 25-48



J

Jacobiano .............. ... ..., 174
L

Laplaciano ...................... 173
Legge d'inerzia ................... 25
Legge oraria .................... 206
Leggi di Keplero ................. 215
Lemma di Poincaré-Volterra ... .... 117
Lineediflusso ................... 142
Lipschitziana (funzione) .......... 144
Longitudine ..................... 104
Lunghezzadiunacurva ........... 178
M

Massa totale .................... 189
Matrice d'inerzia ................ 198

Matrice delle componenti

di un’applic. lineare ........... 6
Matrice jacobiana . ............... 103
Matrice metrica ............... 49-166
Matrice metrica superficiale ....... 183
Matrice ortogonale ................ 63
Metrica . ............. .. ..., 47-166
Minore principale ................. 16
Modulo ......................... 47
Molteplicita algebrica ............. 18
Molteplicita geometrica ............ 18
Momenti centrali d’inerzia . ........ 196
Momenti principali d’inerzia ... .. .. 196
Momento d’inerzia ............... 194
Momento risultante .............. 201
Moto centrale ................... 212
Moto centrale degenere ........... 213
Moto circolare uniforme .......... 124
Moto di precessione regolare . .. ... . 246
Motodiungrave ................ 212
Motodiunpunto ............ 122-205
Moto geodetico .................. 220
Moto inerziale ............... 208-220
Moto periodico .................. 212
Motopiano ..................... 208

Moto rettilineo uniforme .......... 208
Motorigido ................. 227-228
Moto rigido con asse fisso ......... 241
Moto rigido con punto fisso . .. ..... 240
Moto rigido piano . ............... 241
Moto spontaneo ................. 222
Moto stazionario ................ 137
Moto traslatorio ................. 239
Moto traslatorio rettilineo . . ....... 240

Moto traslatorio rettilineo uniforme . 240

Moto uniforme .................. 208
Moto uniformemente accelerato 211
N

Norma .....ooviviiinnn .. 47
Nucleo di un’applic. lineare .......... 5
(0]

Omomorfismo lineare ............... 5
Operatore di antisimmetrizzazione . . .38
Operatore di trasposizione . ...... 50-54
Operatore ortogonale .............. 50
Orbita ...................... 122-206
Orbite di un campo vett. ......... 142
Orientamenti .................... 69
Ortocroni (vettori) ................ 87
Ortogonale (operatore) ............ 50
Oscillatore armonico ............. 155
P

Parametro ...................... 183
Parametro di una conica .......... 215
Parametro euclideo .............. 178
Parentesidi Lie ................. 101
Parte antisimmetrica di un endom. . .55

Parte antisimmetrica di una f. bilin. . 24
Parte simmetrica di un endom. ..... 55
Parte simmetrica di una f. bilin. .... 24

Passato ......................... 88
Pendolo semplice ................ 159
Periodo ........................ 212

pforma ........ ... . . 113
Piano di simmetria materiale ...... 190

Piano di simmetria mat. ortogonale .196

Piano osculatore ................. 180

Piano tangente .................. 133

Polare di un sottospazio ............ 9

Polarefissa ..................... 242

Polaremobile ................... 242

Polarizzazione .................... 26

Polinomio annichilante ............ 21

Polinomio caratteristico .. .......... 15

Polo ... 201

Potenziale .................. 117-171

Potenziale globale ................ 118
Potenzialilocali.................. 118
Precessioneregolare .............. 246
Precessione progressiva ........... 246
Precessione retrograda ............ 246
Prima forma fondamentale ........ 182
Prima formula fondamentale ....... 232
Prodotto esterno . .......... 29-39-116
Prodottomisto ................... 78
Prodotto scalare .................. 47
Prodotto scalare di campi vett. .... 166
Prodotto tensoriale ............. 22-34
Prodotto vettoriale ................ 75
Proprietaciclica .................. 78
Proprietd commutativa graduata .... 40
Proprieta di appartenenza ......... 189
Proprieta di evoluzione ........... 140
Proprieta di gruppo .. ............ 140
Proprieta di partizione ............ 190
Proprieta di scambio .............. 78
Proprieta di simmetria ........ 190-196
Proprieta distributiva ............ 190
Pseudoangolo di rotazione . ......... 93
Pulsazione ...................... 212
Punto critico di una funzione ...... 127
Punto ellittico ................... 185
Punto iperbolico ................. 185
Punto materiale ................. 188
Punto ombelicale ................ 185
Punto parabolico ................ 185

Punto regolare di una superficie 127-131

Punto singolare di un campo vett. ..142
Punto singolare di una funzione ....127
Puntosolidale ................... 227

Q

Quaternione ............ieennennn 67
R

Raggio .......ooiiiiniiiin, 208
Raggio di curvatura .............. 180
Raggio vettore ..... e 122
Rango di una matrice .............. 8
Rango di un’applic. lineare .......... 8
Rappresentazione di Cayley ........ 66
Rappresentazione esponenziale ...... 65
Rappresentazione intrinseca ....... 206
Rappresentazione quaternionale . .. .. 67
Rappresentazione radiale .......... 207

Rappresentazione vettoriale
di una curva - di un moto .122-205

Regoladi Leibniz ................ 100
Retta di applicazione ............. 201
Riferimento cartesiano ............. 95
Riferimento equivalente ........... 239
Riferimento naturale ............. 105
Riferimento naturale tangente ..... 133
Riferimento solidale .............. 227
Risultante ...................... 201
Ritrattodifase .................. 142
Rotazione ............... ... 63
Rotazione impropria .............. 63
Rotazione ortocrona ............... 92
Rotore .........c.oiiviiviiinn, 176
S

Saturazione ............oouinn.. 36
Seconda forma fondamentale ...... 184
Seconda formula fondamentale ... .. 234
Segnatura ............... .. ... 25

Segnatura di uno spazio euclideo .... 48
Simboli di Christoffel ............. 107



Simboli di Christoffel di 1.a specie .. 169
Simboli di Christoffel di 2.a specie ..184

Simbolo di Kronecker .............. 9
Simbolo di Levi-Civita .......... 43-70
Simmetria ....................... 64
Simmetria materiale ortogonale .. .. 196
Sistema autonomo ............... 138
Sistema del primo ordine .......... 138
Sistema di coordinate ............ 102
Sistema di equazioni differenziali ... 138
Sistema di masse ................ 188
Sistema dinamico ................ 110

Sistema dinamico di Lotka-Volterra . 161

Sistema di vettori applicati ........ 201
Sistema materiale continuo ........ 191
Sistema materiale omogeneo ....... 191
Sistema materiale piano ,......... 200
Sistemanormale ................. 138
Sistemi di vettori equivalenti ...... 203
Solido materiale ................. 191
Somma direttadispazi ............. 2
Sottomatrice principale ............ 16
Sottospazio affine ................. 55
Sottospazio euclideo ............... 53
Sottospazio invariante ............. 16
Sottospazio isOtropo ... ............ 53
Sottospazio non-degenere .......... 53
Spazio affine ..................... 95
Spazio affine euclideo .......... 96-165
Spaziobiduale .................... 9
Spazio ortogonale ................. 52
Spazio pseudo-euclideo ............ 48
Spazio semi-eudlideo .............. 48
Spazio strettamente euclideo ........ 48
Spazio tensoriale ................. 35
Spazio vettoriale . .................. 1
Spazio vettoriale di Minkowki ....... 85
Spazio vettoriale euclideo .......... 47
Spazio vettoriale iperbolico ......... 85
Spazio vettoriale soggiacente ........ 95
Spettro ..., 18
Superficidi livello ............ 130-155
Superfici equipotenziali ........... 173
Superficie ...................... 127

Superficie immersa, . .............. 131
Superficie materiale .............. 191
Superficie orientabile ............. 183
Superficie regolare ............... 127
T
Tensore contravariante . ............ 34
Tensore covariante ................ 34
Tensore d’inerzia ................ 193
Tensore di curvatura ............. 184
Tensore di tipo (p, q) ............. 32
Tensore metrico ............... 47-166
Tensore omogeneo ................ 34
Teorema dei moti relativi ......... 237
Teorema del gradiente ............ 173
Teorema della somma

delle velocita angolari ........ 245
Teoremadi Cauchy .............. 138
Teorema di Chasles .............. 242
Teorema di Clairaut .............. 226
Teorema di Coriolis .............. 239
Teorema di Hamilton-Cayley ....... 21
Teorema di Huygens ............. 195
Teorema di Mozzi ................ 234
Teorema di Sylvester .............. 25
Teoremi di Guldino .............. 192
Ternafissa .................. 229-235
Terna fondamentale .............. 180
Terna solidale ............... 227-235
Theorema egregium .............. 186
N 134
Torsione ....................... 181
Traccia di un endomorfismo ........ 15
Traiettoria .................. 122-2086
Trasformazione affine .......... 96-228
Trasformazione lineare ............. 11
Trasformazioni di coordinate ...... 103
Trasposta di una forma bilin. ....... 24
Trasposto endomorfismo ........... 53
Triedro fondamentale ............. 180

Vv

Valutazione tra forme e vettori ... 9-110

Velocitd ..........ccovvnn, 122-206
Velocita angolare ...... 124-208-231-233
Velocita angolare di trascinamento . . 245
Velocita areale .................. 207
Velocita di precessione ............ 246
Velocita di rotazione propria ....... 246
Velocita di trascinamento ......... 237
Velocitaradiale .................. 210
Velocita scalare .................. 207
Velocita trasversa .. .............. 210
Versore .........ocviiiniviinnnann 47
Versore binormale ............... 180
Versore diun angolo .............. 80
Versore di una rotazione ........... 80
Versore normale principale ........ 179
Versoreradiale .................. 107
Versore tangente ................. 179
Versore trasverso ......... ....107-209

Vettore aggiunto .................. 74

Vettore applicato ................. 95
Vettorecolonna ................... 7
Vettore del genereluce ............ 47
Vettore del genere spazio ........... 47
Vettore del genere tempo . ......... 47
Vettore isotropo . .............. 25-48
Vettorelibero .................... 95
Vettore posizione ................ 122
Vettoreriga .......oovvviinniinnn.. 7
Vettore tangente ad una curva ..... 122
Vettore unitario ................ 25-47
Vettori coniugati ................. 25
Vettori ortocroni ................. 87
Vettori ortogonali .............. 25-47
Volume di un dominio ............ 175



Finito di stampare nel mese di marzo 1994
nella M.S./Litografia s.r.l. di Torino
Via Mazzini, 24




