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0DWULFL

� � 0DWULFL H RSHUD]LRQL IRQGDPHQWDOL�
8QD PDWULFH �H XQD WDEHOOD UHWWDQJRODUH GL QXPHUL� FRPSRVWD GD ULJKH H GD FRORQQH� 6H
P HG Q VRQR LO QXPHUR GHOOH ULJKH H GHOOH FRORQQH ULVSHWWLYDPHQWH� DOORUD OD PDWULFH VL
GLFH GL WLSR R GLPHQVLRQH P� Q� 8QD PDWULFH VL GLFH FRPSOHVVD R UHDOH VH IRUPDWD
GD QXPHUL FRPSOHVVL R UHDOL ULVSHWWLYDPHQWH� 3HU HVHPSLR�
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�H XQD PDWULFH UHDOH �� � �� ULJKH H � FRORQQH�� 6H P  Q VL KD XQD PDWULFH TXDGUDWD
GL RUGLQH Q� 3HU HVHPSLR�
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�H XQD PDWULFH UHDOH TXDGUDWD GL RUGLQH ��
*OL HOHPHQWL GL XQD JHQHULFD PDWULFH $ VRQR UDSSUHVHQWDWL FRQ VLPEROL D GXH LQGLFL D - . �
,O SULPR LQGLFH �H LQGLFH GL ULJD� LQGLFD OD ULJD LQ FXL VL WURYD O
HOHPHQWR� LO VHFRQGR �H
LQGLFH GL FRORQQD� LQGLFD OD ULJD LQ FXL VL WURYD O
HOHPHQWR� ,Q DOWUL WHUPLQL� O
HOHPHQWR
D / 0 VL WURYD DOO
LQFURFLR GHOOD ULJD L FRQ OD FRORQQD M� 3HU HVHPSLR XQD JHQHULFD PDWULFH
�� � VL GHQRWD FRQ
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1HO FDVR GHOOD PDWULFH SDUWLFRODUH ��� DEELDPR� D 9 9  �� D 9 :  �� H FRV�� YLD� 6FULYLDPR
EUHYHPHQWH $  �D ; < � SHU LQGLFDUH FKH OD PDWULFH �H FRPSRVWD GD HOHPHQWL D ; < � 3HU
UDFFKLXGHUH OD PDWULFH� DO SRVWR GHOOH SDUHQWHVL TXDGUH > @� VL XVDQR DQFKH OH SDUHQWHVL
WRQGH � � R OH GRSSLH EDUUH N N�
8QD PDWULFH FRVWLWXLWD GD XQD VROD ULJD R GD XQD VROD FRORQQD VL GLFH YHWWRUH ULJD R
YHWWRUH FRORQQD ULVSHWWLYDPHQWH� ,Q TXHVWR FDVR VL XVDQR VLPEROL DG XQ VROR LQGLFH�
1HO FDVR GL XQ YHWWRUH ULJD� VL SX�R LQWHUSRUUH XQD YLUJROD IUD JOL HOHPHQWL�
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1HOO
DPELWR GHOOD WHRULD GHOOH PDWULFL SHU YHWWRUH LQ JHQHUH V
LQWHQGH WDFLWDPHQWH �VH
QRQ VSHFL�FDWR GLYHUVDPHQWH� XQ YHWWRUH FRORQQD�

Y  

�

�

�

�

Y r
Y s���
Y t

�

�

�

�

�

6L QRWL FKH XQD PDWULFH D P ULJKH HG Q FRORQQH SX�R SHQVDUVL IRUPDWD GD P YHWWRUL ULJD
RSSXUH GD Q YHWWRUL FRORQQD�
/H PDWULFL LQWHUYHQJRQR LQ YDUL DUJRPHQWL GL PDWHPDWLFD H VRQR XWLOL]]DWH LQ YDULH DS�
SOLFD]LRQL� 6X GL HVVH VL GH�QLVFRQR WUH RSHUD]LRQL IRQGDPHQWDOL�

u 3URGRWWR GL XQD PDWULFH SHU XQ QXPHUR� ,O SURGRWWR GL XQD PDWULFH $ SHU XQ
QXPHUR D �H OD PDWULFH GHQRWDWD FRQ D$ RWWHQXWD PROWLSOLFDQGR RJQL VXR HOHPHQWR SHU
D� L FXL HOHPHQWL VRQR TXLQGL DD v w � 3HU HVHPSLR�
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x 6RPPD GL GXH PDWULFL� �( GH�QLWD VROR IUD PDWULFL GHOOR VWHVVR WLSR� 6H $ H %
VRQR GHOOR VWHVVR WLSR P � Q� OD PDWULFH VRPPD 6  $ � % �H RWWHQXWD VRPPDQGR JOL
HOHPHQWL GHOOR VWHVVR SRVWR �GHWWL RPRORJKL�� VH $  �D y z �� %  �E { | �� 6  �V } ~ �� DOORUD
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3HU HVHPSLR
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3HU O
RSHUD]LRQH GL VRPPD IUD PDWULFL YDOJRQR OH SURSULHW�D FRPPXWDWLYD� DVVRFLDWLYD
H GLVWULEXWLYD �ULVSHWWR DOOD PROWLSOLFD]LRQH SHU XQ QXPHUR� /D PDWULFH QXOOD � GL
GLPHQVLRQH P � Q� FRVWLWXLWD GD WXWWL ]HUL� VL FRPSRUWD FRPH HOHPHQWR QHXWUR GHOOD
VRPPD GL PDWULFL GHOOR VWHVVR WLSR� $� �  $� $G RJQL PDWULFH $ FRUULVSRQGH TXLQGL
XQD PDWULFH RSSRVWD �$ WDOH FKH $���$�  �� L FXL HOHPHQWL VRQR JOL RSSRVWL �D � �
GHJOL HOHPHQWL GL $�

� 3URGRWWR GL GXH PDWULFL� 6L GHQRWD FRQ $% HG �H GH�QLWR VROR QHO FDVR LQ FXL LO
QXPHUR GHOOH FRORQQH GL $ �SULPR IDWWRUH� �H XJXDOH DO QXPHUR GHOOH ULJKH GL % �VHFRQGR
IDWWRUH�� FLR�H VH $ �H GL WLSR O �P H % �H GL WLSR P� Q� ,O ULVXOWDWR �H XQD PDWULFH 3 GL
WLSR O � Q�
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*OL HOHPHQWL GHOOD PDWULFH SURGRWWR VRQR GH�QLWL GD
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6L WUDWWD GL XQ SURGRWWR ULJKH SHU FRORQQH� O
HOHPHQWR S ¾ À �H LO SURGRWWR VFDODUH GHOOD
ULJD L GL $ �LQWHVD FRPH YHWWRUH� FRQ OD FRORQQD M GL % �LQWHVD FRPH YHWWRUH�� (QWUDPEH
KDQQR OD VWHVVD GLPHQVLRQH P� ,O SURGRWWR VFDODUH GL GXH YHWWRUL �H SHU GH�QL]LRQH
OD VRPPD GHL SURGRWWL GHJOL HOHPHQWL �RPRORJKL�� FLR�H RFFXSDQWL LO PHGHVLPR SRVWR �VL
YHGD D �QH SDUDJUDIR��
(VHPSLR �� 6LDQR SHU HVHPSLR
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/
HOHPHQWR S Á Á GHOOD PDWULFH SURGRWWR 3  $% VL RWWLHQH PROWLSOLFDQGR VFDODUPHQWH OD
SULPD ULJD GL $ FRQ OD SULPD FRORQQD GL %�

S Á Á  � � � � ���� � ���� � � � � � � � �  ���
O
HOHPHQWR S Â Ã PROWLSOLFDQGR OD SULPD ULJD FRQ OD VHFRQGD FRORQQD� H FRV�� YLD� ,O ULVXOWDWR
�H�
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,O SURGRWWR GL PDWULFL QRQ �H FRPPXWDWLYR� SHU GXH PRWLYL� SULPR SHUFK�H QRQ KD VHQVR
LQYHUWLUH O
RUGLQH GHL IDWWRUL SHU TXHVWLRQH GL GLPHQVLRQH� D PHQR FKH QRQ VLD O  Q�
VHFRQGR� SHUFK�H DQFKH LQ TXHVWR FDVR LO ULVXOWDWR GHO SURGRWWR �H LQ JHQHUH GLYHUVR� ,O
SURGRWWR �H DVVRFLDWLYR� 6L GLPRVWUD LQIDWWL FKH YDOH O
XJXDJOLDQ]D

�$%�&  $�%&� ���

6XOOH PDWULFL VL GH�QLVFRQR DOWUH LPSRUWDQWL RSHUD]LRQL� OD WUDVSRVL]LRQH� OD FRQLX�
JD]LRQH FRPSOHVVD� OD FRQLXJD]LRQH KHUPLWLDQD R DJJLXQ]LRQH�

Ä /D PDWULFH WUDVSRVWD GL XQD PDWULFH $ �H OD PDWULFH GHQRWDWD FRQ $ Å RWWHQXWD
GD $ VFDPELDQGR OH ULJKH FRQ OH FRORQQH� 4XLQGL VH $ �H GL WLSR P � Q� $ Æ �H GL WLSR
Q�P� 6H GHQRWLDPR FRQ D ÆÇ È OH FRPSRQHQWL GL $ Æ � DOORUD

D ÆÇ È  D
È Ç

���
É Ê Ë Ì Í Î Ï Ð Ñ Ð Ì Ë Ò Ò Ð Ó Ð Ì Í Ô Ñ Ð Õ Ë Î Ò Ð Ö Í Ï Ò × Ì Ð Ø Ë Ò Í Ö Ë Ò Ð Ó Ë Ù Ú Û Ü Ü Û Ù Ý Ý Þ



ß à á â ã ä ã ä å æ ç è é å ê æ ë æ

(VHPSLR�
�

�

� �� � �
� � � ��
� � � �

�

�

ì
 

�

�

�

� � ��� � �
� � �
� �� �

�

�

�

í /DPDWULFH FRPSOHVVD FRQLXJDWD GL XQD PDWULFH $ �H OD PDWULFH $ î L FXL HOHPHQWL
VRQR L FRQLXJDWL FRPSOHVVL GHJOL HOHPHQWL GL $ �OD SDUWH LPPDJLQDULD GHL VXRL HOHPHQWL
YLHQH FDPELDWD GL VHJQR�� 6H OD PDWULFH �H UHDOH� DOORUD $ î  $�

ï /D PDWULFH FRQLXJDWD KHUPLWLDQD �GDO PDWHPDWLFR IUDQFHVH &KDUOHV +HUPLWH�
���������� R DJJLXQWD� GL XQD PDWULFH $ �H OD PDWULFH FRQLXJDWD FRPSOHVVD H WUDVSRVWD
GL $ HG �H GHQRWDWD FRQ $ ð �

$ ð  $ ñ ò � D ðó ô  D ñô ó ���
6H OD PDWULFH �H UHDOH DOORUD OD VXD FRQLXJDWD KHUPLWLDQD FRLQFLGH FRQ OD VXD WUDVSRVWD�
6L GLPRVWUD FKH OD WUDVSRVWD GHOOD PDWULFH SURGRWWR GL GXH PDWULFL �H LO SURGRWWR GHOOH
PDWULFL WUDVSRVWH LQ RUGLQH LQYHUVR�

�$%� õ  % õ $ õ ���
6LFFRPH SHU OD FRQLXJD]LRQH FRPSOHVVD VL KD

�$%� ö  $ ö % ö � ���
ULVXOWD DQFKH

�$%� ÷  % ÷ $ ÷ ���

3HU TXHO FKH ULJXDUGD L YHWWRUL VL GH�QLVFRQR LQ�QH GXH SURGRWWL VFDODUL� 6LDQR GDWL
GXH YHWWRUL �FRORQQD��
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û ,O SURGRWWR VFDODUH �RUGLQDULR�� FKH GHQRWLDPR FRQ X � Y� �H GH�QLWR GD
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,O SURGRWWR VFDODUH SX�R LQWHUSUHWDUVL FRPH SURGRWWR GL PDWULFL�
X � Y  X
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4XHVWR SURGRWWR JRGH GHOOH VWHVVH SURSULHW�D GHO SURGRWWR VFDODUH WUD YHWWRUL HXFOLGHL� LQ
SDUWLFRODUH �H FRPPXWDWLYR X � Y  Y � X� FRQ XQD HFFH]LRQH� LO SURGRWWR VFDODUH GL
XQ YHWWRUH FRPSOHVVR SHU VH VWHVVR X � X SX�R QRQ HVVHUH SRVLWLYR Q�H WDQWRPHQR UHDOH�
4XHVWD FLUFRVWDQ]D OLPLWD LO VXR XVR DL VROL YHWRUL UHDOL �HVVR �H SHU�R XVDWR DQFKH SHU
YHWWRUL FRPSOHVVL� QHO SURGRWWR GL PDWULFL� FRPH VL �H GHWWR�� VROR SHU YHWWRUL UHDOL VL KD
LQIDWWL

X � X ! � �X � �� UHDOH��
3HU TXHVWR PRWLYR HVVR �H VWDWR VRVWLWXLWR GDO SURGRWWR VHJXHQWH�

0 ,O SURGRWWR �VFDODUH� KHUPLWLDQR� FKH GHQRWLDPR FRQ KX MYL� �H GH�QLWR GD
KX MYL  

1
;

2 3 4 X 52 Y 2  X 5 4 Y 4 � X 56 Y 6 � � � �� X 51 Y 1 � ����

,Q WHUPLQL GL SURGRWWR GL PDWULFL VL KD
KX M YL  X 7 Y� ����
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6L QRWL FKH SHU YHWWRUL UHDOL LO SURGRWWR KHUPLWLDQR FRLQFLGH FRQ LO SURGRWWR VFDODUH
RUGLQDULR� ,O SURGRWWR KHUPLWLDQR JRGH GHOOH VHJXHQWL SURSULHW�D�
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KX MYL  KY MXL 8K] X MYL  ] 9 KX M YLKX M ] YL  ] KX M YLKX : � X ; MYL  KX : M YL� KX ; M YLKX MXL ! � �X � ��
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6L QRWL GXQTXH FKH LO SURGRWWR KHUPLWLDQR QRQ �H FRPPXWDWLYR� D PHQR FKH HVVR QRQ
ULVXOWL XQ QXPHUR UHDOH �SHU OD ��� : ��� PD �H DQFRUD SRVLWLYR� LO SURGRWWR GL XQ YHWWRUH
QRQ QXOOR SHU VH VWHVVR �H VHPSUH XQ QXPHUR UHDOH SRVLWLYR �YHGL OD ��� < ��� ,QIDWWL�

KX MXL  
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'XH YHWWRUL VL GLFRQR RUWRJRQDOL VHFRQGR LO SURGRWWR VFDODUH R VHFRQGR LO SURGRWWR
KHUPLWLDQR VH� ULVSHWWLYDPHQWH�

X � Y  � R KX MYL  �� ����
3HU L YHWWRUL UHDOL L GXH FRQFHWWL GL RUWRJRQDOLW�D FRLQFLGRQR�
6L GLFH QRUPD R PRGXOR GL XQ YHWWRUH LO QXPHUR UHDOH SRVLWLYR

MXM  SKX MXL� ����
8Q YHWWRUH D QRUPD XJXDOH D � �H GHWWR XQLWDULR� 1HO FDVR GL XQ YHWWRUH UHDOH VL KD

MXM  SX � X�

� � 0DWULFL TXDGUDWH�
'L SDUWLFRODUH LPSRUWDQ]D VRQR OH PDWULFL TXDGUDWH� /D GLDJRQDOH SULQFLSDOH GL XQD
PDWULFH TXDGUDWD �H FRVWLWXLWD GDJOL HOHPHQWL FKH VWDQQR DOO
LQFURFLR WUD XQD ULJD H FRORQQD
GHOOR VWHVVR LQGLFH� FLR�H GDJOL HOHPHQWL GHO WLSR D c c � 8QD PDWULFH VL GLFH PDWULFH GLDJ�
RQDOH VH WXWWL L VXRL HOHPHQWL VRQR QXOOL WUDQQH TXHOOL GHOOD GLDJRQDOH SULQFLSDOH �TXLQGL
D c d  � SHU L � M�� 3HU HVHPSLR OD JHQHULFD PDWULFH GLDJRQDOH GL RUGLQH � �H

$  
�

�

D e e � �
� D f f �
� � D g g

�

� �

/D PDWULFH GLDJRQDOH GL RUGLQH Q FRPSRVWD GD WXWWL QXPHUL � �FLR�H WDOH FKH D c c  � H
D c d  � SHU L � M� VL GLFH PDWULFH XQLW�D GL RUGLQH Q �R PDWULFH LGHQWLW�D�� /D VL
GHQRWD FRQ � h R VHPSOLFHPHQWH FRQ � TXDORUD QRQ VLD QHFHVVDULR VSHFL�FDUQH O
RUGLQH�
,Q DOFXQL WHVWL �H GHQRWDWD FRQ ,� (VHPSLR�

� i  
�

�

� � �
� � �
� � �

�

�

/D PDWULFH GL RUGLQH Q FRPSRVWD GD WXWWL ]HUL VL GLFH PDWULFH QXOOD GL RUGLQH Q� /D VL
GHQRWD FRQ � j R VHPSOLFHPHQWH FRQ � TXDORUD QRQ VLD QHFHVVDULR VSHFL�FDUQH O
RUGLQH�
(VHPSLR�
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6XOO
LQVLHPH GHOOH PDWULFL TXDGUDWH GL RUGLQH Q VL GH�QLVFRQR FRPH SHU OH PDWULFL JHQHU�
LFKH OH RSHUD]LRQL GL �,� PROWLSOLFD]LRQH SHU XQ QXPHUR� �,,� VRPPD GL GXH PDWULFL� �,,,�
SURGRWWR GL GXH PDWULFL� �,9� WUDVSRVL]LRQH� 7XWWH TXHVWH RSHUD]LRQL VRQR �LQWHUQH�
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DOO
LQVLHPH� SURGXFRQR FLR�H DQFRUD XQD PDWULFH TXDGUDWD GL RUGLQH Q� &RPH VL �H JL�D
RVVHUYDWR� LO SURGRWWR �H DVVRFLDWLYR PD QRQ �H LQ JHQHUDOH FRPPXWDWLYR� $% � %$� 1HO
FDVR LQ FXL SHU�R VL DEELD $%  %$ VL GLFH FKH OH PDWULFL $ H % FRPPXWDQR�
/D PDWULFH QXOOD � VL FRPSRUWD GD HOHPHQWR QHXWUR QHOOD VRPPD GL PDWULFL GHO VXR VWHVVR
RUGLQH� YDOH D GLUH

$� �  ��$  $�
1HO SURGRWWR LQYHFH� HVVD �DQQXOOD� RJQL PDWULFH�

$�  �$  ��

/D PDWULFH XQLW�D � � VL FRPSRUWD GD HOHPHQWR QHXWUR QHO SURGRWWR GL PDWULFL GHO VXR
VWHVVR RUGLQH� YDOH D GLUH

$�  �$  $�
2VVHUYLDPR FKH QHO FDVR GL XQD PDWULFH TXDGUDWD $ OD WUDVSRVWD $ � VL RWWLHQH �UL�
YROWDQGR� OD PDWULFH DWWRUQR DOOD GLDJRQDOH SULQFLSDOH� 3HU HVHPSLR�
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/D WUDVSRVWD XQD PDWULFH GLDJRQDOH �H OD PDWULFH VWHVVD�
'DWD XQD PDWULFH TXDGUDWD $ FL VL FKLHGH VH HVLVWH XQD PDWULFH % WDOH FKH $%  ��
PDWULFH FKH SRWUHPPR FKLDPDUH LQYHUVD GHVWUD GL $� RSSXUH XQD PDWULFH % � WDOH
FKH % � $  �� PDWULFH FKH SRWUHPPR FKLDPDUH LQYHUVD VLQLVWUD GL $� (EEHQH� FRPH
YHGUHPR� QRQ WXWWH OH PDWULFL TXDGUDWH KDQQR XQ
LQYHUVD PD VH XQD PDWULFH $ DPPHWWH
XQ
LQYHUVD TXHVWD �H VLD GHVWUD FKH VLQLVWUD HG LQROWUH �H XQLFD� /D VL GHQRWD FRQ $ � � �
3HUWDQWR

$$ � �  $ � � $  ��
3HU SRWHU GHFLGHUH VH XQD PDWULFH DPPHWWH O
LQYHUVD R QR H� LQ FDVR D�HUPDWLYR� SHU
FDOFRODUOD RFFRUUH LQWURGXUUH OD QR]LRQH GL GHWHUPLQDQWH�

� � 'H�QL]LRQH GL GHWHUPLQDQWH�
$G RJQL PDWULFH TXDGUDWD $  �D � � � FRUULVSRQGH XQ QXPHUR� GHWWR GHWHUPLQDQWH
GHOOD PDWULFH H GHQRWDWR FRQ GHW$ R FRQ M$M� /D VXD GH�QL]LRQH �H EDVDWD VXL WUH SXQWL
VHJXHQWL

� 6L FDOFRODQR WXWWL L SRVVLELOL SURGRWWL GL Q HOHPHQWL GHOOD PDWULFH �GL GLPHQVLRQH Q�
GHO WLSR

D � � D   � � � � D ¡ ¢ � ���
GRYH O
LQVLHPH GHL VHFRQGL LQGLFL �L� M� � � � N� �H XQD SHUPXWD]LRQH GHL SULPL LQGLFL
��� �� � � � � Q�� FLR�H XQD VXFFHVVLRQH GL TXHVWL QXPHUL SUHVL LQ RUGLQH GLYHUVR� PD VHQ]D
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ULSHWL]LRQL� 6L SX�R GLPRVWUDUH FKH LO QXPHUR GL TXHVWH SHUPXWD]LRQL �H Q�� 4XLQGL L
SURGRWWL LQ TXHVWLRQH VRQR LQ WXWWR Q�� 6L RVVHUYL FKH TXHVWL VRQR WXWWL L SRVVLELOL SURGRWWL
GL Q HOHPHQWL GHOOD PDWULFH SUHVL LQ ULJKH H FRORQQH GLVWLQWH� LQ DOWUL WHUPLQL� QHVVXQR GL
TXHVWL SURGRWWL FRQWLHQH GXH IDWWRUL DSSDUWHQHQWL DOOD PHGHVLPD FRORQQD R DOOD PHGHVLPD
ULJD�
3HU HVHPSLR� QHO FDVR Q  �� WXWWH OH SRVVLELOL SHUPXWD]LRQL GHL WUH QXPHUL ��� �� �� VRQR

� ��� �� �� ��� �� �� ��� �� ���
��� �� �� ��� �� �� ��� �� ���

&RPH VL YHGH HVVH VRQR ��  �� /D SULPD� ��� �� �� � VL GLFH SHUPXWD]LRQH LGHQWLFD�
QHVVXQ QXPHUR YLHQH VSRVWDWR ULVSHWWR DOOD VXFFHVVLRQH IRQGDPHQWDOH ��� �� ��� 'XQTXH
L � SURGRWWL ��� VRQR

D Æ Æ D Ç Ç D È È
D Æ Ç D Ç È D È Æ
D Æ È D Ç Æ D È È

D Æ Ç D Ç Æ D È È
D Æ Æ D Ç È D È Ç
D Æ È D Ç Ç D È Æ

Ç 2JQXQR GHL SURGRWWL FRQVLGHUDWL YD PROWLSOLFDWR SHU �� �TXLQGL ODVFLDWR LQDOWHUDWR�
R SHU �� �TXLQGL FDPELDWR GL VHJQR� D VHFRQGD FKH OD SHUPXWD]LRQH GHL VHFRQGL LQGLFL
�L� M� � � � � N� VLD SDUL R GLVSDUL� 8QD SHUPXWD]LRQH VL GLFH SDUL VH �H RWWHQXWD FRQ XQ
QXPHUR SDUL GL VFDPEL� GLVSDUL LQ FDVR FRQWUDULR� 8QR VFDPELR VL H�HWWXD VX GXH
HOHPHQWL� 3HU HVHPSLR OD SHUPX]LRQH ��� �� �� �H RWWHQXWD GD ��� �� �� VFDPELDQGR IUD ORUR
L SULPL GXH HOHPHQWL H SRL L VHFRQGL GXH

��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ���
4XLQGL �H SDUL� &RV�� ��� �� �� VL RWWLHQH FRQ XQR VFDPELR WUD LO SULPR HG LO WHU]R HOHPHQWR�
6L WUDWWDGL XQD SHUPXWD]LRQH GLVSDUL� ,O QXPHUR GHJOL VFDPEL FKH VL H�HWWXDQR SHU
RWWHQHUH XQD SHUPXWD]LRQH SX�R HVVHUH GLYHUVR� D VHFRQGD GHOOD SURFHGXUD� SHU HVHPSLR
OD VWHVVD SHUPXWD]LRQH ��� �� �� VL RWWLHQH FRQ WUH VFDPEL�

��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ���
7XWWDYLD� TXDOXQTXH SURFHGXUD VL HVHJXD SHU RWWHQHUH XQD GDWD SHUPXWD]LRQH LO QX�
PHUR GHJOL VFDPEL QHFHVVDUL �H VHPSUH R SDUL R GLVSDUL� 'XQTXH OH Q� SHUPXWD]LRQL GHOOD
VXFFHVVLRQH ��� �� � � � � Q� VL GLVWLQJXRQR LQ GXH FODVVL� FRVWLWXLWH FLDVFXQD GHO PHGHVLPR
QXPHUR Q� � GL SHUPXWD]LRQL� SHUPXWD]LRQL SDUL� TXHOOH RWWHQXWH FRQ XQ QXPHUR SDUL
GL VFDPEL �WUD TXHVWH YL �H OD SHUPXWD]LRQH LGHQWLFD�� SHUPXWD]LRQL GLVSDUL� TXHOOH
RWWHQXWH FRQ XQ QXPHUR GLVSDUL GL VFDPEL� 1HOO
HVHPSLR SUHFHGHQWH WXWWH OH � SHUPX�
WD]LRQL GHOOD SULPD ULJD VRQR SDUL� TXHOOH GHOOD VHFRQGD VRQR GLVSDUL� 4XLQGL� VHJXHQGR
OD SURFHGXUD� FRQVLGHULDPR L QXPHUL

D É É D Ê Ê D Ë Ë
D É Ê D Ê Ë D Ë É
D É Ë D Ê É D Ë Ë

� D É Ê D Ê É D Ë Ë� D É É D Ê Ë D Ë Ê� D É Ë D Ê Ê D Ë É
Ì Í Î Ï Ï Î Ì Ð Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ö × Ø Ô Ù ÚÛ Ü Ô Ý Þ × Ô Ó Þ
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÷ ,O GHWHUPLQDQWH �H OD VRPPD GL WXWWL TXHVWL SURGRWWL RSSRUWXQDPHQWH PRGL�FDWL QHO
VHJQR FRPH RUD GHWWR� ,Q VLQWHVL� OD GH�QL]LRQH GL GHWHUPLQDQWH VL VFULYH

GHW$  ;���� ø D ù ú D û ü � � � D ý þ ���

GRYH OD VRPPDWRULD �H HVWHVD D WXWWH OH Q� SRVVLELOL SHUPXWD]LRQL �L� M� � � � � N� GHOOD VXF�
FHVVLRQH IRQGDPHQWDOH GL LQGLFL ��� �� � � � � Q� H GRYH S �H LO QXPHUR GHJOL VFDPEL QHFHVVDUL
QHO SDVVDJJLR ��� �� � � � � Q� �� �L� M� � � � � N��
2VVHUYD]LRQH �� 1HO FDVR Q  � LO SURFHGLPHQWR RUD HVDPLQDWR VL WUDGXFH QHOOD IRUPXOD
VHJXHQWH

GHW$  
�

�

�

�

�

�

D ÿ ÿ D ÿ � D ÿ �
D � ÿ D � � D � �
D � ÿ D � � D � �

�

�

�

�

�

�

 

 D ÿ ÿ D � � D � � � D ÿ � D � � D � ÿ � D ÿ � D � ÿ D � � � D ÿ � D � ÿ D � � � D ÿ ÿ D � � D � � � D ÿ � D � � D � ÿ �
���

/
DSSOLFD]LRQH GL TXHVWD IRUPXOD �H UHVD DXWRPDWLFD GDOOD UHJROD GL 6DUUXV� VL VRPPDQR
L WUH SURGRWWL GHOOH GLDJRQDOL GLVFHQGHQWL H VL VRWWUDJJRQR L WUH SURGRWWL GHOOH GLDJRQDOL
DVFHQGHQWL� 3HU HVHPSLR�
�

�

�

�

�

�

� � ��� � �
� � ��

�

�

�

�

�

�

 � � � � ���� � � � � � � � � � ���� � �� � � � � �� � � � � �� ���� � ���� � �
 �� � �� �� �� � �� �� �  ����

2VVHUYD]LRQH �� 3HU Q  � VL KD VHPSOLFHPHQWH

GHW$  
�

�

�

�

D � � D � �
D � � D � �

�

�

�

�

 D � � D � � � D � � D � � �

6L RVVHUYL FKHYDOH DQFRUD OD UHJROD GL 6DUUXV� TXL DEELDPR GXH VROH GLDJRQDOL� XQD
GLVFHQGHQWH HG XQD DVFHQGHQWH� 3HU HVHPSLR

�

�

�

�

�� �
� �

�

�

�

�

 ��� �  ���
2VVHUYD]LRQH �� /D UHJROD GL 6DUUXV QRQ YDOH SHU Q ! �� 3HU LO FDOFROR GHO GHWHUPLQDQWH
GL XQD PDWULFH TXDGUDWD GL RUGLQH VXSHULRUH QRQ VL DSSOLFD TXDVL PDL OD GH�QL]LRQH� LO
QXPHUR GHOOH RSHUD]LRQL DULWPHWLFKH ULFKLHVWH VDUHEEH WURSSR HOHYDWR� 6L VHJXRQR LQYHFH
DOWUL PHWRGL� EDVDWL VX DOFXQH SURSULHW�D QRWHYROL GHO GHWHUPLQDQWH� 8QR GL TXHVWL �H LO
PHWRGR R UHJROD GL /DSODFH �[���
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� � 3URSULHW�D GHO GHWHUPLQDQWH�
8Q SULPR JUXSSR GL SURSULHW�D �H FRVWLWXLWR GD SURSULHW�D DQDORJKH D TXHOOH GHO SURGRWWR
PLVWR GL WUH YHWWRUL �FLR�H GHO YROXPH FRQ VHJQR GHO SDUDOOHOHSLSHGR IRUPDWR GD WUH YHWWRUL��
YDOLGH SHU�R SHU TDOXQTXH GLPHQVLRQH Q� 6L WHQJD SUHVHQWH FKH XQD PDWULFH TXDGUDWD GL
RUGLQH Q SX�R HVVHUH YLVWD FRPH FRPSRVWD GD Q YHWWRUL ULJD� RSSXUH GD Q YHWWRUL FRORQQD�
/H SURSULHW�D FKH VHJXRQR VL ULIHULVFRQR DOOH ULJKH� PD VRQR XJXDOPHQWH YDOLGH VH ULIHULWH
DOOH FRORQQH�
1HOO
LOOXVWUDUH TXHVWH SURSULHW�D FRQVLGHULDPR SHU FRPRGLW�D PDWULFL ���� 3RVVLDPR DOORUD
SHQVDUH DG XQD WDOH PDWULFH

$  
�

�

D ( ( D ( ) D ( *
D ) ( D ) ) D ) *
D * ( D * ) D * *

�

�

FRPH FRPSRVWD GDL WUH YHWWRUL ULJD
U +  >D + + � D + , � D + - @
U ,  >D , + � D , , � D , - @
U -  >D - + � D - , � D - - @

H VFULYHUH TXLQGL
$  

�

�

U +
U ,
U -

�

� �

+ ,O GHWHUPLQDQWH FDPELD GL VHJQR VH QHOOD PDWULFH VL VFDPELDQR IUD ORUR GXH ULJKH�
4XHVWD SURSULHW�D VHJXH GLUHWWDPHQWH GDOOD GH�QL]LRQH GL GHWHUPLQDQWH� VH VL VFDPELDQR
SHU HVHPSLR OH SULPH GXH ULJKH� DOORUD OH SHUPXWD]LRQL GHL VHFRQGL LQGLFL �L� M� N� YDQQR
ULIHULWH DOOD VXFFHVVLRQH IRQGDPHQWDOH ��� �� �� DQ]LFK�H ��� �� �� H TXLQGL FDPELDQR WXWWH
GL SDULW�D SHUFK�H YD FRQVLGHUDWR LQ WXWWH XQR VFDPELR LQ SL�X�

. 6H VL PROWLSOLFD SHU XQ QXPHUR XQD ULJD GL XQD PDWULFH LO GHWHUPLQDQWH YLHQH PROWL�
SOLFDWR SHU TXHO QXPHUR�
4XHVWD SURSULHW�D VHJXH VXELWR GDOOD GH�QL]LRQH GL GHWHUPLQDQWH� SHUFK�H RJQL SURGRWWR
FRQWLHQH XQR HG XQ VROR HOHPHQWR GL TXHOOD ULJD�

/ 6H XQD PDWULFH KD GXH ULJKH XJXDOL R SURSRU]LRQDOL LO VXR GHWHUPLQDQWH �H QXOOR�
,QIDWWL QHO FDVR LQ FXL OD PDWULFH DEELD GXH ULJKH XJXDOL VH VL VFDPELDQR IUD ORUR TXHVWH
GXH ULJKH� LO GHWHUPLQDQWH GD XQ ODWR QRQ FDPELD SHUFK�H OD PDWULFH �H VHPSUH OD VWHVVD�
GDOO
DOWUR GHYH FDPELDUH GL VHJQR SHU OD 0 � 1HO FDVR LQYHFH DEELD GXH ULJKH SURSRU]LRQDOL�
VH VL GLYLGH XQD GHOOH GXH ULJKH SHU LO FRH�FLHQWH GL SURSRU]LRQDOLW�D LO GHWHUPLQDQWH YLHQH
GLYLVR SHU TXHO QXPHUR SHU OD SURSULHW�D SUHFHGHQWH� PD OD PDWULFH FKH UHVWD KD GXH ULJKH
XJXDOL H TXLQGL LO VXR GHWHUPLQDQWH �H QXOOR�

1 2 3 4 4 3 1 5 5 6 7 8 9 : ; < = 9 > ?@ A 9 B C < 9 8 C



D E F G H E I J K L I M I N E O K P G Q P R I S E T H M E T I N E K O E U E U V W W X Y V W W Z [ [

,Q TXHVW
XOWLPD SURSULHW�D� FRPH QHOOD VHJXHQWH� OH ULJKH YDQQR WUDWWDWH FRPH �YHWWRUL
ULJD�� 0ROWLSOLFDUH XQD ULJD SHU XQ QXPHUR VLJQL�FD TXLQGL PROWLSOLFDUH WXWWL JOL HOHPHQWL
GL TXHOOD ULJD SHU TXHO QXPHUR� 6RPPDUH GXH �R SL�X� ULJKH VLJQL�FD VRPPDUOH FRPH
YHWWRUL H TXLQGL VRPPDUH L ORUR HOHPHQWL RPRORJKL� FLR�H GL SRVWR FRUULVSRQGHQWH� LO
ULVXOWDWR �H XQ YHWWRUH ULJD� $QDORJDPHQWH� XQD FRPELQD]LRQH OLQHDUH GL ULJKH �H XQD
VRPPD GL SL�X ULJKH� FLDVFXQD PROWLSOLFDWD SHU XQ IDWWRUH�

\ 6H DG XQD ULJD VL DJJLXQJH XQD TXDOXQTXH FRPELQD]LRQH OLQHDUH GHOOH DOWUH LO GHWHU�
PLQDQWH QRQ FDPELD�

] 6H XQD ULJD �H FRQVLGHUDWD FRPH VRPPD GL GXH YHWWRUL ULJD DOORUD LO GHWHUPLQDQWH �H
OD VRPPD GHL GXH GHWHUPLQDQWL GHOOH PDWULFL RWWHQXWH FRQVLGHUDQGR ULVSHWWLYDPHQWH L
SULPL DGGHQGL HG L VHFRQGL DGGHQGL�
3HU HVHPSLR�

GHW$  GHW
�

�

U ^ _ � U ^ ^`
U `
U a

�

�  GHW
�

�

U ^ _
U `
U a

�

�� GHW
�

�

U ^ ^`
U `
U a

�

� �

$OOH SUHFHGHQWL VL DJJLXQJRQR OH TXDWWUR VHJXHQWL SURSULHW�D IRQGDPHQWDOL�

GHW�  �
GHW�$ b �  GHW$
GHW�$%�  GHW$ GHW%
GHW�$ c _ �  �

GHW$

���

/D SULPD VHJXH LPPHGLDWDPHQWH GDOOD GH�QL]LRQH GL GHWHUPLQDQWH� FRV�� FRPH OD VHFRQGD
��H LQ VRVWDQ]D OD WUDGX]LRQH GHO IDWWR FKH OH SURSULHW�D GHL GHWHUPLQDQWL UHVWDQR LQYDULDWH
VH VL VRVWLWLVFH LO WHUPLQH �ULJD� FRQ �FRORQQD��� /D GLPRVWUD]LRQH GHOOD WHU]D QRQ �H
LQYHFH LPPHGLDWD� 6H VL SRQH %  $ c _ VL WURYD

GHW �  GHW$ GHW�$ c _ ��
SHU FXL GDOOD SULPD SURSULHW�D VHJXH OD TXDUWD�

� � 0DWULFH FRPSOHPHQWDUH H PDWULFH LQYHUVD
9HGLDPR RUD SHU TXDOL PDWULFL HVLVWH O
LQYHUVD H FRPH TXHVWD �H FDOFRODELOH� 3HU IDU TXHVWR
RFFRUURQR DOFXQH SUHPHVVH H GXH WHRUHPL IRQGDPWDOL�
'DWD XQD PDWULFH $ GLFHVL FRPSOHPHQWR DOJHEULFR GL XQ VXR HOHPHQWR D d e LO GHWHUPL�
QDQWH GHOOD PDWULFH RWWHQXWD GD$ VRSSULPHQGR OD ULJD L H OD FRORQQD M H PROWLSOLFDWR SHU
���� d f g �FLR�H SHU �� D VHFRQGD FKH OD VRPPD GHJOL LQGLFL VLD SDUL R GLVSDUL�� 'HQRWLDPR
FRQ D hi j LO FRPSOHPHQWR DOJHEULFR GL D i j � /D PDWULFH FRVWLWXLWD GDL FRPSOHPHQWL DOJHEULFL
D hi j �H GHWWD PDWULFH FRPSOHPHQWDUH GL $� /D GHQRWLDPR FRQ $ h �
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2VVHUYD]LRQH �� ,O SDVVDJJLR DO FRPSOHPHQWDUH FRPPXWD FRQ O
RSHUD]LRQH GL WUDVSR�
VL]LRQH�

�$ � � �  �$ � � � �
6FULYHUHPR VHPSOLFHPHQWH

$ � �  $ � �

/H SURSULHW�D IRQGDPHQWDO GHL FRPSOHPHQWL DOJHEULFL GL XQD PDWULFH VRQR HVSUHVVH QHL
GXH VHJXHQWL WHRUHPL �GL QRQ LPPHGLDWD GLPRVWUD]LRQH��
7HRUHPD �� /D VRPPD GHL SURGRWWL GHJOL HOHPHQWL GL XQD ULJD �R FRORQQD� SHU L FRU�
ULVSRQGHQWL FRPSOHPHQWL DOJHEULFL �H XJXDOH DO GHWHUPLQDQWH GHOOD PDWULFH�
6H SHU HVHPSLR VL VFHJOLH OD SULPD ULJD VL KD

GHW$  
�

;

� � � D
� � D �� � �

H SUHQGHQGR OD ULJD N
GHW$  

�
;

� � � D � � D �
� � ���

4XHVWR WHRUHPD HVSULPH OD FRVLGGHWWD UHJROD GL /DSODFH� R UHJROD GHOOR VYLOXSSR GL
XQ GHWHUPLQDQWH ULVSHWWR DG XQD ULJD �R DG XQD FRORQQD�� LO GHWHUPLQDQWH GL XQD
PDWULFH VL FDOFROD VRPPDQGR L SURGRWWL RWWHQXWL PROWLSOLFDQGR JOL HOHPHQWL GL XQD ULJD
�R GL XQD FRORQQD� TXDOVLDVL GHOOD PDWULFH SHU L FRUULVSRQGHQWL FRPSOHPHQWL DOJHEULFL�
'XQTXH FRQ TXHVWR PHWRGR LO FDOFROR GHO GHWHUPLQDQWH GL XQD PDWULFH GL RUGLQH Q �H
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ULFRQGRWWR DO FDOFROR GL Q GHWHUPLQDQWL GL RUGLQH Q� �� �( FKLDUR FKH FRQYLHQH DSSOLFDUH
TXHVWD UHJROD DG XQD ULJD FRQWHQHQWH SL�X ]HUL�
7HRUHPD �� /D VRPPD GHL SURGRWWL GHJOL HOHPHQWL GL XQD ULJD SHU L FRPSOHPHQWL
DOJHEULFL FRUULVSRQGHQWL GL XQ
DOWUD ULJD �H QXOOD�
3HU HVHPSLR VH VL SUHQGRQR JOL HOHPHQWL GHOOD SULPD ULJD H L FRPSOHPHQWL DOJHEULFL GHOOD
VHFRQGD VL KD Å

;

Æ Ç È D
È Æ D ÉÊ Æ  ��

,Q JHQHUDOH� SUHQGHQGR JOL HOHPHQWL GHOOD ULJD K H L FRPSOHPHQWL DOJHEULFL GHOOD ULJD
N � K� VL KD Ë

;

Ì Í Î D Ï Ð D ÑÒ Ð  � �N � K� ���

�( LPSRUWDQWH RVVHUYDUH FKH HQWUDPEL L WHRUHPL� FLR�H OH IRUPXOH ��� H ��� VL SRVVRQR
VLQWHWL]]DUH QHOO
XQLFD VFULWWXUD

Ó
;

Ð Ô Õ
D Ï Ð D ÑÒ Ð  � Ö × GHW$ ���

GRYH LO VLPEROR � Ö × YDOH � VH K  N H � VH K � N �SUHQGH LO QRPH GL VLPEROR GL
.URQHFNHU� 3RVVLDPR RUD OHJJHUH OD ��� LQ WHUPLQL PDWULFLDOL� 6H ULVFULYLDPR LO SULPR
PHPEUR GHOOD ��� IDFHQGR LQWHUYHQLUH OH FRPSRQHQWL GHOOD PDWULFH WUDVSRVWD GL $ Ø �

Ù
;

Ú Û Ü D Ý Ú D ØÞ Ú  
Ù

;

Ú Û Ü D Ý Ú D Ø ßÚ Þ �

YHGLDPR FKH TXHVWR UDSSUHVHQWD OH FRPSRQHQWL GHO SURGRWWR $$ Ø ß � 3HU LO VHFRQGR
PHPEUR RVVHUYLDPR FKH OH FRPSRQHQWL GHOOD PDWULFH XQLW�D � VRQR SURSULR � Ý Þ � FLR�H �
VXOOD GLDJRQDOH SULQFLSDOH �TXDQGR K  N� H ]HUR DOWURYH �TXDQGR K � N�� 4XLQGL
O
HTXD]LRQH ��� �H HTXLYDOHQWH D

$$ Ø ß  �GHW$�� ���

'D TXHVWD XJXDJOLDQ]D GLVFHQGH XQD FRQVHJXHQ]D LPSRUWDQWH� VH GHW$ � � DOORUD
$

¥

$ à á
GHW$

�

 ��

4XHVWD QXRYD XJXDJOLDQ]D PRVWUD FKH OD PDWULFH WUD SDUHQWHVL �H SURSULR O
LQYHUVD GL $�
&RQFOXGLDPR SHUWDQWR FKH�
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7HRUHPD �� 8QD PDWULFH $ DPPHWWH LQYHUVD $ � � VH H VROR VH LO VXR GHWHUPLQDQWH QRQ
�H QXOOR� /D PDWULFH LQYHUVD �H GDWD GD

$ � �  �
GHW$ $ � 	 ���

8QD PDWULFH FRQ GHWHUPLQDQWH QRQ QXOOR VL GLFH UHJRODUH R LQYHUWLELOH� $OWULPHQWL VL
GLFH VLQJRODUH�
(VHPSLR �� &RQ OD PDWULFH GHOO
(VHPSLR �� VL RVVHUYD FKH OD SULPD ULJD KD XQR ]HUR� �H
TXLQGL FRQYHQLHQWH YLOXSSDUH LO VXR GHWHUPLQDQWH VHFRQGR OD SULPD ULJD� 5LVXOWD�
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�( DQFKH FRQYHQLHQWH VYLOXSSDUOR VHFRQGR OD VHFRQGD FRORQQD�
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3HU TXHO FKH ULJXDUGD OD PDWULFH LQYHUVD� ULVXOWD
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6L YHUL�FKL FKH VL KD H�HWWLYDPWH $$ 
 �  ��

� � 6LVWHPL GL HTXD]LRQL OLQHDUL�
8QD SULPD LPSRUWDQWH DSSOLFD]LRQH GHOOD WHRULD GHOOH PDWULFL VL KD QHOOD WHRULD GHL VLV�
WHPL GL HTXD]LRQL OLQHDUL� &L OLPLWLDPR SHU FRPRGLW�D GL VFULWWXUD DO FDVR Q  �� PD
O
HVWHQVLRQH DO FDVR Q TXDOXQTXH �H LPPHGLDWD� 6L FRQVLGHUL XQ VLVWHPD GL � HTXD]LRQL
OLQHDUL� FLR�H GL SULPR JUDGR� LQ � LQFRJQLWH �[� \� ]�  �[ � � [ � � [ � �� FLR�H XQ VLVWHPD GHO
WLSR�
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GRYH L QXPHUL D A B H E A VRQR GDWL� 6L YRJOLRQR GHWHUPLQDUH � QXPHUL �[ C � [ D � [ E � FKH
VRGGLVIDQR FRQWHPSRUDQHDPHQWH DOOH WUH HTXD]LRQL� , QXPHUL D A B IRUPDQR HYLGHQWHPHQWH
XQD PDWULFH TXDGUDWD� GHWWD PDWULFH GHL FRH�FLHQWL GHO VLVWHPD�
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�

D F F D F G D F H
D G F D G G D G H
D H F D H G D H H

�

� �

, QXPHUL E I � GHWWL WHUPLQL QRWL VL SRVVRQR SHQVDUH FRVWLWXHQWL XQ YHWWRUH FRORQQD

E  
�

�

E F
E G
E H

�

� �

$ ORUR YROWD OH LQFRJQLWH [ I SRVVRQR FRQVLGHUDUVL FRPH HOHPHQWL GL XQ VHFRQGR YHWWRUH
FRORQQD

[  
�

�

[ J
[ K
[ L

�

� �

6L RVVHUYD DOORUD FKH LO VLVWHPD ��� DPPHWWH XQD VFULWWXUD VLQWHWLFD GHO WLSR
M
;

N O J
D P N [ N  E P

�FRQ Q  �� H TXLQGL� SHU OD GH�QL]LRQH GL SURGRWWR GL PDWULFL� DVVXPH OD IRUPD PDWUL�
FLDOH�

$[  E� ���
7UDGRWWR LO VLVWHPD LQ TXHVW
XJXDJOLDQ]D� VH OD PDWULFH GHL FRH�FLHQWL DPPHWWH XQ
LQ�
YHUVD $ Q J � DOORUD PROWLSOLFDQR DPER L PHPEUL D VLQLVWUD �VL ULFRUGL FKH LO SURGRWWR GL
PDWULFL QRQ �H FRPPXWDWLYR� TXLQGL YD SUHFLVDWR GD TXDOH SDUWH VL PROWLSOLFD�� D SULPR
PHPEUR VL WURYD $ Q J $[  �[  [� 6L RWWLHQH TXLQGL O
XJXDJOLDQ]D

[  $ Q J E� ���
,Q FRQFOXVLRQH� LO YHWWRUH LQFRJQLWR VL RWWLHQH PROWLSOLFDQGR OD PDWULFH LQYHUVD SHU LO
YHWWRUH GHL WHUPLQL QRWL� H LO VLVWHPD �H ULVROWR� $EELDPR FRV�� GLPRVWUDWR FKH
7HRUHPD �� 6H OD PDWULFH GHL FRH�FLHQWL $ GL XQ VLVWHPD GL HTXD]LRQL OLQHDUL $[  E
KD GHWHUPLQDQWH QRQ QXOOR DOORUD LO VLVWHPD DPPHWWH XQD HG XQD VROD VROX]LRQH GDWD GD
[  $ R S E�
4XHVWD VROX]LRQH VL SX�R WXWWDYLD HVSULPHUH DWWUDYHUVR XQ WHRUHPD �GLUHWWR�� FRQVHJXHQ]D
GHO 7HRUHPD ��
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7HRUHPD �� 7HRUHPD R UHJROD GL &UDPHU� 8Q VLVWHPD GL HTXD]LRQL OLQHDUL $[  E
DPPHWWH XQ XQLFD VROX]LRQH VH LO GHWHUPLQDQWH GHOOD PDWULFH GHL FRH�FLHQWL QRQ �H QXOOR�
3HU RJQL YDORUH GHOO
LQGLFH L OD VROX]LRQH [ x �H GDWD GDO UDSSRUWR

[ x  GHW$ x
GHW$ � ���

GRYH OD PDWULFH $ x �H RWWHQXWD GDOOD PDWULFH $ VRVWLWXHQGR OD FRORQQD L FRQ OD FRORQQD
GHL WHUPLQL QRWL�
'LPRVWUD]LRQH� 'DOOD ��� VHJXH FKH

[ y  
z

;

{ | } D ~
}

y { E {  �
GHW$

�
;

{ | } E
{ D �{ y �

0D SHU OD UHJROD GL /DSODFH� TXHVW
XOWLPD VRPPDWRULD �H SURSULR OR VYLOXSSR VHFRQGR OD
FRORQQD L GHOOD PDWULFH $ y �
2VVHUYD]LRQH �� 6H LO GHWHUPLQDQWH GHOOD PDWULFH GHL FRH�FLHQWL �H QXOOR� LO VLVWHPD SX�R
R QRQ DYHUH QHVVXQD VROX]LRQH R DYHUQH LQ�QLWH� /
DQDOLVL GL TXHVWL FDVL YLHQH VYROWD XWL�
OL]]DQGR VLD OD PDWULFH GHL FRH�FLHQWL VLD OD PDWULFH UHWWDQJRODUH RWWHQXWD DJJLXQJHQGR
OD FRORQQD GHL WHUPLQL QRWL� H V
LQTXDGUD QHOO
DQDOLVL GHO FDVR JHQHUDOH LQ FXL LO QXPHUR
GHOOH HTXD]LRQL �H GLYHUVR GDO QXPHUR GHOOH LQFRJQLWH�
1HO FDVR SDUWLFRODUH VRSUD FRQVLGHUDWR� GL WUH HTXD]LRQL LQ WUH LQFRJQLWH� VL SX�R VWD�
ELOLUH O
HVLVWHQ]D H LO QXPHUR GHOOH VROX]LRQL DWWUDYHUVR O
LQWHUSUHWD]LRQH JHRPHWULFD GHOOH
HTXD]LRQL� ,QIDWWL XQ
HTXD]LRQH OLQHDUH UDSSUHVHQWD XQ SLDQR QHOOR VSD]LR WULGLPHQ�
VLRQDOH� /H VROX]LRQL GL XQ VLVWHPD GL WUH HTXD]LRQL FRUULVSRQGRQR TXLQGL DL SXQWL
G
LQWHUVH]LRQH GHL WUH SLDQL FRUULVSRQGHQWL� 6L KDQQR DOORUD YDUL FDVL� �D� ,O FDVR GHW$ � �
FRUULVSRQGH DO FDVR LQ FXL L WUH YHWWRUL RUWRJRQDOL DL SLDQL �FKH VRQR L YHWWRUL ULJD� QRQ
VRQR FRPSODQDUL� 4XLQGL L SLDQL VL LQWHUVHFDQR LQ XQ VROR SXQWR� VL KD LQIDWWL XQD VROD
VROX]LRQH� �E� ,Q FDVR GL GXH SLDQL SDUDOOHOL H QRQ FRLQFLGHQWL� QRQ VL KDQQR VROX]LRQL�
4XHVWR �H LO FDVR LQ FXL GXH ULJKH GHOOD PDWULFH $ VRQR SURSRU]LRQDOL PD L FRUULVSRQGHQWL
WHUPLQL QRWL QRQ VWDQQR QHOOD VWHVVD SURSRU]LRQH� �F� 6H L WUH SLDQL SDVVDQR SHU XQD
VWHVVD UHWWD� OH VROX]LRQL VRQR LQ�QLWH H SRVVRQR IDUVL GLSHQGHUH GD XQ VROR SDUDPHWUR
�SHU HVHPSLR VL �VVD D SLDFHUH LO YDORUH GHOOD [ H VL GHWHUPLQDQR GL FRQVHJXHQ]D L YDORUL
GHOOD \ H GHOOD ]�� 6L GLFH DOORUD FKH VL KDQQR � � VROX]LRQL� �G� , WUH SLDQL VRQR FRLQFL�
GHQWL� TXLQGL O
LQWHUVH]LRQH �H FRVWLWXLWD GDO SLDQR VWHVVR� &L�R FRUULVSRQGH DO FDVR LQ FXL
OH WUH HTXD]LRQL GL�HULVFRQR WUD ORUR VROR SHU XQ IDWWRUH GL SURSURU]LRQDOLW�D� 6L KDQQR
SHUWDQWR � � VROX]LRQL�

� � 0DWULFL H RSHUDWRUL OLQHDUL�
&RPH JL�D VL �H RVVHUYDWR DO SDUDJUDIR SUHFHGHQWH� LO SURGRWWR GL XQD PDWULFH TXDGUDWD $
SHU XQ YHWWRUH FRORQQD [ �GHOOD VWHVVD GLPHQVLRQH� �H DQFRUD XQ YHWWRUH FRORQQD [ �  $[�
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DOORUD LO SURGRWWR
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(VHJXLWR LO SURGRWWR ULJKH SHU FRORQQH� ULVXOWD LQ GH�QLWLYD SHU OH VLQJROH FRPSRQHQWL GL
[ ³ � �

!

�
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FLR�H
[ ³´  ;

µ D ´ µ [µ ���

,O SURGRWWR GL XQD PDWULFH SHU XQ YHWWRUH JRGH GHOOD VHJXHQWH IRQGDPHQWDOH SURSULHW�D
GL OLQHDULW�D

$��[� �\�  �$[� �$\� ���
TXDOXQTXH VLDQR L YHWWRUL HG L QXPHUL ��� ���
&RQVLGHULDPR RUD O
LQVLHPH GL WXWWL L SRVVLELOL YHWWRUL �FRORQQD� FRPSOHVVL GL GLPHQ�
VLRQH Q �1�%�� OH FRQVLGHUD]LRQL FKH VHJXRQR YDOJRQR DQFKH SHU PDWULFL H YHWWRUL UHDOL��
4XHVW
LQVLHPH FRLQFLGH FRQ O
LQVLHPH

& ¶  &� &� � � �� & �Q YROWH�
GL WXWWH OH Q�SOH RUGLQDWH GL QXPHUL FRPSOHVVL� &RQVLGHULDPR TXLQGL XQ
DSSOLFD]LRQH GL
TXHVW
LQVLHPH LQ VH VWHVVR�

I �& · � & · �
FLR�H XQD TXDOXQTXH OHJJH R RSHUD]LRQH FKH DG RJQL YHWWRUH [ DVVRFLD XQ DOWUR YHWWRUH
[ ¸  I�[�� 6H TXHVW
DSSOLFD]LRQH �H WDOH GD VRGGLVIDUH DOO
XJXDJOLDQ]D

I��[� �\�  � I�[� � � I�\�� ���
DOORUD VL GLFH FKH �H XQ
DSSOLFD]LRQH OLQHDUH R XQ RSHUDWRUH OLQHDUH� 'DO FRQIURQWR
FRQ OD ��� VL RVVHUYD FKH RJQL PDWULFH $ �TXDGUDWD GL RUGLQH Q� VWDELOLVFH XQ
DSSOLFD]LRQH
OLQHDUH SRQHQGR

I�[�  $[
¹ º » ¼ ½ ¾ ¿ À Á À ¼ » Â Â À Ã À ¼ ½ Ä Á À Å » ¾ Â À Æ ½ ¿ Â Ç ¼ À È » Â ½ Æ » Â À Ã » É Ê Ë Ì Ì Ë É Í Í Î



Ï Ð Ñ Ò Ó Ô Õ Ô Õ Ö × Ø Ù Ú Ö Û × Ü ×

�SURGRWWR GHOOD PDWULFH $ SHU OD PDWULFH FRORQQD [�� 6L SX�R GLPRVWUDUH FKH� YLFHYHUVD�
RJQL DSSOLFD]LRQH OLQHDUH �H GL TXHVWR WLSR� �H FLR�H GRYXWD DOO
D]LRQH GL XQD PDWULFH� $
SURSRVLWR GL TXHVWD FRUULVSRQGHQ]D ELXQLYRFD IUD DSSOLFD]LRQL OLQHDUL H PDWULFL �H LPSRU�
WDQWH RVVHUYDUH TXDQWR VHJXH�
2VVHUYD]LRQH �� /
DSSOLFD]LRQH LGHQWLFD FKH ODVFLD LQYDULDWR RJQL YHWWRUH �H XQD
SDUWLFRODUH DSSOLFD]LRQH OLQHDUH� (VVD FRUULVSRQGH DOOD PDWULFH PDWULFH XQLW�D �� SHUFK�H
�[  [�
2VVHUYD]LRQH �� 6H I H J VRQR DSSOLFD]LRQL OLQHDUL FRUULVSRQGHQWL� ULVSHWWLYDPHQWH�
DOOH PDWULFL $ H %� DOORUD O
DSSOLFD]LRQH FRPSRVWD J Ý I �H DQFRUD OLQHDUH �YHUL�FDUOR�
H FRUULVSRQGH DOOD PDWULFH SURGRWWR %$� ,QIDWWL VH [ Þ  $[ H VH [ Þ Þ  %[ Þ � ULVXOWD
[ Þ Þ  %�$[�  �%$�[� (VVHQGR LO SURGRWWR GHOOH PDWULFL LQ JHQHUDOH QRQ FRPPXWDWLYR
YD WHQXWR FRQWR GHOO
RUGLQH FRQ FXL OH GXH PDWULFL RSHUDQR�
2VVHUYD]LRQH �� 6H XQ
DSSOLFD]LRQH OLQHDUH I � FRUULVSRQGHQWH DG$� �H LQYHUWLELOH� DOORUD
DQFKH O
DSSOLFD]LRQH LQYHUVD� GHQRWDWD FRQ I ß à � �H OLQHDUH H FRUULVSRQGH DOOD PDWULFH
LQYHUVD $ ß à �
2VVHUYD]LRQH �� &RQ OH PDWULFL TXDGUDWH UHDOL GL RUGLQH � VL SRVVRQR UDSSUHVHQWDUH
WUDVIRUPD]LRQL GHOOR VSD]LR HXFOLGHR� TXDOL URWD]LRQL� VLPPHWULH� RPRWHWLH HFF� ,QIDWWL�
VH ULIHULDPR OR VSD]LR DG XQ VLVWHPD GL DVVL FDUWHVLDQL GL RULJLQH 2� XQ YHWWRUH FRORQQD [ VL
LGHQWL�FD VLD FRQ XQ YHWWRUH GL FRPSRQHQWL �[ á � [ â � [ ã � VLD FRQ XQ SXQWR 3 GL FRRUGLQDWH
�[ ä � [ å � [ æ ��
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,O SXQWR 3 í UDSSUHVHQWDWR GDO YHWWRUH [ í  $[ VDU�D O
LPPDJLQH GHO SXQWR 3 VHFRQGR
WUDVIRUPD]LRQH GHOOR VSD]LR GRYXWD DOO
RSHUDWRUH $�
(VHPSLR �� 5RWD]LRQL GHOOR VSD]LR LQWRUQR DG XQ DVVH� 8QD URWD]LRQH GHO SLDQR
�[� \� LQWRUQR DOO
DVVH ]� GL DQJROR � H LQ VHQVR DQWLRUDULR �TXLQGL WDOH GD �DYYLWDUH� QHO
YHUVR GHOO
DVVH ]� �H UDSSUHVHQWDWD GDOOD PDWULFH
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3HU YHUL�FDUOR EDVWD VRVWLWXLUH DO JHQHULFR YHWWRUH [ VXFFHVVLYDPHQWH L YHWWRUL GHOOD EDVH
FRRUGLQDWD �L� M�N�� 7HQHQGR FRQWR FKH
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VL WURYD
L �  5  ! " # $ L  

�

�

FRV �
VLQ �
�

�

�  FRV � L� VLQ � M�

M �  5  ! " # $ M  
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� VLQ �
FRV �
�

�

�  � VLQ � L� FRV � M�

N �  5  ! " # $ N  
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�  N�

/H SULPH GXH XJXDJOLDQ]H PRVWUDQR FKH L H M UHVWDQR VXO ORUR SLDQR H YHQJRQR UXRWDWL
GL XQ DQJROR �� /
XOWLPD PRVWUD FKH N UHVWD LQYDULDWR� 6L QRWL FKH GHW5  ! " # $  �� /D
URWD]LRQH LQYHUVD GL 5  ! " # $ �H RYYLDPHQWH XQD URWD]LRQH GL DQJROR RSSRVWR ��� /D VXD
PDWULFH VL RWWLHQH TXLQGL VRVWLWXHQGR �� D �� SHU FXL�

5 % &
 ! " # $  5  ! " % # $  
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FRV � VLQ � �� VLQ � FRV � �
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,PSRQHQGR VXFFHVVLYDPHQWH GXH URWD]LRQL �VHPSUH LQWRUQR DOO
DVVH ]� GL DQJROR � H GL
DQJROR � VL RWWLHQH RYYLDPHQWH XQD URWD]LRQH GL DQJROR �� �� TXLQGL

5 ' ( ) * + 5 , - . / 0  5 1 2 3 4 5 / 0 � ���
RYYHUR� LQ WHUPLQL GL PDWULFL�
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6H VL HVHJXH LO SURGRWWR GHOOH GXH PDWULFL D SULPR PHPEUR VL WURYD
�

�

FRV� FRV� � VLQ� VLQ� � FRV� VLQ� � VLQ� FRV� �
FRV� VLQ� � VLQ� FRV� FRV� FRV� � VLQ� VLQ� �

� � �

�

� �

'DO FRQIURQWR FRQ OD PDWULFH D VHFRQGR PHPEUR VL WURYDQR �FLR�H VL GLPRVWUDQR� OH IRUPXOH
GHO VHQR H GHO FRVHQR GL XQD VRPPD GL GXH DQJROL�

� FRV��� ��  FRV� FRV� � VLQ� VLQ��
VLQ��� ��  VLQ� FRV� � FRV� VLQ��

6L RVVHUYL DQFKH GD TXHVWR FDOFROR FKH OH GXH PDWULFL 5 1 2 3 4 0 H 5 1 2 3 / 0 FRPPXWDQR�
5 1 2 3 4 0 5 1 2 3 / 0  5 1 2 3 / 0 5 1 2 3 4 0 � 6L WUDWWD LQIDWWL GL URWD]LRQL LQWRUQR DO PHGHVLPR DVVH�
'XH URWD]LRQL LQWRUQR DG DVVL GLYHUVL QRQ FRPPXWDQR�
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(VHPSLR �� 6LPPHWULH ULVSHWWR DG XQ SLDQR FRRUGLQDWR� /D VLPPHWULD ULVSHWWR
DO SLDQR FRRUGLQDWR �[� \� FDPELD OD FRRUGLQDWD ] GL XQ SXQWR LQ �]� SHUWDQWR �H XQD
WUDVIRUPD]LRQH OLQHDUH UDSSUHVHQWDWD GDOOD PDWULFH

  [  
�

�

� � �
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�

�

6L QRWL FKH GHW  [  ���
2VVHUYD]LRQH �� /D SURSULHW�D GL OLQHDULW�D ��� HTXLYDOH DOOD SURSULHW�D FKH RJQL UHWWD
GHOOR VSD]LR YLHQH WUDVIRUPDWD GD $ LQ XQD UHWWD �H XQ SLDQR LQ XQ SLDQR�� ,QIDWWL� VH
FRQVLGHULDPR O
HTXD]LRQH YHWWRULDOH SDUDPHWULFD GL XQD UHWWD

[  [ \ � WY�
H DSSOLFKLDPR OD WUDVIRUPD]LRQH $� SHU OD OLQHDULW�D DEELDPR

[ ]  $[  $[ ^ � W$Y�
H TXHVWD �H DQFRUD O
HTXD]LRQH YHWWRULDOH SDUDPHWULFD GL XQD UHWWD�

� � $XWRYHWWRUL H DXWRYDORUL
'DWD XQD PDWULFH $� KD LPSRUWDQ]D LQ YDULH DSSOLFD]LRQL GHWHUPLQDUH TXHL YHWWRUL [ FKH
YHQJRQR WUDVIRUPDWL VHQ]D PXWDUH GLUH]LRQH� FLR�H WDOL FKH

$[  �[� ���
FRQ � RSSRUWXQR IDWWRUH GL SURSRU]LRQDOLW�D� 8Q WDOH YHWWRUH YLHQH GHWWR DXWRYHWWRUH
GHOOD PDWULFH $ HG LO FRH�FLHQWH GL SURSRU]LRQDOLW�D � DXWRYDORUH�
2VVHUYLDPR VXELWR FKH� �L� LO YHWWRUH QXOOR �H VHPSUH XQ DXWRYHWWRUH� GL TXDOXQTXH PD�
WULFH �VLDPR TXLQGL LQWHUHVVDWL DOOD FRQRVFHQ]D GL DXWRYHWWRUL QRQ QXOOL�� �LL� VH [ �H XQ
DXWRYHWWRUH� RJQL DOWUR YHWWRUH D[ DG HVVR SURSRU]LRQDOH �H DQFRUD XQ DXWRYHWWRUH�
/
HTXD]LRQH ���� GHWWD HTXD]LRQH GHJOL DXWRYHWWRUL� VL SX�R SRUUH QHOOD IRUPD

�$� ���[  �� ���
,Q TXHVWD IRUPD HVVD �H HTXLYDOHQWH �FRQVLGHULDPR SHU FRPRGLW�D LO FDVR Q  �� DO VHJXHQWH
VLVWHPD GL HTXD]LRQL OLQHDUL RPRJHQHH �FLR�H FRL WHUPLQL QRWL WXWWL XJXDOL D ]HUR��

�

!

�
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�

�D _ _ � ��[ _ � D _ ` [ ` � D _ a [ a  ��
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6H OD PDWULFH GHL FRH�FLHQWL

$� ��  
�

�

D � � � � D � � D � �
D � � D � � � � D � �
D � � D � � D � � � �

�

� ���

DYHVVH GHWHUPLQDQWH QRQ QXOOR� SHU LO WHRUHPD GL &UDPHU VL DYUHEEH OD VROD VROX]LRQH
QXOOD� [  ��� �� ��� 6H YRJOLDPR GHWHUPLQDUH GHJOL DXWRYHWWRUL QRQ QXOOL GREELDPR
TXLQGL GDUH D � GHL YDORUL WDOL GD DQQXOODUH LO GHWHUPLQDQWH GL TXHVWD PDWULFH�

GHW�$� ���  �� ���
,Q H�HWWL TXHVWD FRQGL]LRQH VL WUDGXFH LQ XQ
HTXD]LRQH DOJHEULFD GL JUDGR Q QHOO
LQFRJQLWD
�� GHWWD HTXD]LRQH FDUDWWHULVWLFD R VHFRODUH GHOOD PDWULFH� 1HO FDVR Q  � OD ���
GLYHQWD

�

�

�

�

�

�

D � � � � D � � D � �
D � � D � � � � D � �
D � � D � � D � � � �
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�
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 �� �� � �

H VYLOXSSDQGR LO GHWHUPLQDQWH VL RWWLHQH DSSXQWR XQ
HTXD]LRQH DOJHEULFD GL WHU]R JUDGR�
/H Q UDGLFL �� � � � � � � � � � � � � �HVLVWHQWL SHU LO WHRUHPD IRQGDPHQWDOH GHOO
DOJHEUD� VRQR JOL
DXWRYDORUL GHOOD PDWULFH $� ,O ORUR LQVLHPH SUHQGH LO QRPH GL VSHWWUR GHOOD PDWULFH�
&DOFRODWL JOL DXWRYDORUL� VH VL DVVHJQDQR VXFFHVVLYDPHQWH D � TXHVWL YDORUL� SHU RJQXQR GL
HVVL VL GHYH ULVROYHUH LO VLVWHPD ���� 6LFFRPH LO GHWHUPLQDQWH GHOOD PDWULFH GHL FRH�FLHQWL
�H QXOOR� XQD GHOOH HTXD]LRQL GHO VLVWHPD �H VRYUDEERQGDQWH �SHUFK�H XQD ULJD GHOOD PDWULFH
�H VHQ]
DOWUR FRPELQD]LRQH OLQHDUH GHOOH DOWUH� H VL SX�R HOLPLQDUH� 6L RWWLHQH TXLQGL XQ
VLVWHPD RPRJHQHR GL Q�� �QHO QRVWUR FDVR GXH� HTXD]LRQL LQ Q LQFRJQLWH� FKH KD LQ�QLWH
VROX]LRQL� FKH GL�HULVFRQR SHU XQ IDWWRUH GL SURSRU]LRQDOLW�D� FRPH RVVHUYDWR DOO
LQL]LR�
6H VL DVVHJQD DG XQD GL TXHVWH LQFRJQLWH XQ YDORUH TXDOVLDVL �QRQ QXOOR�� DOORUD VL KD LO
SDUHJJLDPHQWR WUD QXPHUR GL HTXD]LRQL H QXPHUR GL LQFRJQLWH� Q � �� ,O VLVWHPD FRV��
RWWHQXWR QRQ �H SL�X RPRJHQHR H� VH LO VXR GHWHUPLQDQWH QRQ �H QXOOR� IRUQLVFH XQD VROD
VROX]LRQH�
2VVHUYD]LRQH �� 9D WHQXWR SUHVHQWH FKH XQD PDWULFH UHDOH SX�R DYHUH DXWRYDORUL FRPS�
OHVVL� L FXL FRUULVSRQGHQWL DXWRYHWWRUL ULVXOWDQR FRPSOHVVL� , YHWWRUL FRPSOHVVL� DQDORJD�
PHQWH DL QXPHUL FRPSOHVVL� VL UDSSUHVHQWDQR FRQ VFULWWXUH GHO WLSR D � LE FRQ D H E
YHWWRUL UHDOL�
2VVHUYD]LRQH �� /D VRPPD GHJOL HOHPHQWL GHOOD GLDJRQDOH SULQFLSDOH GL XQD PDWULFH
$ SUHQGH LO QRPH GL WUDFFLD GHOOD PDWULFH� WU$� 6L SX�R GLPRVWUDUH FKH� �L� LO SURGRWWR
GHJOL DXWRYDORUL �H XJXDOH DO GHWHUPLQDQWH GHOOD PDWULFH� �LL� OD VRPPD GHJOL DXWRYDORUL �H
XJXDOH DOOD WUDFFLD GHOOD PDWULFH�

�
<

� � � �
�  GHW$�

�
;

� � � �
�  WU$� ���
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(VHPSLR �� /
HTXD]LRQH FDUDWWHULVWLFD GHOOD PDWULFH URWD]LRQH 5 º LQWRUQR DOO
DVVH ] �H

GHW
�

�

FRV � � � � VLQ � �
VLQ � FRV � � � �
� � �� �

�

�  �

FLR�H
��� ����FRV � � �� » � VLQ » ��  ��

'L TXL VL YHGH FKH XQR GHJOL DXWRYDORUL �H � ¼  � H JOL DOWUL GXH VRQR OH UDGLFL GHOO
HTXD]LRQH
� ½ � �� FRV � � �  ��

� ½ ¾ ¿  FRV � � L VLQ �  H À Á Â �
6L WUDWWD TXLQGL GL DXWRYDORUL FRPSOHVVL� D PHQR FKH QRQ VLD �  � R �  �� $OO
DXWRYDORUH
� FRUULVSRQGH O
DXWRYHWWRUH N �FKH UDSSUHVHQWD O
DVVH GHOOD URWD]LRQH��
(VHPSLR �� 'HWHUPLQLDPR JOL DXWRYDORUL H JOL DXWRYHWWRUL GHOOD PDWULFH UHDOH

$  
�

�

� � ��� � ��� � �

�

�

/
HTXD]LRQH FDUDWWHULVWLFD

GHW�$� ���  GHW
�

�

�� � � ��� �� � ��� � �� �

�

�  �

VL ULGXFH D �FRQYLHQH YLOXSSDUH LO GHWHUPLQDQWH ULVSHWWR DOOD SULPD ULJD�
��� ����� �� Ã � ���� ��  ��

$ SULPR PHPEUR WURYLDPR LO IDWWRUH �� �� TXLQGL � Ä  � �H XQ DXWRYDORUH� , ULPDQHQWL
VRQR OH UDGLFL GHOO
HTXD]LRQH

��� ����� �� � �  ��
FLR�H� � Ã  � H � Å  �� /R VSHWWUR �H TXLQGL ��� �� ��� &DOFROLDPR RUD JOL DXWRYHWWRUL� &RQ
�  � Ä  � LO VLVWHPD ��� GLYHQWD�

�

!

�

!

�

�[ Ä � [ Å  ����[ Ä  ����[ Ä  ��
&RPH VL YHGH� GXH GHOOH HTXD]LRQL DGGLULWWXUD FRLQFLGRQR� /H VROX]LRQL VRQR GDWH GD
[ Ä  �� [ Å  � H [ Ã TXDOVLDVL �TXHVW
LQFRJQLWD QRQ �H FRLQYROWD GDO VLVWHPD�� 3RVVLDPRVFHJOLHUH [ Ã  �� 8Q DXWRYHWWRUH [ Ä FRUULVSRQGHQWH D � Ä  � �H TXLQGL
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&RQ �  � ñ  � LO VLVWHPD ��� GLYHQWD
�

!

�

!

�

�[ ò � [ ó  ����[ ò � [ ñ  ����[ ò � [ ó  ��
/D SULPD H OD WHU]D HTXD]LRQH FRLQFLGRQR� 3RQHQGR [ ò  � VL WURYD [ ñ  �� H [ ó  ���
/
DXWRYHWWRUH FRUULVSRQGHQWH �H TXLQGL

[ ñ  
�

�

�����
�

� �

&RQ FDOFROR DQDORJR VL YHGH LQ�QH FKH XQ DXWRYHWWRUH FRUULVSRQGHQWH D �  � ó  � �H

[ ó  
�

�

�����
�

� �

/D FRUUHWWH]]D GHL ULVXOWDWL SX�R HVVHUH FRQWUROODWD YHUL�FDQGR FKH
$[ ò  [ ò ��  ���
$[ ñ  �[ ñ ��  ���
$[ ó  �[ ó ��  ���

8Q
XOWHULRUH YHUL�FD VL KD FRQ OH ���� ,QIDWWL LO FDOFROR GHO GHWHUPLQDQWH H GHOOD WUDFFLD
PRVWUD FKH GHW$  � H WU$  �� (G �H SURSULR � ò � ñ � ó  � � � � �  �� � ò � � ñ � � ó  
� � � � �  ��
� � 0DWULFL VSHFLDOL�
&RPH VL �H YLVWR� GDWD XQD PDWULFH TXDGUDWD $� DG HVVD VL DVVRFLDQR OH PDWULFL �DQFRUD
TXDGUDWH H GHOOR VWHVVR RUGLQH��

$ ô

$ õ

$ ö ÷  �GHW$� ö ÷ $ õ ô

$ ø
$ ù  $ ø

ô

WUDVSRVWD
FRPSOHPHQWDUH
LQYHUVD� VH GHW$ � �
FRQLXJDWD FRPSOHVVD
DJJLXQWD R FRQLXJDWD KHUPLWLDQD�

1HOOH DSSOLFD]LRQL GHO FDOFROR PDWULFLDOH VYROJRQR XQ UXROR LPSRUWDQWH DOFXQL WLSL SDUWL�
FRODUL GL PDWULFL TXDGUDWH� OD FXL GH�QL]LRQH FRLQYROJH TXHVWH RSHUD]LRQL�
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� 0DWULFL VLPPHWULFKH� 8QD PDWULFH $ �H GHWWD VLPPHWULFD VH FRLQFLGH FRQ OD VXD
WUDVSRVWD�

$ �  $� ���
*OL HOHPHQWL GL XQD PDWULFH VLPPHWULFD VRGGLVIDQR SHUWDQWR DOOD FRQGL]LRQH

D  !  D!  � ���
&L�R VLJQL�FD FKH JOL HOHPHQWL VLPPHWULFL ULVSHWWR DOOD GLDJRQDOH SULQFLSDOH FRLQFLGRQR�
3HU OH PDWULFL VLPPHWULFKH UHDOH YDOJRQR OH VHJXHQWL SURSULHW�D�
7HRUHPD �� �L� *OL DXWRYDORUL GL XQD PDWULFH VLPPHWULFD UHDOH VRQR WXWWL UHDOL� �LL�
'XH DXWRYHWWRUL [ " H [ # GL XQD PDWULFH VLPPHWULFD UHDOH� FRUULVSRQGHQWL DG DXWRYDORUL
GLVWLQWL � $ � � % � VRQR IUD ORUR RUWRJRQDOL� [ & � [ '  ��

' 0DWULFL RUWRJRQDOL� 8QD PDWULFH 4 �H GHWWD RUWRJRQDOH VH OD VXD WUDVSRVWD FRLQ�
FLGH FRQ OD VXD LQYHUVD

4 (  4 ) * RYYHUR 4 ( 4  44 (  �� ���

6RQR GL SDUWLFRODUH LQWHUHVVH SHU OH DSSOLFD]LRQL OH PDWULFL RUWRJRQDOL UHDOL� 1HO FDVR Q  �
HVVH UDSSUHVHQWDQR URWD]LRQL GHOOR VSD]LR LQWRUQR DG XQ SXQWR R DQFKH VLPPHWULH �YHGL
JOL (VHPSL � H � GL [���
7HRUHPD �� �L� 8QD PDWULFH 4 �H RUWRJRQDOH VH H VROR L VXRL YHWWRUL ULJD �R L YHWWRUL
FRORQQD� VRQR XQLWDUL H IUD ORUR RUWRJQDOL VHFRQGR LO SURGRWWR VFDODUH RUGLQDULR� �LL� 8QD
PDWULFH 4 �H RUWRJRQDOH VH H VROR VH FRQVHUYD LO SURGRWWR VFDODUH IUD YHWWRUL�

�4X� � �4Y�  X � Y� ���
�LLL� ,O GHWHUPLQDQWH GL XQD PDWULFH RUWRJRQDOH YDOH ��� �LY� *OL DXWRYDORUL GL XQD
PDWULFH RUWRJRQDOH UHDOH VRQR XQLWDUL� M�M  ��
3DVVDQGR DOOH PDWULFL FRPSOHVVH� �H FRQYHQLHQWH XWLOL]]DUH OD QRWD]LRQH GL 'LUDF�
2VVHUYD]LRQH �� 1RWD]LRQL GL 'LUDF� ,O VLPEROR K� M �L XWLOL]]DWR SHU LO SURGRWWR
KHUPLWLDQR GL GXH YHWWRUL SUHQGH LO QRPH GL EUDFNHW� 8Q YHWWRUH FRORQQD Y YLHQH DQFKH
GHQRWDWR FRQ MYL H YLHQH GHWWR NHW�

M YL  
�

�

�

�

Y +
Y ,���
Y -

�

�

�

�

�

&RQ LO VLPEROR KY M� GHWWR EUD� V
LQWHQGH LO YHWWRUH ULJD DJJLXQWR GHO YHWWRUH FRORQQD Y�
6L SRQH FLR�H KY M  M YL .  >Y /+ � Y /, � � � � � Y /- @�
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3HUWDQWR� OH VFULWWXUH KX MYL  X Z Y
VRQR HTXLYDOHQWL� D VLQLVWUD FRPSDUH OD QRWD]LRQH EUD�NHW� FKH PHWWH LQVLHPH XQ �EUD�
H XQ �NHW�� D GHVWUD XQ SURGRWWR GL GXH PDWULFL� XQD PDWULFH�YHWWRUH ULJD X [ SHU XQD
PDWULFH�YHWWRUH FRORQQD Y� 4XLQGL�

KX MYL  >X \ ] � X \^ � � � � � X \_ @

�

�

�

�

Y ]
Y ^
���
Y _

�

�

�

�

 
_
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` a ]
X \` Y ` �

'L FRQVHJXHQ]D VL SRQH
$ MYL  $Y�

GRYH D GHVWUD DEELDPR LO SURGRWWR GL XQD PDWULFH TXDGUDWD $ SHU XQ YHWWRUH FRORQQD Y�
LO ULVXOWDWR �H DQFRUD XQ YHWWRUH FRORQQD� TXLQGL XQ �NHW�� 3RQHQGR D VLQLVWUD XQ �EUD�
VL YHGH FKH

KX M$ MYL  X [ $Y  
_
;

` b c a ] X \` D ` c Y c �

d 0DWULFL DXWRDJJLXQWH� 8QD PDWULFH $ �H GHWWD DXWRDJJLXQWD R KHUPLWLDQD VH
FRLQFLGH FRQ OD VXD DJJLXQWD�

$ [  $� ���
*OL HOHPHQWL GL XQD PDWULFH DXWRDJJLXQWD VRGGLVIDQR SHUWDQWR DOOD FRQGL]LRQH

D \` c  Dc ` � ���
8QD PDWULFH DXWRDJJLXQWD UHDOH �H VLPPHWULFD� 6L QRWL FKH JOL HOHPHQWL GHOOD GLDJRQDOH
SULQFLSDOH GL XQD PDWULFH DXWRDJJLXQWD VRQR UHDOL� 1HOOH DSSOLFD]LRQL DOOD �VLFD VRQR GL
SDUWLFRODUH LPSRUWDQ]D OH VHJXHQWL SURSULHW�D GHOOH PDWULFL DXWRDJJLXQWH�
7HRUHPD �� �L� 8QD PDWULFH $ �H DXWRDJJLXQWD VH H VROR VH

KX M$ MYL  KY M$ MXL  RYYHUR X [ $Y  Y [ $X� ���
�LL� 8QD PDWULFH $ �H DXWRDJJLXQWD VH H VROR VH

KX M$ MXL � 5� � X � & e � ���
�LLL� *OL DXWRYDORUL GL XQD PDWULFH DXWRDJJLXQWD VRQR UHDOL� �LY� 'XH DXWRYHWWRUL [ f H [ g
GL XQD PDWULFH DXWRDJJLXQWD� FRUULVSRQGHQWL DG DXWRYDORUL GLVWLQWL � f � � g VRQR IUD ORUR
RUWRJRQDOL VHFRQGR LO SURGRWWR KHUPLWLDQR� K[ f M[ g L  ��
(VHPSLR �� 0DWULFL GL 3DXOL� 6RQR OH PDWULFL �� �
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6RQR DXWRDJJLXQWH �  � H   � VRQR UHDOL H VLPPHWULFKH�� ,O SURGRWWR GL GXH GL TXHVWH
PDWULFL G�D FRPH ULVXOWDWR OD ULPDQHQWH� D PHQR GHO VHJQR H GHO IDWWRUH L� VHFRQGR OD
OHJJH �OD VRPPD GHJOL LQGLFL �  �� �� � GHYH LQWHQGHUVL �FLFOLFD� R �PRGXOR ���

  �   � � �  L  � � �
(VVH DQWLFRPPXWDQR�

  �   �  �   � �  � �� � ��
HG L ORUR TXDGUDWL GDQQR OD PDWULFH XQLW�D�

  ��  ��
� 0DWULFL XQLWDULH� 8QD PDWULFH 8 �H GHWWD XQLWDULD VH OD VXD DJJLXQWD FRLQFLGH FRQ
OD VXD LQYHUVD

8 �  8 � � RYYHUR 8 � 8  88 �  �� ���
6L RVVHUYL� D WLWROR GL HVHPSLR� FKH OH PDWULFL GL 3DXOL VRQR XQLWDULH �SHUFK�H VRQR DXWRDJ�
JLXQWH H D TXDGUDWR XJXDOH DOO
XQLW�D��
7HRUHPD �� �L� 8QD PDWULFH 8 �H XQLWDULD VH H VROR VH L VXRL YHWWRUL ULJD �R L YHWWRUL
FRORQQD� VRQR XQLWDUL H IUD ORUR RUWRJQDOL VHFRQGR LO SURGRWWR KHUPLWLDQR� �LL� 8QD
PDWULFH 8 �H XQLWDULD VH H VROR VH FRQVHUYD LO SURGRWWR KHUPLWLDQR IUD YHWWRUL

K8X M8YL  KX MYL� ����
�LLL� ,O GHWHUPLQDQWH GL XQD PDWULFH XQLWDULD YDOH ��� �LY� *OL DXWRYDORUL GL XQD PDWULFH
XQLWDULD VRQR XQLWDUL� M�M  ��

� 0DWULFL QRUPDOL� 8QD PDWULFH1 �H GHWWD QRUPDOH VH FRPPXWD FRQ OD VXD DJJLXQWD
1 � 1  11 � � ����

6L RVVHUYL FKH XQD PDWULFH DXWRDJJLXQWD �H QRUPDOH�
� 0DWULFL WULDQJRODUL� 8QD PDWULFH5 �H GHWWD WULDQJRODUH VXSHULRUH VH JOL HOHPHQWL
DO GL VRWWR GHOOD GLDJRQDOH SULQFLSDOH VRQR WXWWL QXOOL �WULDQJRODUH LQIHULRUH VH VRQR
QXOOL TXHOOL VRSUD OD GLDJRQDOH�� /H PDWULFL WULDQJRODUL WURYDQR LPSRUWDQWL DSSOLFD]LRQL
QHOOD WHRULD GHL VLVWHPL GL HTXD]LRQL OLQHDUL H QHO FDOFROR GHJOL DXWRYDORUL GL XQD PDWULFH�
(VVH LQIDWWL JRGRQR GHOOH VHJXHQWL SURSULHW�D�
7HRUHPD �� �L� ,O GHWHUPLQDQWH GL XQD PDWULFH WULDQJRODUH �H XJXDOH DO SURGRWWR GHJOL
HOHPHQWL GHOOD VXD GLDJRQDOH SULQFLSDOH� �LL� *OL DXWRYDORUL GL XQD PDWULFH WULDQJRODUH
FRLQFLGRQR FRQ JOL HOHPHQWL GHOOD VXD GLDJRQDOH SULQFLSDOH�

� 0DWULFL VLPLOL� 'XH PDWULFL $ H % VL GLFRQR VLPLOL R HTXLYDOHQWL VH HVLVWH XQD
PDWULFH UHJRODUH =� GHWWD PDWULFH GL WUDVIRUPD]LRQH� WDOH FKH

%  = � � $=� ����
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4XHVWD UHOD]LRQH GL �VLPLOLWXGLQH� �H XVDWD QHO FDOFROR GHJOL DXWRYDORUL GL XQD PDWULFH� LQ
YLUW�X GHO VHJXHQWH QRWHYROH WHRUHPD�
7HRUHPD �� 'XH PDWULFL VLPLOL KDQQR JOL VWHVVL DXWRYDORUL �TXLQGL OD VWHVVD WUDFFLD H OR
VWHVVR GHWHUPLQDQWH� SHU O
2VV�� GHO [���
'LPRVWUD]LRQH�

GHW�%� ���  GHW�= È É $=� ���  GHW>= È É �$� ���=@
 GHW= È É GHW�$� ��� GHW=  GHW�$� ����

SHUFK�H GHW= È É GHW=  ��
6L FHUFD TXLQGL GL WURYDUH XQD PDWULFH GL WUDVIRUPD]LRQH FKH UHQGD % R WULDQJRODUH
�H VL VIUXWWD TXLQGL LO 7HRUHPD �� R DGGLULWWXUD GLDJRQDOH �QHO TXDO FDVR JOL DXWRYDORUL
FRLQFLGRQR SURSULR FRQ JOL HOHPHQWL GHOOD GLDJRQDOH�� 6L SX�R GLPRVWUDUH FKH
7HRUHPD �� 2JQL PDWULFH QRUPDOH �TXLQGL LQ SDUWLFRODUH RJQL PDWULFH DXWRDJJLXQWD�
VL SX�R GLDJRQDOL]]DUH FRQ XQD PDWULFH GL WUDVIRUPD]LRQH XQLWDULD�

�� � *UXSSL�
8Q
RSHUD]LRQH ELQDULD LQWHUQD DG XQ LQVLHPH * �H XQD OHJJH FKH D GXH HOHPHQWL GL *
DVVRFLD DQFRUD XQ HOHPHQWR GL *� 'HQRWLDPR XQD JHQHULFD RSHUD]LRQH GL TXHVWR WLSR FRQ
LO VLPEROR Ê � 6XSSRQLDPR FLR�H FKH D GXH HOHPHQWL D� E � * VL SRVVD IDU FRUULVSRQGHUH
FRQ XQD UHJROD EHQ GH�QLWD XQ WHU]R HOHPHQWR GL * FKH GHQRWLDPR FRQ D Ê E�
&RQRVFLDPR DOFXQL HVHPSL GL RSHUD]LRQL ELQDULH LQWHUQH�
�D� /D VRPPD GL GXH QXPHUL� SHU OD TXDOH VL XVD LO VLPEROR �� D Ê E  D� E� /
LQVLHPH
* SX�R HVVHUH XQR TXDOXQTXH GHJOL LQVLHPL QXPHULFL IRQGDPHQWDOL �1� =� 4� 5� &��
�E� ,O SURGRWWR GL GXH QXPHUL� SHU LO TXDOH VL XVD LO VLPEROR D Ë E  D � E R VHPSOLFHPHQWH
DE�
�F� ,O SURGRWWR YHWWRULDOH GL GXH YHWWRUL D H E� SHU LO TXDOH VL XVD LO VLPEROR �� D Ë E  
D� E�
�G� ,O SURGRWWR GL GXH PDWULFL TXDGUDWH GHOOR VWHVVR RUGLQH $ H %� SHU FXL VL VFULYH
VHPSOLFHPHQWH $ Ë %  $%�
6L QRWL FKH� SHU HVHPSLR� LO SURGRWWR VFDODUH GL GXH YHWWRUL HXFOLGHL QRQ �H XQ
RSHUD]LRQH
ELQDULD LQWHUQD� LO ULVXOWDWR QRQ �H SL�X XQ YHWWRUH� EHQV�� XQ QXPHUR�
+D SDUWLFRODUH LPSRUWDQ]D LQ PDWHPDWLFD� H QHOOH VXH DSSOLFD]LRQL� FRQVLGHUDUH LQVLHPL
GRWDWL GL XQ
RSHUD]LRQH ELQDULD LQWHUQD VRGGLVIDFHQWH D SDUWLFRODUL FRQGL]LRQL� LQ DFFRUGR
FRQ OD VHJXHQWH JHQHUDOH GH�QL]LRQH�
'H�QL]LRQH �� 8Q LQVLHPH * �H GHWWR JUXSSR VH �H GRWDWR GL XQ
RSHUD]LRQH ELQDULD
LQWHUQD Ì SHU OD TXDOH YDOJRQR OH VHJXHQWL SURSULHW�D�
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�L� HVLVWH XQ HOHPHQWR QHXWUR H WDOH FKH
D ñ H  D�

�LL� SHU RJQL D � * HVLVWH XQ HOHPHQWR UHFLSURFR R LQYHUVR� FKH GHQRWLDPR FRQ D ò ó �
WDOH FKH

D ñ D ò ó  H�
�LLL� YDOH OD SURSULHW�D DVVRFLDWLYD�

D ñ �E ñ F�  �D ô E� ô F�

2VVHUYD]LRQH �� 6L QRWL EHQH FKH QHOOD GH�QL]LRQH GL JUXSSR QRQ �H ULFKLHVWD OD SURSULHW�D
FRPPXWDWLYD GHOO
RSHUD]LRQH ELQDULD LQWHUQD� 6H TXHVWD YDOH� FLR�H VH VL KD VHPSUH

D ô E  E ô D�
DOORUD VL GLFH FKH LO JUXSSR �H FRPPXWDWLYR R DEHOLDQR �GDO PDWHPDWLFR QRUYHJHVH 1�
+� $EHO� �����������
(VHPSLR �� *UXSSL QXPHULFL DGGLWLYL� *OL LQVLHPL QXPHULFL = �QXPHUL LQWHUL UHOD�
WLYL�� 4 �UD]LRQDOL�� 5 �UHDOL�� & �FRPSOHVVL� VRQR JUXSSL FRPPXWDWLYL ULVSHWWR DOO
RUGLQD�
ULD RSHUD]LRQH GL VRPPD �� /
HOHPHQWR QHXWUR �H OR ]HUR� LO UHFLSURFR GL XQ QXPHUR D �H
LO VXR RSSRVWR �D�
(VHPSLR �� *UXSSL QXPHULFL PROWLSOLFDWLYL� (VFOXGHQGR OR ]HUR� JOL LQVLHPL QX�
PHULFL 4 õ  4 � I�J� 5 ö  5 � I�J� & ö  & � I�J VRQR JUXSSL FRPPXWDWLYL ULVSHWWR
DOO
RUGLQDULD RSHUD]LRQH GL PROWLSOLFD]LRQH� /
HOHPHQWR QHXWUR �H LO QXPHUR �� LO UHFLSURFR
GL XQ QXPHUR D �H OD IUD]LRQH ÷ø �
2VVHUYD]LRQH �� 6L QRWL FKH 1 QRQ �H XQ JUXSSR ULVSHWWR DOOD VRPPD H DOOD PROWLSOL�
FD]LRQH SHUFK�H� SXU DYHQGR O
HOHPHQWR QHXWUR SHU HQWUDPEH OH RSHUD]LRQL �� H ��� QHVVXQ
QXPHUR QDWXUDOH KD LO UHFLSURFR ULVSHWWR D TXHVWH�
2VVHUYD]LRQH �� /
LQVLHPH GHL YHWWRUL HXFOLGHL �H XQ JUXSSR DEHOLDQR ULVSHWWR DOOD
VRPPD �UHJROD GHO SDUDOOHORJUDPPD�� O
HOHPHQWR QHXWUR �H LO YHWWRUH QXOOR � H RJQL YHW�
WRUH Y DPPHWWH FRPH UHFLSURFR LO YHWWRUH RSSRVWR �Y� 7XWWDYLD� QRQ �H XQ JUXSSR
ULVSHWWR DO SURGRWWR YHWWRULDOH� QRQ HVLVWH O
HOHPHQWR QHXWUR� Q�H O
LQYHUVR� Q�H O
RSHUD]LRQH
�H DVVRFLDWLYD�
(VHPSLR �� *UXSSL GL PDWULFL� &RQVLGHUDWR O
LQVLHPH GL PDWULFL TXDGUDWH GL XQ
PHGHVLPR RUGLQH Q �UHDOL R FRPSOHVVH� RVVHUYLDPR FKH O
RUGLQDULR SURGRWWR �H XQD OHJJH
GL FRPSRVL]LRQH ELQDULD LQWHUQD� DVVRFLDWLYD PD QRQ FRPPXWDWLYD� ULVSHWWR DOOD TXDOH OD
PDWULFH LGHQWLW�D � VL FRPSRUWD GD HOHPHQWR QHXWUR� /
HOHPHQWR UHFLSURFR GL XQD PDWULFH
�H OD PDWULFH LQYHUVD� 7XWWDYLD� O
LQVLHPH GL WXWWH OH PDWULFL TXDGUDWH GL RUGLQH Q QRQ
�H XQ JUXSSR� SHUFK�H QRQ WXWWH OH PDWULFL KDQQR LQYHUVD� VROR TXHOOH UHJRODUL �FLR�H D
GHWHUPLQDQWH QRQ QXOOR�� OH TXDOL IRUPDQR H�HWLYDPHQWH XQ JUXSSR� 7UD TXHVWH YL VRQR
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SHU�R YDUL SDUWLFRODUL VRWWRLQVLHPL FKH IRUPDQR D ORUR YROWD GHL JUXSSL� 1H FRQVLGHULDPR
DOFXQL HVHPSL�
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*/�Q�&�
*/�Q�5�
8�Q�
2�Q�

PDWULFL FRPSOHVVH UHJRODUL�
PDWULFL UHDOL UHJRODUL�
PDWULFL �FRPSOHVVH� XQLWDULH�
PDWULFL �UHDOL� RUWRJRQDOL�

(VVL SUHQGRQR ULVSHWWLYDPHQWH LO QRPH GL� JUXSSR JHQHUDOH OLQHDUH FRPSOHVVR �GL
RUGLQH Q�� JUXSSR JHQHUDOH OLQHDUH UHDOH� JUXSSR XQLWDULR� JUXSSR RUWRJRQDOH�
3HU GLPRVWUDUH FKH WXWWL TXHVWL LQVLHPL VRQR JUXSSL FL VL EDVD LQQDQ]LWXWWR VXOOD SURSULHW�D
FKH LO GHWHUPLQDQWH GL XQ SURGRWWR �H LO SURGRWWR GHWHUPLQDQWL�

GHW�$%�  GHW$ GHW%� ���
'L TXL VHJXH VXELWR FKH VH GXH PDWULFL VRQR UHJRODUL� DQFKH OD PDWULFH SURGRWWR �H UHJRODUH�
FL�R VLJQL�FD FKH LO SURGRWWR �H XQ
RSHUD]LRQH �LQWHUQD� DOO
LQVLHPH� 'XQTXH */�Q�&� H
*/�Q�5� VRQR JUXSSL� 3HU TXHO FKH ULJXDUGD OH PDWULFL RUWRJRQDOL� YD ULFRUGDWR FKH HVVH
VRQR FDUDWWHUL]]DWH GDOO
XJXDJOLDQ]D

44 $  � �� 4 $  4 % & � ���
TXLQGL� VH 4 & H 4 ' VRQR RUWRJRQDOL� SHU LO ORUR SURGRWWR ULVXOWD�

�4 & 4 ' ��4 & 4 ' � $  4 & 4 ' 4 $
' 4 $ &  4 & �4 $ &  4 & 4 $ &  ��

'XQTXH DQFKH 4 & 4 ' VRGGLVID DOOD VWHVVD SURSULHW�D� ,O SURGRWWR �H TXLQGL �LQWHUQR�
DOO
LQVLHPH 2�Q�� 4XHVW
LQVLHPH FRQWLHQH OD PDWULFH LGHQWLW�D �� FKH �H RYYLDPHQWH XQD
PDWULFH UWRJRQDOH� /D PDWULFH LQYHUVD 4 % & GL XQD PDWULFH RUWRJRQDOH �H DQFK
HVVD RU�
WRJRQDOH� LQIDWWL

4 % & �4 % & � $  4 % & 4 $ $  4 % & 4  ��
�( FRV�� GLPRVWUDWR FKH 2�Q� �H XQ JUXSSR� /D GLPRVWUD]LRQH FKH 8�Q� �H XQ JUXSSR �H GHO
WXWWR DQDORJD� EDVWD VRVWLWXLUH $ FRQ \�
2VVHUYLDPR FKH SHU OD ��� GDOOD ��� VHJXH� WHQXWR FRQWR FKH GHW4 (  GHW4�

�GHW4� )  �� RYYHUR GHW4  ���
'XQTXH� OH PDWULFL RUWRJRQDOL KDQQR GHWHUPLQDQWH XJXDOH D �� R ��� $OOD VWHVVD
FRQFOXVLRQH VL JLXQJH� FRQ OR VWHVVR PHWRGR� SHU OH PDWULFL XQLWDULH� '
DOWUD SDUWH� VL
RVVHUYD FKH SHU OH PDWULFL D GHWHUPLQDQWH �� LO SURGRWWR QRQ �H LQWHUQR� LO SURGRWWR GL
GXH PDWULFL GL TXHVWR WLSR KD LQIDWWL GHWHUPLQDQWH �� �VL YHGD OD ����� /R �H LQYHFH SHU
TXHOOH D GHWHUPLQDQWH ��� ,Q�QH� OD PDWULFH � KD GHWHUPLQDQWH � H O
LQYHUVD GL XQD
PDWULFH D GHWHUPLQDQWH � KD DQFRUD GHWHUPLQDQWH � �VHJXH DQFRUD GDOOD ���� SRQHQGR
%  $ * + �� $EELDPR FRV�� LQGLYLGXDWR DOWUL TXDWWUR JUXSSL QRWHYROL�
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PDWULFL FRPSOHVVH D GHWHUPLQDQWH � ��
PDWULFL UHDOL D GHWHUPLQDQWH � ��
PDWULFL XQLWDULH D GHWHUPLQDQWH � ��
PDWULFL RUWRJRQDOL �UHDOL� D GHWHUPLQDQWH � ��
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4XHVWL XOWLPL GXH VRQR GHWWL� ULVSHWWLYDPHQWH� JUXSSR XQLWDULR VSHFLDOH H JUXSSR
RUWRJRQDOH VSHFLDOH �GL RUGLQH Q��
2VVHUYD]LRQH �� 4XHVWL HVHPSL PRVWUDQR FKLDUDPHQWH FKH XQ JUXSSR* SX�R DPPHWWHUH
XQ VRWWRLQVLHPH + FKH �H HVVR VWHVVR XQ JUXSSR� FLR�H WDOH FKH �L� OD FRPSRVL]LRQH GL GXH
HOHPHQWL GL + �H DQFRUD XQ HOHPHQWR GL + �O
RSHUD]LRQH ELQDULD �H DQFRUD LQWHUQD DG +��
�LL� O
HOHPHQWR QHXWUR DSSDUWLHQH DG +� �LLL� LO UHFLSURFR GL XQ HOHPHQWR GL + �H DQFRUD XQ
HOHPHQWR GL +� 6L SX�R GLPRVWUDUH FKH D�QFK�H XQ VRWWLQVLHPH + � * VLD XQ VRWWRJUXSSR
�H QHFHVVDULR H VX�FLHQWH FKH YDOJD O
LPSOLFD]LRQH

D� E � +  � D P E Q R � +�
3HU HVHPSLR� L JUXSSL GL PDWULFL VRSUD FRQVLGHUDWL IRUPDQR XQD FDWHQD GL VRWWRJUXSSL GL
*/�Q�&� VHFRQGR OR VFKHPD VHJXHQWH�

*/�Q�&�   6/�Q�&�   8�Q�   68�Q�> > > >
*/�Q�5�   6/�Q�5�   2�Q�   62�Q�

2VVHUYD]LRQH �� /
LPSRUWDQ]D GHO FRQFHWWR GL JUXSSR ULVLHGH QHO IDWWR FKH D SDUWLUH
GDOOH VROH SURSULHW�D �IRUPDOL� HOHQFDWH QHOOD 'H�QL]LRQH �� �H SRVVLELOH VWDELOLUH WXWWR XQ
FRPSOHVVR GL WHRUHPL� D SUHVFLQGHUH GDOOD QDWXUD GHJOL RJJHWWL FKH IRUPDQR LO JUXSSR
�QXPHUL� PDWULFL R DOWUR�� 4XHVWD �H OD WHRULD GHL JUXSSL� 3HU HVHPSLR� L SULPL WHRUHPL
D�HUPDQR FKH�
�,� 8Q JUXSSR SRVVLHGH XQ VROR HOHPHQWR QHXWUR H FLR�H WDOH FKH D S H  D� 6L KD DQFKH
H S D  D�
�,,� ,Q XQ JUXSSR O
LQYHUVR D T U GL XQ HOHPHQWR D �H XQLFR H VL KD DQFKH D T U S D  H�
�,,,� ,Q XQ JUXSSR YDOJRQR OH OHJJL GL VHPSOL�FD]LRQH GHVWUD H VLQLVWUD� YDOH D GLUH

D S F  E S F  � D  E�
F S F  D S E  � D  E�

�,9� ,Q XQ JUXSSR YDOH OD VHJXHQWH UHJROD GL LQYHUVLRQH GL XQ SURGRWWR�
�D S E� T U  E T U S D T U �

3HUWDQWR� SHU HVHPSLR QHOO
DPELWR GHOOD WHRULD GHOOH PDWULFL� WURYDWD OD PDWULFH $ T U WDOH
FKH $$ T U  �� QRQ �H QHFHVVDULR GLPRVWUDUH FKH �H DQFKH $ T U $� SHUFK�H TXHVWD �H XQD
SURSULHW�D GL RJQL JUXSSR� 1RQ �H QHDQFKH QHFHVVDULR GLPRVWUDUH FKH YDOH O
XJXDJOLDQ]D
�$%� T U  % T U $ T U � SHUFK�H DQFKH TXHVWD ID SDUWH GHOOD WHRULD GHL JUXSSL�
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Laurea in Chimica, Corso di Matematica C, a.a. 2004-2005 1

Prof. S. Benenti

Integrali Multipli

1 - Integrali doppi

Sia f(x, y) una funzione a due variabili e sia D un dominio del piano (x, y) (che sup-
poniamo limitato, cioè rinchiudibile, per esempio, in un cerchio di raggio opportuno)
tutto contenuto nel dominio di definizione di f . Supponiamo che anche la funzione sia
limitata in D (cioè che l’insieme dei suoi valori in D sia un insieme numerico limitato).
Si può definire il concetto di integrale doppio di f su D, denotato con

∫∫

D

f(x, y) dxdy,

attribuendogli il significato di volume del solido costituito dai segmenti di retta paralleli
all’asse z aventi un estremo su D e l’altro sulla superficie di equazione z = f(x, y) (cioè
sul grafico del funzione). Si tratta di un volume con segno, positivo nelle parti in cui f
è positiva. Come vedremo piú avanti, detto segno dipende peró anche dall’ordine con
cui si considerano le coordinate (x, y). Se in particolare f ≡ 1, l’integrale doppio su D
fornisce l’area di D:

A(D) =

∫∫

D

dx dy.

Il procedimento di definizione dell’integrale doppio è analogo a quello utilizzato per la
definizione di integrale semplice. Si immagina di ricoprire D con una ”pavimentazione”
P di rettangoli Di, senza sovrapposizioni. Si prende l’estremo inferiore mi e l’estremo
superiore Mi dei valori assunti da f su Di (supponiamo la funzione f limitata, quindi
questi estremi esistono; se la f è continua questi coincino col minimo e col massimo;
poniamo eventualmente la funzione uguale a zero nei punti al di fuori di D). Ogni
piastrella ha un’area ben definita Ai (trattandosi di un rettangolo). Consideriamo allora
le somme (estese a tutti gli indici i)

sP =
∑

i

miAi, SP =
∑

i

MiAi.

Si ha ovviamente
sP · SP .

Queste somme, al variare della pavimentazione P (si pensi a tutte le pavimentazioni
possibili), definiscono due insiemi numerici {sP} e {SP}. Se l’estremo superiore del
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2 S. Benenti - Integrali multipli

primo insieme coincide con l’estremo inferiore del secondo, diciamo che questo numero
è l’integrale della funzione f su D.

Consideriamo il caso semplice ma fondamentale in cui il dominio d’integrazione D è
delimitato dai grafici di due funzioni y = α(x) e y = β(x),
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a b

α(x)

β(x)

D

con x variabile in un intervallo chiuso [a, b] e tale che α(x) · β(x). Si dimostra che se
le funzioni α(x) e β(x) sono continue e se anche f(x, y) è continua su D, allora esiste
l’integrale doppio ed è calcolabile con la seguente formula di riduzione:

∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

(∫ β(x)

α(x)

f(x, y) dy

)

dx (1)

Il suo significato è il seguente: supposto fissato x, si integra dapprima la funzione f(x, y)
come funzione della sola y tra i limiti d’integrazione α(x) e β(x); l’integrale cos̀ı ottenuto
è una funzione della x, che va intgrata tra gli estremi a e b. Come si vede, l’integrale
doppio

∫∫
D

è ricondotto a due integrali semplici successivi. Nella pratica la formula di
riduzione si scrive anche

∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

dx

∫ β(x)

α(x)

f(x, y) dy.

Lo stesso procedimento si applica per domini delimitati da curve di equazione x = α(y)
e x = β(y), cioè con il ruolo di x e y scambiato, e a domini che sono l’unione domini di
questo tipo. In questo secondo caso va infatti osservato che vale la proprietà additiva
degli integrali doppi su domini digiunti o che si toccano lungo curve.

Esempio 1. Calcolo del baricentro di un semidisco materiale omogeneo. Se si centra il
semidisco, di raggio R, nell’origine degli assi col diametro sull’asse x il baricentro G si
trova sull’asse y (per ragioni di simmetria)
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e la sua ordinata yG è data dall’integrale

yG =
1

m

∫∫

D

y dx dy

dove il dominio d’integrazione D è il semidisco ed m è la sua massa (la densità di massa
del disco è supposta uguale a 1, per cui la massa è uguale all’area). In questo caso
α(x) = 0 e β(x) =

√
R2 − x2 Per la formula di riduzione abbiamo successivamente:

myG =

∫ R

−R
dx

∫ √
R2−x2

0

y dy =

∫ R

−R

1
2

[
y2
]√R2−x2
0

dx

= 1
2

∫ R

−R
(R2 − x2) dx = 1

2 R
2
[
x
]R
−R −

1
2

[
1
3x

3
]R
−R = 2

3 R
3.

Siccome m = 1
2πR

2, segue che yG = 4
3πR � 0, 42R. La formula di riduzione si può

applicare in questo caso anche scambiando il ruolo di x e y. Si ha allora anche

myG =

∫ R

0

dy

∫ √R2−y2

−
√
R2−y2

y dx =

∫ R

0

y dy

∫ √R2−y2

−
√
R2−y2

dx

= 2

∫ R

0

√
R2 − y2 y dy = − 2

3

·
(R2 − y2)

3
2

]0

R2

= 2
3 R

3.

2 - Cambiamenti di coordinate

Certi domini d’integrazione sono più facilmente descrivibili usando coordinate polari
(ρ, θ) (o altre coordinate) anziché coordinate cartesiane (x, y). La regola di integrazione
per cambiamento di variabili, o per sostituzione, nel caso di due variabili si rende
automatica se al posto del simbolo dx dy che compare sotto il segno d’integrazione
doppia si usa invece il simbolo

dx ∧ dy
dove il simbolo ∧ è detto prodotto esterno. Questo prodotto è per definizione anti-
commutativo, cioè tale che

dx ∧ dy = − dy ∧ dx.

Di qui segue che
dx ∧ dx = dy ∧ dy = 0.

Per esso si assume inoltre valida la proprietà distributiva rispetto alla somma (nel senso
che ora vedremo). Se allora si considerano le equazioni che definiscono le coordinate
polari {

x = ρ cos θ,

y = ρ sin θ,
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4 S. Benenti - Integrali multipli

si ha successivamente, utilizzando le proprietà formali del differenziale d e del prodotto
esterno:

dx ∧ dy = d(ρ cos θ) ∧ d(ρ sin θ) = (dρ cos θ + ρ d cos θ) ∧ (dρ sin θ + ρ d cos θ)

= (cos θ dρ− ρ sin θ dθ) ∧ (sin θ dρ+ ρ cos θ dθ)

= ρ cos2 θ dρ ∧ dθ − ρ sin2 θ dθ ∧ dρ
= ρ (cos2 θ + sin2 θ) dρ ∧ dθ = ρ dρ ∧ dθ.

Con queste premesse, si dimostra che vale la formula
∫∫

D

f(x, y) dx ∧ dy =
∫∫

D′

f(ρ cos θ, ρ sin θ) ρ dρ ∧ dθ, (2)

dove il nuovo dominio d’integrazione D′ è relativo alle coordinate polari, non più a
quelle cartesiane. Si noti bene che, sebbene sia scorretto, nella pratica il simbolo ∧
viene omesso.

Esempio 2. Ricalcoliamo l’integrale dell’Esempio 1 per questa via. In coordinate polari
il dominio di integrazione è

D′ = {0 · ρ · R, 0 · θ · π}.

Si ha allora semplicemente:

myG =

∫∫

D

y dx dy =

∫∫

D′

ρ2 sin θ dρ dθ

=

∫ R

0

ρ2 dρ

∫ π

0

sin θ dθ =
1

3
R3
[
− cos θ

]π
0
=

2

3
R3.

Più in generale possiamo considerare una trasformazione di coordinate del tipo
{
x = x(u, v),

y = y(u, v),
(3)

dove (u, v) sono le nuove coordinate. In questo caso di pone (si ricordi la formula della
derivazione totale)

dx =
∂x

∂u
du+

∂x

∂v
dv,

dy =
∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv,

per cui

dx ∧ dy =
(
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

)
du ∧ dv

= det






∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v




 du ∧ dv = J(u, v) du ∧ dv.
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La matrice che qui compare prende il nome dimatrice jacobiana della trasformazione
di coordinate ed il suo determinante, denotato di solito con J , prende il nome di ja-
cobiano della trasformazione. Si tratta di una fu7nzione di (u, v). La formula di
integrazione per sostituzione diventa allora

∫∫

D

f(x, y) dx ∧ dy =
∫∫

D′

f
(
x(u, v), y(u, v)

)
J(u, v) du ∧ dv (4)

dove il dominio di integrazioneD′ è relativo alle nuove coordinate. Nel caso di coordinate
polari si è visto che J = ρ e si ritrova la (2).

Questa formula è di immediata applicazione: nell’integrale di partenza basta sostituire
alla x e alla y, sia nella funzione f sia nei simboli dei differenziali, le loro espressioni
nelle nuove coordinate, cioè le funzioni (3), ed eseguire i calcoli. Per questo è essenziale
usare il simbolo dx ∧ dy (e non semplicemente dx dy, perché si avrebbe un risultato
diverso). Questo simbolo prende il nome di elemento d’area del piano in coordinate
cartesiane. L’elemento d’area in coordinate polari è ρ dρ ∧ dθ, in coordinate generiche
è appunto J du∧ dv. L’uso dell’elemento d’area si accompagna di solito con l’uso di un
solo simbolo di integrale (anziché un doppio simbolo

∫∫
); si può cioè scrivere

∫

D

f(x, y) dx ∧ dy.

Si osservi che l’aver considerato dx ∧ dy come elemento d’area presuppone la scelta di
un orientamento del piano, che si manifesta nel senso di rotazione che ci fa passare
dall’asse x all’asse y (quindi in senso antiorario). L’elemento d’area dy∧dx = − dx∧dy
corrisponde all’orientamento opposto. La sua scelta produce un cambiamento di segno
negli integrali. La stessa cosa accade del resto negli integrali di una funzione ad una
variabile. L’integrale di f(x) su di un intervallo [a, b] è definito pensando di percorrere
la retta reale (asse x) in un certo senso: da a a b, con a < b, e si scrive appunto

∫ b

a

f(x) dx.

Se lo si percorre in senso inverso si scrive invece
∫ a

b

f(x) dx,

e, come si è detto, questo integrale ha segno opposto

Esempio 3. Calcolare l’integrale doppio
∫
D(x

2 + y2)k dx dy nel dominio D dato dalla
parte appartenente al primo quadrante del disco centrato nell’origine di raggio unitario.
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6 S. Benenti - Integrali multipli

Visto il dominio d’integrazione conviene usare coordinate polari (ρ, θ). Essendo x2+y2 =
ρ2 e posto che lo Jacobiano è ρ, l’integrale assume la forma

I =

∫ 1

0

∫ π/2

0

ρ2k ρ dρ dθ =

∫ 1

0

∫ π/2

0

ρ2k+1 dρ dθ.

Esso si separa nel prodotto dei due integrali, rispetto a ρ e θ, rispettivamente

I =

∫ 1

0

ρ2k+1 dρ ·
∫ π/2

0

dθ =

·
ρ2k+2

2k + 2

]1

0

· π
2
=

π

4(k + 1)
.

Questo risultato è valido per k �= −1. Per k = −1 abbiamo

I =

∫ 1

0

ρ−1 dρ ·
∫ π/2

0

dθ.

Ma l’integrale rispetto a ρ è improprio e risulta divergente.

Esempio 4. Calcolare l’integrale doppio
∫
D
yex dxdy nel dominioD limitato delimitato

dalla parabola x = y2 e dalle retta x = 1.

3 - Integrali di volume

...............................................

...............................................
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4 - Integrali di superficie

Una superficie Σ dello spazio euclideo tridimensionale può essere rappresentata in due
modi: (1) come luogo geometrico, quindi con un’equazione coinvolgente le tre coordinate
cartesiane

F (x, y, z) = 0,

oppure con equazioni parametriche





x = x(u, v),

y = y(u, v),

z = z(u, v),

(0)

dove (u, v) sono due parametri variabili in un opportuno dominioD di un ”piano” riferito
ad assi coordinati (u, v). Nel primo caso appartengono alla superficie Σ quei punti le
cui coordinate soddisfano all’equazione, nel secondo caso facendo variare i parametri
in tutto il loro dominio D il punto di coordinate

(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
descrive la

superficie.

Esempio 1 (il piano). Se si considera un punto x0 = (x0, y0, z0) dello spazio ed un
vettore u = (a, b, c), il piano passante per x0 e perpendicolare a u è costituito da quei
punti x per cui (x− x0) · u = 0, quindi dai punti soddisfacenti l’equazione

(x− x0) a+ (y − y0) b+ (z − z0) c = 0.

Posto d = − ax0 − by0 − cz0, quest’equazione assume la forma

ax+ by + cz + d = 0.

Questa è l’equazione generale di un piano nello spazio. Se si considera un punto x0 =
(x0, y0, z0) dello spazio e due vettori non paralleli e = (p, q, r) e e′ = (p′, q′, r′) in esso
applicati, questi individuano un piano: appartengono a questo piano tutti quei punti x
tali che

x− x0 = u e+ v e′.

Quest’equazione vettoriale, che può anche scriversi x = x0 + ue + v e′si traduce nelle
equazioni parametriche 





x = x0 + p u+ p′ v,

y = y0 + q u+ q′ v,

z = z0 + r u+ r′ v.

Queste sono le equazioni parametriche di un piano nello spazio.

Esempio 2 (la sfera). Se si considera un punto x0 = (x0, y0, z0) dello spazio la sfera
di raggio r centrata in questo punto è costituita da quei punti x per cui |x − x0| = r.
Elevando al quadrato ambo i membri di quest’equazione si trova che l’equazione della
sfera è

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = r2.
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8 S. Benenti - Integrali multipli

Sviluppando i quadrati questa assume la forma

x2 + y2 + z2 + a x+ b y + c z + d = 0

posto
a = − 2x0, b = − 2y0, c = − 2z0, d = x20 + y20 + z20 − r2.

Questa è l’equazione di una sfera. Possiamo descrivere una sfera di raggio r centrata
nell’origine (pensiamo alla superficie terrestre) prendendo come parametri (u, v) i due
angoli chiamati rispettivamente longitudine e latitudine. Il punto generico x della
sfera si proietta su di un punto x′ del piano equatoriale (x, y) di coordinate

x = r′ cosu, y = r′ sinu,

dove u è la sua longitudine ed r′ la sua distanza dall’asse polare z. Questa distanza è
pari a r′ = r cos v, dove v è la latitudine. La distanza dal piano equatoriale del punto
della sfera, cioè la sua coordinata z è data da z = r sin v. Combinando questi dati si
trovano le equazioni parametriche della sfera:






x = r cos v cosu,

y = r cos v sinu,

z = r sin v.

(1)

Si noti che i parametri variano nel dominio D definito da

0 < u < 2π, −π
2
< v <

π

2
.

Sono esclusi da questa rappresentazione i poli e il meridiano di Greenwich (u = 0).

Rappresentata una superificie con equazioni parametriche, si dimostra che i vettori





eu =
∂x

∂u
=

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
,

ev =
∂x

∂v
=

(
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
,

(2)

sono tangenti alla superficie e quindi ne individuano in ogni punto il piano tangente.
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Questi vettori individuano anche un parallelogramma la cui area è A = |eu×ev|. Detto
θ l’angolo compreso fra i due vettori e ricordando la definizione di prodotto vettoriale e
di prodotto scalare, per il quadrato di quest’area si trova:

A2 = |eu × ev|2 = e2u e2v sin2 θ = e2u e
2
v (1− cos2 θ)

= e2u e
2
v

(
1− (eu · ev)

2

e2u e
2
v

)

= e2u e
2
v − (eu · ev)

2.

Si usa porre 




E = eu · eu =

(
∂x

∂u

)2
+

(
∂y

∂u

)2
+

(
∂z

∂u

)2
,

F = eu · ev =
∂x

∂u

∂x

∂v
+
∂y

∂u

∂y

∂v
+
∂z

∂u

∂z

∂v
,

G = ev · ev =

(
∂x

∂v

)2
+

(
∂y

∂v

)2
+

(
∂z

∂v

)2
.

(3)

Per cui si ha
A =

√
EG− F 2. (4)

Si noti che questa è una funzione dei due parametri (u, v). Su questa base, con un
procedimento simile a quello della definizione degli integrali doppi, si dimostra che se
f(u, v) è una funzione sulla superficie, quindi una funzione dei due parametri (u, v), ha
senso definire il suo integrale superficiale

∫

Σ

f dσ =

∫

D

f(u, v)A(u, v) du ∧ dv (5)

dove
dσ = Adu ∧ dv =

√
EG− F 2 du ∧ dv (6)

è l’elemento d’area della superficie e D è il dominio di variablità dei parametri (u, v)
Nella pratica, anche se non è corretto, il simbolo du ∧ dv è sostituito da dudv (e si usa
il simbolo di integrale doppio

∫∫
). La scelta di questo elemento d’area corrisponde alla

scelta di un orientamento della superficie, come si è detto per il piano euclideo. Nel caso
f = 1 l’integrale superficiale fornisce l’area della superficie Σ:

A(Σ) =

∫

Σ

dσ =

∫

D

√
EG− F 2 du ∧ dv. (7)

Esempio 3 (superficie della sfera). Dalle equazioni parametriche della sfera (1) si
trae 





∂x

∂u
= − r cos v sinu,

∂y

∂u
= r cos v cosu,

∂z

∂u
= 0,






∂x

∂v
= − r sin v cosu,

∂y

∂v
= − r sin v sinu,

∂z

∂v
= r cos v,
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per cui
E = r2 cos2v, F = 0, G = r2.

Quindi l’elemento d’area della sfera è

dσ = r2 cos v du ∧ dv.

Segue che l’area della sfera è data dall’integrale

A(Σ) =

∫∫

D

r2 cos v du dv = r2
∫ 2π

0

du

∫ π/2

−π/2
cos v dv = 2π r2

[
sin v

]π/2
−π/2 = 4π r2.

9.5.2005 Università di Torino
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S. Benenti

La Matematica

della

Spettroscospia Infrarossa

1 - Interferogramma monocromatico.

Consideriamo un onda elettromagnetica monocromatica piana polarizzata, di asse l’asse
x. Quest’onda è rappresentata dalle equazioni

{
Ey = A cos ω(x

c
− t), Ez = Ex = 0,

Hz = A cosω(x
c
− t), Hx = Hy = 0.

(1)

I campi elettrico e magnetico in un dato istante t, nei vari punti dell’asse x (o di
qualunque retta ad esso parallela), hanno l’andamento riportato in figura: le due cosi-

nusoidi si spostano, in istanti succesivi, solidalmente nel verso dell’asse x con la velocità
della luce c. I moduli dei due vettori sono in ogni istante ed in ogni punto uguali.
La costante positiva A è l’ampiezza dei due campi. La costante positiva ω che com-
pare in queste formule è detta, non da tutti, pulsazione. Ad essa si associano le
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2 S. Benenti - La matematica della spettroscopia infrarossa

seguenti grandezze: la frequenza ν, numero di cicli al secondo: ω = 2πν, ν = ω/2π; la
lunghezza d’onda (wavelength) λ, distanza tra picchi adiacenti: λ = c/ν; il numero

d’onda (wavenumber): ν̄ = 1/λ = ν/c; periodo T = 1/ν, per cui T = cλ. Possiamo
allora riscrivere la prima delle (1) nella forma

Ey = A cos(ωt − 2πν̄x), Ez = Ex = 0. (2)

La densità di energia del campo elettromagnetico è misurata dalla quantità

E(x, t, ω)
.
=

1

8π
(E2 + H2) =

1

8π
(E2

y +H2
z ) =

1

4π
A2 cos2(ωt − 2πν̄x). (2′)

L’intesità del campo (misurabile da un detector) è data dal suo valor medio in un
periodo,

= = 1
T

∫ T

0

E(t), dt =
A2

4πT

∫ T

0

cos2(ωt − 2πν̄x)dt.

Tenuto conto che

∫ T

0

cos2(ωt+ k)dt =
1

ω

∫ 2π+k

k

cos2(ωt+ k)d(ωt+ k)

=
1

ω

∫ 2π

0

cos2 u du =
π

ω
=
T

2

, (3)

si trova

= =
A2

8π
. (3′)

Quindi l’intensità del campo non dipende dalla frequenza.

Consideriamo una seconda onda dello stesso tipo (con la stessa ω, cioè dello stesso colore,
e con la stessa ampiezza) ma relativa ad un diverso valore della x, diciamo x1 = x+ h,
con h positivo o negativo. Per il campo elettrico abbiamo (per il campo magnetico si
ha una formula analoga):

E1y = A cos(ωt− 2πν̄x1), E1x = E1z = 0.

Sovrapponendo i due campi abbiamo come campo elettrico risultante

ERy = A
[
cos(ωt− 2πν̄x1) + cos(ωt− 2πν̄x)

]
= A

[
cos(α− β) + cosα

]
,

posto
α = ωt− 2πν̄x, β = 2πν̄h.

Applicando la formula di prostaferesi

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y

2
,

1.9.2011 Università di Torino
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si trova l’uguaglianza

cos(α − β) + cosα = 2 cos β
2 cos(α− β

2 ),

per cui ERy è del tipo

ERy = 2A cos(πν̄h) cos(ωt+ k) (†)

posto k = πν̄(h − 2x) (come si vedrà, il valore di k è irrilevante per i nostri scopi).

Vista la (2′), la densità d’energia di quest’onda è

E = 1
π
A2 cos2(πν̄h) cos2(ωt+ k)

Vista allora la formula (3), segue che l’intesità di quest’onda composta è

=(h) =
A2

2π
cos2(πν̄h) =

A2

4π
[1 + cos(2πν̄h)] = I [1 + cos(2πν̄h)], I =

A2

4π
. (4)

Come ora vedremo, conviene interpretare l’ampiezza A, quindi I, come funzione di ν̄
(cioè del colore). Scriveremo quindi:

=(h) = I(ν̄) [1 + cos(2πν̄h)] (5)

Chiamiamo interferogramma monocromatico la funzione =(h) dell’incremento (o
scan) h = x1 − x.

La sovrapposizione di due onde fin qui descritta si realizza con l’interferometro di Michel-
son, il cui schema è riportato in figura:

Un raggio proveniente dalla sorgente viene diviso dal beamsplitter in due raggi: il
primo viene inviato ad uno specchio mobile, riflesso da questo e successivamente ancora
dallo splitter e inviato al detector. Esso percorre una distanza s + l1 + d, dove s è la
distanza tra la sorgente e lo splitter e d è la distanza tra lo splitter e il detector. Il
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secondo raggio viene invece riflesso dallo splitter verso uno specchio fisso, da questo
riflesso e, attraverso lo splitter, inviato al detector: esso percorre quindi la distanza
s+ l2 + d. La differenza dei due percorsi è quindi lo scan h = l1 − l2. La figura seguente
mostra l’azione di un beamsplitter:

Quest’azione richiede uno studio particolare che qui omettiamo. Dal detector viene
misurata (utilizzando l’effetto fotoelettrico) l’intensità =(h). L’interferogramma =(h)
si ottiene facendo variare lo scan h in un intervallo simmetrico [−a, a]. Questo viene
realizzato con un moto (rettilineo) uniforme dello specchio mobile.

2 - Interferogramma policromatico.

Nel caso di un’onda elettromagnetica policromatica, dobbiamo considerare l’interfero-

gramma policromatico

=(h) =

∫ +∞

0

I(ν̄) [1 + cos(2πν̄h)] dν̄. (6)

In realtà questo integrale va considerato sull’intervallo [ν̄m, ν̄M ], essendo ν̄m e ν̄M il
minimo ed il massimo valore del numero d’onda della luce policromatica emessa dalla
sorgente,

=(h) =

∫ ν̄M

ν̄m

I(ν̄) [1 + cos(2πν̄h)] dν̄. (6′)

Conviene tuttavia, per il momento, considerare l’integrale improprio (6).

Osservazione 1. Per h = 0 si trova

=(0) = 2

∫ +∞

0

I(ν̄)dν̄. (7)

Quindi la (6′) si può riscrivere

=(h) = 1
2 =(0) +

∫ +∞

0

I(ν̄) cos(2πν̄h)dν̄ (8)

1.9.2011 Università di Torino



Laurea in Chimica, Corso di Matematica C, a.a. 2004-2005 5

Osservazione 2. Per h = 0, cioè per x1 = x, le due onde coincidono e danno quindi
un’onda di ampiezza 2A. Dunque nella (3′) l’ampiezza A va rimpiazzata con 2A. Segue
che

=(0) =
A2

2π
.

Osservazione 3. La funzione =(h) è pari (simmetrica rispetto ad h = 0). Per h→ +∞,
il contributo dell’integrale (8) tende a zero (le onde interferiscono tra loro in modo da
annullarsi reciprocamente). Possiamo quindi scrivere

=(+∞)
.
= lim

h→+∞

=(h) = 1
2 =(0).

Questa formula fornisce un importante test di taratura dell’interferometro.

3 - Dall’interferogramma allo spettro.

Acquisito (e memorizzato nel computer) l’interferogramma=(h), occorre determinare la
funzione I(ν̄), detta spettro, risolvendo l’equazione integrale (8) rispetto all’incognita
I(ν̄). Si può dimostrare che quest’equazione si risolve esplicitamente con la formula

I(ν̄) =

∫ +∞

0

[=(h) − 1
2 =(0)] cos(2πν̄h)dh. (9)

Ricordiamo inoltre che, a meno del fattore 4π, I(ν̄) è il quadrato dell’ampiezza della
componente monocromatica di numero d’onda ν̄:

I(ν̄) = 1
4π
A2(ν̄).

Facciamo a questo proposito due osservazioni fondamentali.

Osservazione 1. L’utilizzo della formula (9) comporta un errore di fase dovuto alla
”fisica” dell’interferometro. Ce lo mostra la matematica: se poniamo f(h)

.
= =(h) −

1
2 =(0), allora la (8) diventa

f(h) =

∫ +∞

0

I(ν̄) cos(2πν̄h)dν̄.

Quest’integrale è simmetrico intorno a h = 0, dato che il coseno è una funzione pari. Una
perdita di simmetria può essere data da un fattore di fase addizionale ϕ dovuto all’azione
dello splitter e degli specchi, per cui la formula precedente va in realtà sostituita da

f(h) =

∫ +∞

0

I(ν̄) cos(2πν̄h− ϕ)dν̄. (10)

Perché dobbiamo tener conto di un tale elemento di disturbo ϕ? In ottica geometrica
la luce è rappresentata da raggi (rette o semirette, o segmenti di retta); in elettromag-
netismo da un’onda, magari da un’onda piana (vedi l’inizio). Dopo una riflessione (per

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica 1.9.2011



6 S. Benenti - La matematica della spettroscopia infrarossa

mezzo di uno specchio) o dopo una rifrazione, che cosa può cambiare? Come raggio
sappiamo tutto sulle leggi di riflessione e rifrazione. Come onda, la frequenza resta la
stessa, la direzione dell’onda piana segue le leggi di cui sopra. Cosa resta da valutare?
Un possibile (e reale) addendo agli argomenti di seno e coseno: un fattore addizionale
di fase, appunto.

Come vedremo nel prossimo paragrafo, è un fatto veramente sorprendente (e fortunato!)
che il ”disturbo” dato dall’incognita ϕ (in generale funzione di ν̄) può essere eliminato
mediante la trasformata di Fourier della funzione f(h).

Osservazione 2. Lo strumento deve in realtà memorizzare due tipi di interferogrammi
e trasformarli in due spettri. Il primo, chiamiamolo =0(h), viene ottenuto senza la
presenza di un campione e genera uno spettro di fondo (o background) I0(ν̄) che
tiene conto delle varie componenti monocromatiche della luce emessa dalla sorgente e
degli (incogniti) assorbimenti di energia dovuti all’ambiente in cui si propaga l’onda
elettromagnetica (composizione dell’aria, materiali usati per il beamsplitter, specchi,
etc.). Il secondo, =s(h), viene ottenuto interponendo il campione da esaminare tra
l’interferometro ed il detector. Il corrispondente spettro Is(ν̄), consente, tenuto conto
di I0(ν̄), di determinarne le componenti molecolari.

4 - La trasformata di Fourier.

Data una funzione f(x) (reale e a variabile reale) soddisfacente ad opportune condizioni,
per ogni valore del parametro reale u risulta determinato l’integrale improprio

f̂(u)
.
=

∫ +∞

−∞

f(x) e2π iux dx. (1)

La funzione f̂(u) della variabile u cos̀ı definita prende il nome di trasformata (di

Fourier) della funzione f(x). Si dimostra che, nota f̂(u), si può ricostruire la funzione
originaria con l’antitrasformata fornita da un analogo integrale:

f(x) =

∫ +∞

−∞

f̂(u) e−2πiu du. (2)

Osservazione 1. La trasformata (1) può dare luogo a funzioni generalizzate, dette
anche distribuzioni. Senza per ora entrare nel merito di questo importante concetto,
consideriamo un esempio fondamentale di funzione generalizzata: la delta di Dirac

δ(x− x0). Essa può essere definita dall’uguaglianza

∫ +∞

−∞

f(x) δ(x − x0)dx = f(x0), (3)

per ogni funzione f(x) soddisfacente a opportune condizioni. Si può inoltre dimostrare
che ∫ +∞

−∞

e2πi(u−u0)x dx = δ(u− u0). (4)
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Posto in particolare u0 = 0, si ricava
∫ +∞

−∞

e2πix dx = δ(u). (4′)

Il primo menbro è nient’altro che la trasformata di Fourier della funzione constante
f(x) = 1, il secondo è la delta di Dirac nell’origine:
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La sua trasformata f̂(u) = δ(u)

In attesa di una definizione precisa della delta di Dirac, per la quale si richiede la
definizione di distribuzione, la possiamo interpretare come una ”funzione” il cui grafico
è una semiretta parallela all’asse y e estremo un punto x0 dell’asse x,
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x0

La delta di Dirac δ(x− x0)

la cui area però va intesa uguale a 1 (?).

Osservazione 2. La trasformata di Fourier f̂(u) di f(x) è in generale una funzione a
valori complessi. Infatti la (1) è equivalente a

f̂(u) =

∫ +∞

−∞

f(x) cos(2πux)dx+ i

∫ +∞

−∞

f(x) sin(2πux)dx, (5)

mentre l’antitrasformata (2) diventa

f(x) =

∫ +∞

−∞

f̂(u) cos(2πux)du− i

∫ +∞

−∞

f̂(u) sin(2πux)du. (6)
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A sua volta la (5) può assumere la forma

f̂(u) = Cf(u) + i Sf(u) (7)

ponendo

Cf(u) =

∫ +∞

−∞

f(x) cos(2πux)dx, Sf(u) =

∫ +∞

−∞

f(x) sin(2πux)dx. (8)

Queste due ultime operazioni sulla funzione f(x) sono dette rispettivamente trasfor-

mata coseno e trasformata seno.

Ritorniamo ora all’interferogramma policromatico. Ricordata l’ultima equazione del
paragrafo precedente, poniamo nelle formula precedenti

f(x)
.
= =(x) − 1

2 =(0) =

∫ ν̄M

0

I(ν̄) cos(2πν̄x− ϕ)dν̄

=

∫ ν̄M

0

I(ν̄) cosϕ cos(2πν̄x)dν̄ +

∫ ν̄M

0

I(ν̄) sinϕ sin(2πν̄x)dν̄.

(9)

Applichiamo a questa funzione la trasformata coseno:

Cf(u) =

∫ +∞

−∞

f(x) cos(2πux)dx =

∫ +∞

−∞

∫ ν̄M

0

I(ν̄) cosϕ cos(2πν̄x) cos(2πux)dν̄ dx

+

∫ +∞

−∞

∫ ν̄M

0

I(ν̄) sinϕ sin(2πν̄x) cos(2πux)dν̄ dx.

Siccome l’incognita fase ϕ non dipende da x (cioè dall’incremento h), possiamo scrivere

Cf(u) =

∫ ν̄M

0

I(ν̄) cosϕ

[∫ +∞

−∞

cos(2πν̄x) cos(2πux)dx

]
dν̄

+

∫ ν̄M

0

I(ν̄) sinϕ

[∫ +∞

−∞

sin(2πν̄x) cos(2πux)dx

]
dν̄.

Osserviamo che l’ultimo integrale improprio è nullo,

∫ +∞

−∞

sin(2πν̄x) cos(2πux)dx = 0,

perché il seno e il coseno sono rispettivamente funzioni dispari e pari, per cui il prodotto
risultante è una funzione dispari. Resta quindi

Cf(u) =

∫ ν̄M

0

I(ν̄) cosϕ

[ ∫ +∞

−∞

cos(2πν̄x) cos(2πux)dx

]
dν̄.

1.9.2011 Università di Torino
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Tuttavia,

∫ +∞

−∞

cos(2πν̄x) cos(2πux)dx = 1
2

∫ +∞

−∞

[
e2πi(ν̄+u)x + e2πi(ν̄−u)x

]
dx,

e per la formula (4) quest’ultimo integrale diventa = 1
2

[
δ(ν̄ + u) + δ(ν̄ − u)

]
. Dunque:

Cf(u) = 1
2

∫ ν̄M

0

I(ν̄) cosϕ
[
δ(ν̄ + u) + δ(ν̄ − u)

]
dν̄.

Riscriviamo questa formula

Cf(u) = 1
2

∫ +∞

−∞

I(ν̄) cosϕ
[
δ(ν̄ + u) + δ(ν̄ − u)

]
dν̄,

tenuto conto che fuori dall’intervallo [0, νM ] l’interferogramma I(ν̄) si annulla. Allora,
per la definizione (3) della delta di Dirac, pur essendo ϕ una funzione di ν̄, non la si
deve integrare, e risulta semplicemente,

Cf(x) = 1
2

cosϕ I(x).

In maniear analoga si dimostra che

Sf(x) = 1
2

sinϕ I(x).

Di qui segue la formula risolutiva

I(x) = 2

√(
Cf(x)

)2
+

(
Sf(x)

)2
= 2 |f̂(x)| (10)

che, posto x = ν̄, fornisce lo spettro conoscendo la trasformata di Fourier di f(x), cioè
dell’interferogramma =(x), essendo per definizione (vedi la (9)) f(x) = =(x) − 1

2 =(0),
con x = h. Il disturbo ϕ è completamente annullato.

Eliminare l’errore di fase purtroppo non basta: sono ancora presenti altri errori, non
trascurabili, dovuti al fatto che gli integrali rispetto allo scan h da −∞ a +∞ sono in
realtà presi tra limiti finiti −hM e hM > 0 (l’interferometro è ovviamente uno strumento
con dimensioni finite!). Questa limitazione genera un errore. Al paragrafo 7 vedremo
come questo errore non sia di poco conto e come lo si possa ridurre. Si richiede ancora
l’intervento della matematica, per avere uno strumento il più possibile preciso.

5 - Funzioni generalizzate, la delta di Dirac.

Consideriamo l’insieme D formato da tutte le funzioni φ(x), a valori nel campo comp-
lesso, soddisfacenti alle seguenti proprietà:

(i) φ(x) è definita su tutto l’asse x, quindi su (−∞,+∞).

Quaderni Didattici del Dipartimento di Matematica 1.9.2011
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(ii) φ(x) ammette derivata di ogni ordine n in ogni punto x.

(iii) φ(x) ha supporto compatto, vale a dire l’insieme dei punti in cui non è nulla è
contenuto in un intervallo limitato.

Richiediamo inoltre che:

(iv) Ogni successione di funzioni φn(x) ∈ D convergente ad una funzione φ(x) ∈ D è tale
che per ogni intero positivo k la successione delle derivate k-esime Dkφn(x) converge
alla derivata k-esima D(k)φ(x).

Quest’insieme è uno spazio vettoriale, nel senso che per ogni coppia di funzioni (φ, ψ)
di D, si ha

αφ+ βψ ∈ D

per ogni scelta dei numeri complessi α e β.

Lo chiamiamo spazio delle funzioni test o funzioni di prova. Si noti che tali
funzioni sono continue ed integrabili su tutto R, nel senso che l’integrale improprio

∫ +∞

−∞

φ(x)dx,

che equivale ad un integrale proprio posto che la φ(x) ha supporto compatto, esiste ed
è finito.

Chiamiamo funzionale ogni regola F che associa ad ogni funzione test φ ∈ D un ben
definito numero F(φ) (reale o complesso). Per esempio, la legge che associa ad ogni φ
il suo integrale tra −∞ e +∞ è un funzionale. Cos̀ı dicasi della legge che invece associa
l’integrale su di un prefissato intervallo chiuso [a, b].

Un esempio importante è dato dalla delta di Dirac δ, che associa ad ogni φ il suo
valore nell’origine,

δ(φ)
.
= φ(0), (1)

oppure la delta traslata δa che associa ad ogni φ il suo valore φ(a),

δa(φ)
.
= φ(a), (2)

Un funzionale F si dice lineare se

F(αφ+ βψ) = αF(φ) + β F(ψ). (3)

Gli esempi precedenti sono tutti funzionali lineari (verificare).

Un funzionale F si dice continuo se per ogni successione φn → 0 (convergente, secondo
quanto detto sopra, alla funzione nulla) si ha pure F(φn) → 0.

Chiamiamo funzione generalizzata o distribuzione ogni funzionale lineare continuo
su D. Il loro insieme forma uno spazio vettoriale (secondo una naturale definizione di
somma e di prodotto per un numero) denotato con D′.
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Una funzione generalizzata F si dice regolare se può esprimersi nella forma integrale
(se esiste una funzione f(x) per cui)

F(φ) =

∫ +∞

−∞

f(x)φ(x)dx. (4)

In questo caso adottiamo la notazione

F(φ) = 〈f, φ〉.

La delta di Dirac non è regolare: non troviamo nessuna funzione δ(x), nel senso ordi-
nario, per cui

δ(φ) =

∫ +∞

−∞

δ(x)φ(x)dx = φ(0) (5)

o per cui

〈δa, φ〉 = φ(a) =

∫ +∞

−∞

φ(x) δ(x − a)dx. (5′)

Sarà tuttavia conveniente per i calcoli mantenere queste scritture puramente formale, at-
tribuendo alla ”funzione” δ(x) (oppure alla δ(x−a)) un significato puramente intuitivo,
ma supportato dal seguente ragionamento.

Consideriamo una successione di funzioni fn(x) ed una funzione test φ(x). Supponiamo
che gli integrali

zn
.
= 〈fn, φ〉 =

∫ +∞

−∞

fn(x)φ(x)dx

esistano. Se la successione fn(x) converge ad una funzione f(x), allora la successione nu-
merica zn converge a z = 〈f, φ〉. Se invece la successione fn non converge, la successione
numerica zn può invece convergere ad un numero z.

È questo il caso della seguente successione:

fn(x) =

{
n, |x| < 1

2n
,

0, |x| ≥ 1
2n
.

(6)

Osserviamo che
∫ +∞

−∞

fn(x)dx =

∫ 1

2n

−
1

2n

ndx = 1.

Questo si nota bene dal diagramma di queste funzioni: l’area dei rettangoli determinati
dal loro grafico è sempre = 1.
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Questa successione di funzioni non è convergente, ma lo è quella dei numeri zn:

zn =

∫ +∞

−∞

fn(x)φ(x)dx = n

∫ 1

2n

−
1

2n

φ(x)dx = . . .

Infatti, per il teorema del valor medio delle funzioni continue, quest’ultimo integrale
vale φ(ξ) dove ξ è un punto interno all’intervallo d’integrazione [− 1

2n
, 1

2n
], di ampiezza

1/n:
. . . = n 1

n
φ(ξ) = φ(ξ).

Risulta quindi, sempre per la continuità di φ(x),

lim
n→+∞

zn = φ(0).

Dunque, pur essendo la successione fn non convergente, quando la applichiamo ad una
qualunque funzione test φ(x) otteniamo una succesione numerica convergente a φ(0).
Per quanto sopra visto, possiamo porre per definizione

lim
n→+∞

〈fn, ·〉 = δ. (7)

In altri termini, la delta di Dirac può essere intesa come il limite di una successione
di funzioni generalizzate regolari. Una tale successione non è unica (se ne possono
considerare altri esempi).

6 - La derivata di un funzionale.

L’estensione delle usuali operazioni sulle funzioni ordinarie alle funzioni geenralizzate
porta alla soppressione di molte restrizioni. Per questa ragione le funzioni generaliz-
zate estendono in maniera considerevole le proprietà del calcolo. Per esempio, in base
alla definizione che ora diamo, ogni funzione generalizzata (regolare o no) ammette la
derivata.
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Definizione. Dicesi derivata di un funzionale F il funzionale F ′ = DF definito da

F ′(φ) = − F(φ′) (1)

Con φ′ s’intende ovviamente la derivata della funzione test φ: ricordiamo che queste
funzioni sono indefinitamente derivabili, per definizione, e che anche φ′ è una funzione
test.

Perché questa definizione ? e, in particolare, perché il segno − ?

Senza entrate in sottili dettagli, osserviamo solo che questa definizione è giustificata
dal seguente ragionamento. Prendiamo un funzionale del tipo F = 〈f, ·〉, dove f(x) è
una funzione derivabile. Insieme a questo consideriamo anche il funzionale F ′ = 〈f ′ , ·〉.
Seguiamo attentamente le definizioni date sopra, compresa quella per cui 〈f, φ〉 è una
(funzione) costante, per cui

F ′(φ) =

∫ +∞

−∞

f ′(x)φ(x)dx = −

∫ +∞

−∞

f(x)φ′(x)dx = −〈f, φ′〉.

(... continua, vedi la prossima versione)
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H GHWHUPLQLDPR L YDORUL GL TXHVWH GXH YDULDELOL LQ FXL TXHVWD IXQ]LRQH KD XQ PLQLPR�
$ SULPD YLVWD UHVWD RYYLDPHQWH LO GXEELR GHOO
HVLVWHQ]D GL XQ WDOH PLQLPR� &RPXQTXH�
SURFHGLDPR FRO ULFRUGDUH� GDOO
DQDOLVL GHOOH IXQ]LRQL D GXH YDULDELOL� FKH TXHVWL YDORUL
GHYRQR HVVHUH VROX]LRQH GHOOH HTXD]LRQL

#I
#P  �� #I

#T  ��

3HU OD GH�QL]LRQH ���� TXHVWH HTXD]LRQL VL HVSOLFLWDQR LQ
� 3 y �\ y �P[ y � T�[ y  ��

3 y �\ y �P[ y � T�� y  ��
GRYH FRQ � y V
LQWHQGH LO QXPHUR � SHU RJQL YDORUH GHOO
LQGLFH L  �� � � � � Q� (VVH VRQR
TXLQGL ULVSHWWLYDPHQWH HTXLYDOHQWL DOOH HTXD]LRQL

�
3 z [ {z P�3 z [ z T  3 z [ z \ z �
3 z [ z P� Q T  3 z \ z �

FKH IRUPDQR XQ VLVWHPD OLQHDUH QHOOH LQFRJQLWH �P� T�� 6LFFRPH LO GHWHUPLQDQWH GL TXHVWR
VLVWHPD �H

� � Q 3 | [ }| � �3 | [ | � } ���
FRQ OD UHJROD GL &UDPHU VL WURYD

P  �
�

�Q 3 ~ [ ~ \ ~ �3 ~ [ ~
3 ~ \ ~

�

T  �
�

�3 � [ �� 3 � \ � �3 � [ �
3 � [ � \ � ���

&RQ TXHVWH IRUPXOH VL GHWHUPLQDQR L YDORUL �P� T� GHOOD UHWWD FHUFDWD�
(VHUFL]LR �� 'LPRVWUDUH FKH SHU TXHVWL YDORUL OD IXQ]LRQH ��� KD H�HWLYDPHQWH XQ
PLQLPR�
(VHUFL]LR �� 7UDWWDUH O
DQDORJR SUREOHPD SHU FXL OD UHWWD FHUFDWD VL DVVXPH SDVVDQWH
SHU O
RULJLQH� FLR�H GHO WLSR \  P[ �FDVR RPRJHQHR��
(VHUFL]LR �� 7UDWWDUH O
DQDORJR SUREOHPD LQ FXL VL VXSSRQH FKH LO IHQRPHQR VWXGLDWR
DEELD XQ XQ DQGDPHQWR QRQ SL�X OLQHDUH EHQV�� TXDGUDWLFR� \  D[ � � E[� F�

� � (ODERUD]LRQH VWDWLVWLFD GL Q GDWL �[ � ��
$G XQ QXPHUR �QLWR Q GL GDWL �[ � � VL DVVRFLDQR YDULH JUDQGH]]H VWDWLVWLFKH� FKLDPDWH
JHQHULFDPHQWH LQGLFL� 4XHVWL VL GLVWLQJXRQR LQ
,QGLFL GL WHQGHQ]D FHQWUDOH R GL SRVL]LRQH� PHGLD �[� PHGLDQD A[� PRGD a[�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � �
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,QGLFL GL YDULDELOLW�D� PLVXUDQR LO JUDGR GL YDULDELOLW�D R GLVSHUVLRQH� YDULDQ]D V ³ � GHYL�
D]LRQH VWDQGDUG �R VFDUWR TXDGUDWLFR PHGLR� V� VFDUWR PHGLR DVVROXWR V�D�� FRH�FLHQWH
GL YDULD]LRQH F�Y��
0HGLD �DULWPHWLFD� R EDULFHQWUR�

�[ � �
Q

;

´ [ ´ �

7HRUHPD� /D PHGLD �H LO SXQWR GL PLQLPR GHOOD IXQ]LRQH

I�[�  �
Q

;

µ �[� [ µ � ¶ �

2VVHUYD]LRQH �� ,O IDWWRUH � Q QRQ �H HVVHQ]LDOH� PD G�D DOOD IXQ]LRQH LO VLJQL�FDWR GL
�PHGLD��
,O YDORUH PLQLPR GL TXHVWD IXQ]LRQH SUHQGH LO QRPH GL YDULDQ]D�

V ·¸ � �
Q

;

¹ ��[� [ ¹ � º �

'HYLD]LRQH VWDQGDUG R VFDUWR TXDGUDWLFR PHGLR�

V » � 
V �

Q
;

¼ ��[� [ ¼ � ½ �

/D YDULDQ]D �HG DQFKH OD GHYLD]LRQH VWDQGDUG� �H XQD PLVXUD GL TXDQWR L SXQWL VLDQR
VSDUSDJOLDWL� R HWHURJHQHL� FLR�H VL GLVFRVWLQR GDOOD ORUR PHGLD� 6L KD V  � VH H VROR VH
WXWWL L QXPHUL [ ¼ FRLQFLGRQR�
)RUPXOD HTXLYDOHQWH�

V ¾¿  �
Q

;

À [ ¾À � �[ ¾  �[ ¾ �� �[ ¾ � �a�

6FDUWR PHGLR DVVROXWR�
V�D� � �

Q
;

Á M�[� [ Â M�

&RH�FLHQWH GL YDULD]LRQH�
F�Y� � V Ã

�[ �
,O FRH�FLHQWH GL YDULD]LRQH �H OD �QRUPDOL]]D]LRQH� GHOOD YDULDQ]D ULVSHWWR DOOD PHGLD� $
YDORUL PDJJLRUL GHO FRH�FLHQWH GL YDULD]LRQH FRUULVSRQGH PDJJLRU YDULDELOLW�D GHL GDWL�
'RPDQGD� TXHVWL LQGLFL KDQQR GHOOH OLPLWD]LRQL"
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0HGLDQD� �H LO SXQWR A[ GL PLQLPR GHOOD IXQ]LRQH

J�[�  �
Q

;

ì M[� [ ì M�

7HRUHPD� 6H VL GLVSRQJRQR LQ RUGLQH FUHVFHQWH L QXPHUL [ ì DOORUD� VH Q  �P �SDUL��
A[ FRLQFLGH FRQ O
HOHPHQWR PHGLDQR� VH Q  �P � � �GLVSDUL�� A[ �H XQ TXDOXQTXH QXPHUR
FRPSUHVR WUD L GXH HOHPHQWL PHGLDQL� ,Q TXHVWR VHFRQGR FDVR VL FRQYLHQH GL SUHQGHUH LO
YDURUH PHGLR GHL GXH HOHPHQWL PHGLDQL �SXQWR FHQWUDOH GHOO
LQWHUYDOOR PHGLDQR��

� � (ODERUD]LRQH GL Q FRSSLH GL GDWL �[ í � \ í ��
&RYDULDQ]D�

F î ï � �
Q

;

ð �[
ð � �[��\ ð � �\�  �

Q
;
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, GDWL VL GLFRQR VWDWLVWLFDPHQWH LQGLSHQGHQWL VH OD FRYDULDQ]D �H QXOOD� F ñ ï  �� �YHGL
OD UHJUHVVLRQH OLQHDUH��
5HWWD GL UHJUHVVLRQH OLQHDUH� UHWWD \  P[ � T SHU FXL ULVXOWD PLQLPD OD TXDQWLW�D
��HUURUH TXDGUDWLFR PHGLR��

(�P� T�  �
Q

;

ò �P[ ò � T � \ ò � ó �

7HRUHPD�
P  F ô õ

V óô � T  �\ �P�[�

2VVHUYD]LRQH �� /D UHWWD GL UHJUHVVLRQH SDVVD SHU LO EDULFHQWUR ��[� �\��
2VVHUYD]LRQH �� 6L SX�R DQFKH LQWURGXUUH OD UHWWD GL UHJUHVVLRQH �RUL]]RQWDOH� �TXHOOD
GL SULPD �H �YHUWLFDOH�� [  P ö \ � T ö � FKH UHQGH PLQLPD OD IXQ]LRQH

9 �P ÷ � T ÷ �  ;

ø �P ÷ \ ø � T ÷ � [ ø � ù �

7HRUHPD� DQFKH TXHVWD UHWWD SDVVD SHU LO EDULFHQWUR H LQROWUH

PP ÷  U ú  F úû ü
V úû V úü � � � U � ��

2VVHUYD]LRQH �� 6L SRVVRQR FRQVLGHUDUH GXH FDVL R �YLQFROL� SDUWLFRODUL� ��� /D UHWWD
GL UHJUHVVLRQH �H RUL]]RQWDOH� P  �� 6HJXH FKH T  �\ �H OD PHGLD GHOOH \ ý � ��� /D UHWWD
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SDVVD SHU O
RULJLQH �UHJUHVVLRQH OLQHDUH �RPRJHQHD��� T  �� 6HJXH FKH P  �\ �[� /D
UHWWD SDVVD SHU O
RULJLQH HG LO EDULFHQWUVR�
&RH�FLHQWH GL FRUUHOD]LRQH OLQHDUH� U� 7HRUHPD� U  � VH H VROR VH OH GXH UHWWH GL
UHJUHVVLRQH FRLQFLGRQR�
2VVHUYD]LRQH �� 4XDQWR SL�X U �H YLFLQR D � WDQWR SL�X L SXQWL VRQR GLVSHUVL ORQWDQR GDOOH
UHWWH GL UHJUHVVLRQH� 9DOXWD TXDQWR �H UDJLRQHYROH UDSSUHVHQWDUH L SXQWL FRPH YDORUL GL
XQD IXQ]LRQH OLQHDUH� 3HU U ! �� VL KD XQ EXRQ DQGDPHQWR UHWWLOLQHR� 3HU U � �� L SXQWL
VRQR D �QXYROD��
2VVHUYD]LRQH �� &DVR LQ FXL OH �[ ( � VRQR Q HG KDQQR XQ �SDVVR� FRVWDQWH K� L  
�� � � � � Q H [ ) * +  [ , � K� 6LD � O
DPSLH]]D GHOO
LQWHUYDOOR�

�  [ - � [ .  �Q� ��K�
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�[  [ . � .0 �  [ . � .0 �Q� ��K�
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'LPRVWUDUH FKH
V 12  33 1 K 1 �Q 1 � ��  33 1 Q� �

Q� ��
1 � �\�

,GHH� ��� &RQVLGHUDUH OD UHWWD FKH UHQGH PLQLPD OD VRPPD GHOOH GLVWDQ]H DO TXDGUDWR GD
XQD UHWWD �LQ VHQVR RUWRJRQDOH�� ��� /D UHWWD FKH UHQGH PLQLPD OD VRPPD GHOOH GLVWDQ]H
�D SRWHQ]D �� R D SRWHQ]D TXDOVLDVL� YHUWLFDOH� RUL]]RQWDOH� RUWRJRQDOH�� ��� 5HJUHVVLRQH
SDUDEROLFD� PLQLPL]]DUH OD VRPPD DO TXDGUDWR GHOOH GLVWDQ]H GD \  D[ 4 � E[� F� ���
5HJUHVVLRQH FXELFD� \  D[ 5 � E[ 6 � F[� G �WLHQH FRQWR GHL �HVVL��

� � &DVR FRQWLQXR�
9LHQH VSRQWDQHD O
LGHD GL HVWHQGHUH OH FRQVLGHUD]LRQL SUHFHGHQWL DO FDVR GL XQ LQVLHPH
�FRQWLQXR� �QHO VHQVR GL �QRQ GLVFUHWR�� GL GDWL� 6LD GDWD XQD IXQ]LRQH \  I�[� VX 5
�RFFRUUHU�D IDUH DOFXQH LSRWHVL VWUXWWXUDOL VX WDOH IXQ]LRQH� QHFHVVDULH SHU O
HVLVWHQ]D GHOOH
JUDQGH]]H FKH DQGLDPR D LQWURGXUUH�� /D YDOXWLDPR LQ XQ LQWHUYDOOR >D� E@ GL DPSLH]]D
��
0HGLH�
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6L FRQIHUPD GDOOD �\� SHU Q � ��� &RYDULDQ]D�
F n o � pq
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,QWHJUDQGR SHU SDUWL VL WURYD�
=
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GRYH ) �[� �H XQD TXDOXQTXH SULPLWLYD GL I�[� H *�[� XQD TXDOXQTXH SULPLWLYD GL ) �[��
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'XQTXH

F u v  wx �E) �E�� D) �D��*�E� �*�D��� �[�\�
5HWWD GL UHJUHVVLRQH OLQHDUH�

P  F u v
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6ORSH GL I�[�� �H OD IXQ]LRQH P � �[� FKH G�D LO FRH�FLHQWH DQJRODUH GHOOD UHWWD GL UHJUHV�
VLRQH GL I�[� QHOO
LQWHUYDOOR >[ � �� �@� 1HOOD IRUPXOD SUHFHGHQWH VL VRVWLWXLVFH E �� [�
D �� [� �� �[ �� [� �� �
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$SSOLFDQGR OD IRUPXOD GL 7D\ORU QHOO
LQWHUYDOOR >[ � �� [@ DOOH IXQ]LRQL ) �[� H *�[� VL
WURYD�

P � �[�  I � �[� �� � �� I��[� �� � � � � �
H VL KD OD FRQIHUPD �I � �[� �H VXSSRVWD FRQWLQXD� FKH

OLP� � � P � �[�  I � �[��
2VVHUYD]LRQH LPSRUWDQWH� 4XHVW
XOWLPD IRUPXOD PRVWUD FKH OD VORSH GL XQD IXQ]LRQH �H
XQ EXRQ VXUURJDWR GHOOD GHULYDWD� $Q]L� OD VL SX�R DVVXPHUH FRPH GH�QL]LRQH GL GHULYDWD
GL XQD IXQ]LRQH �QRQ GHULYDELOH QHO VHQVR RUVLQDULR�� 3UREOHPD� VRWWR TXDOL FRQGL]LRQL
�SHU OD I� TXHVWR OLPLWH HVLVWH"
0HGLD PRELOH GHOOD VORSH�
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