S. Benenti
Instituto di Fisica Matematica "J.-L. Lagrange", Universita di Torino

Fibrés affines canoniques et
mécanique newtonienne

1. Mécanique analytique newtonienne.

On appelle espace-temps de Galilée 1l'espace affine M de
dimension 5, pseudo-euclidien de signature (+----), muni d’un
champ de vecteurs Z, uniforme et isotrﬁpe. Sur cet espace-temps
on peut donner une formulation intrinséque (indépendante du
choix des reperes) de la dynamique newtonienne d‘une particule
et de l1‘équation de Schrdédinger [11 [21 C313.

Soient £:R x M » M 1l’action du groupe R sur M engendrée
par Z, N l’espace des orbites de C, n:M = N la projection cano-
nique. On peut regarder n comme un fibré principal de groupe
structural R. On trouve que N est 1’'espace-temps de Newton,

espace affine de dimension 4, a métrique dégénérée.
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Soit F le groupe des isométries de M qui laissent Z
invariant. Considérons.le sous-groupe €(R) (isomorphe & R) des
translations de M selon le champ constant Z. On trouve que le
groupe quotient G = F/e(R) est le groupe de Galilée. Nous

appellons F le groupe de Galilée étendu (ou bien le groupe de

Bargmann “classique").

L'espace des phases de la mécanique newtonienne d’une
particule est le fibré cotangent T#M de M. La dynamique d’une
particule de masse m est définie par des contraintes repré-
sentées par des sous-variétés de TAM de codimension 1. La

premiére, fondamentale, est la contrainte de masse:

1) Km = {k € TAM; <Z,k> = m3},
ol le nombre réel m est la masse de la particule. La deuxiéme,
que on peut appeller la contrainte de 1l’énergie, est 1’ensemble

suivant:

(2) E, = {k € T*M; (g’ (k), k> + 2mU(y) = 0, y = my(k) 3,

ou g’':T*M - TM est 1la métrique contravariante, U:N - R le

potentiel, U = U-n:M -+ R, =, :T«M - M la fibration cotangente.

M
L' intersection Cm = Km/1 Em est une sous-variété coiso-

trope de T#M définissant un systéme dynamique homogéne [41 [51].

La distribution caractéristique Dﬁ < T(T*M) de Cm est 1’équation

du premier ordre de la dynamique de la particule. Puisque Cm

est de codimension 2, les variétés intégrales de sa distribution
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caractéristique t(que nous appellons simplement caractéristiques

de Cm) ont la dimension 2 et Dm est localement representée par

deux équations différentielles du premier ordre. homogénes.

Un repére (inertial) est un champ de vecteurs X sur M,
uniforme et isotrope, tel que X:Z2 = 1 (le point - dénote ici le
produit scalaire des vecteurs). Le choix d’'un repére nous
permet:

(i) de donner une décomposition relative de 1 'impulsion

absolue k e T*M, k = (p,e.m) = (impulsion relative, énergie

relative, masse absolue). en posant:

(W]
~
N
7]

1}
.
it
~
2
.

k =p +eg(Z) +mgiX), m=

stant g:TM — T*M la métrique covariante.

iii) de donner un repere X dans 1 espace-temps N de
Newton par la proiection n:

(iiiy de donner. pour chaaque m € R, une réduction (sub-
mersion suriective) nmzﬁm =+ D%EN. La sous-variété KmlCmJ < T*M
est coisotrope et représente la dvnamique homogéne de la parti-

cule de masse m observée du repere X.

on  a ainsi deux modeles rour la dynamique d'une parti-

cule: +I) un modéle absolu basé sur T*M tdimension 10), (II) un
modeéle relatif basé sur T*N (dimension 8). avec le choix d‘un
repere.

on peut d ailleurs considérer un troisiéme modéle., que
1 on peut appeler affine absolu. basé sur 1 espace Pm des

caractéristiques de la sous-variéte coisotrope Km. On trouve
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que cet espace (de dimension 8) est un fibré affine sur N. Il
admet aussi une forme symplectique canonique Wo telle que

(3) xm*wm = dGMle,

est la projection canonique et eM est la 1l-forme

de Liouville sur T*M (la barre | dénote la restriction d‘une

ou xm:Km - Pm
forme sur une sous-variéteé). Dans ce modeéle les impulsions ont
un caractére "affine" et non "vectoriel” comme dans les deux
précédents.

Pour comprendre la nature d‘une telle description affine
on a étudié 1la structure abstraite de ce modéle, qu’‘on retrouve
d’ailleurs en plusieurs questions de physique mathématique, et
qui est construite sur un fibré principal n:M - N. Cela nous a

conduit & introduire la notion de fibré affine canonique.

2. Fibrés affines canoniques.

Soit 7:A =+ S5 wune fibration et §&:A Xg A - T*3 une ap-

plication différentiable telle que

dta".a’) + &(a’.a) = &§(a",a)

pour tout sous-ensemble (a,a’,a") de A sur la méme fibre de T,

et telle que pour chaque a € AS = ﬂ—l(s) l’application

g "
oa.As - TSS
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est une bijection. On dit que m7:A - S5 est un fibré affine

modelé sur T*S.

Soient Um:Um -+ A et oB:UB - A deux sections locales

(différentiables) de w., telles que Umﬂ = Um/] UB

différence de O et UB est la section du fibré cotangent T*S

£ 0. La

(c’est-a-dire la 1l-forme sur S) définie par

- . - *G . - ) ]
oB om‘UmB T*S:x Scoa(x),cm(X)).
Soit ¥ = {ca:UOL - A: o £ I} une famille de sections locales de L
telles que

[ )

(3} L)“ c IUa = 3.

(ii) d(oB v g = 0 (les différences sont fermées).

Nous appelons fibré affine canonigue (modelé sur Tx5) tout

triplet (7,8,L) satisfaisant au conditions précédentes.
I1 existe une correspondance bijective naturelle entre
les sections 0:S = A de T et les isomorphismes basiques de

fibrés o:A - TS, définie par la formule
i) gta) = &(a,o(m(al)).

Jn voit que 1l°image o(S) < A est identifiée par o avec la

"section nulle" de T#*S.
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Figure 1

A chaque fibré affine canonique sont associés deux

objets: (i) wune forme symplectique canonique w sur A définie
par
(2) win HU ) = o xde % & d

oL o S* :

ou OS est la l-forme de Liouville sur T*S, (ii) une classe de

cohomologie de de-Rham de degré 2 sur S (dans le cas ol 7 admet

des sections globales différentiables). En effet a toute
section différentiable 0:5S -+ A de m est associée une 2-forme 60

sur S, fermée, définie par

(3) Ooan = d(o - om}.

Si o et o' sont deux sections. alors on a
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(4) Q. =0 = dle = o'k
On démontre que

=
(5) w o (des + 7 *@c),

S
ou ﬂS:T*S - § est la fibration cotangente. Cette formule montre
que 1°'isomorphisme basique o est un symplectomorphisme par
rapport & la forme symplectique canonique w de A et a la forme
symplectique canonique de T*#3 “corrigée" par le 2-cocycle 00

relevé a T*S.

Nous avons deux exemples élémentaires de fibré affine

canonique: (I) A = T4S, 7 = Toe L formée par une seule section
o:5 = TS, On a w = d(eS + ws*o) et la classe de cohomologie
nulle. {(II) A =TS, m = LY L formée par les sections locales
o:U - TS telles que O|U = - do, étant © wune 2-forme fermée

donnée sur S. On a w = des + ﬂs*e et la classe de cohomologie
est celle déterminée par O.

I1 faut remarquer que, é&tant donné un fibré affine cano-
nique (7.8§,Z), on peut ajouter & I des sections locales a dif-

férence nulle avec les &léments de I. On obtient ainsi un fibré

canonique équivalente: il aura la méme forme symplectique
canonique et 1la méme classe de cohomologie. On est conduit,

d’une telle manieére. a considérer la famille compléte (ou maxi-
male) 2 de toutes les sections a différence nulle avec L. Des
deux exemples donnés. le premier peut étre vu comme cas parti-

culier du deuxiéme.



3. Automorphismes affines canonigques.

Soit (m,8,Z) un fibré affine canonique (notations du §2).
Soient (£,E) un automorphisme 'de 7 et o:U = A une section de .

L’'application
= =1 =]
(E,E)*0:E " (U) » A:x =+ (E ~+0-E)(x)

est une section de m que nous appelons 1l’'image réciproque de o
par (E,E). On dit que une section globale o est invariante par
(E,E) si (E,E)*0 = 0, c'est-a-dire si E-0 = o-E.

On dit que (g,E) est un automorphisme canonique de

(m.8,Z) si

(i) (v,8(a,a’)» = (TE(v),8(E(a),E(a’))>

avec ve T, Seta,a e s lx), et si (ii)  (7.8.% LI sR - <o
L' = (§,E)A(Z) est la famille des images réciprogques de L, est

un fibré affine canonique (équivalent a (7,§8,%)).

On peut démontrer que: un automorphisme (€,£) est
canonique si et seulement si £ est symplectique, c’est-a-dire
E*w = w, w étant la forme symplectique canonique du fibré&. On

trouve aussi que si o est une section invariante par rapport a

un automorphisme canonique (£,E), alors la 2-forme 60 associée

est invariante par rapport & £: E*Oc = Gc'

Si (E,E) est un automorphisme canonique on dit que £ est

un relévement canonique de £.
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4. Fibrés affines canonigques associés & un fibré principal.

Bien que les résultats illustrés dans la suite s’ étendent
au cas d’'un groupe structural abelien quelconque, nous considé-
rons pour simplicité (c’est d'ailleurs le cas qui nous intéres-
se, d’aprés ce qu'on a vu au §l1) wun fibré principal n:M - N de
groupe structural R. Des questions similaires, aussi pour le
cas non-abelien, mais ne concernant pas les fibrés principaux,
sont traitées par exemple dans [6].

Soient C:R x M » M l’action du groupe sur M, Z le champ
fondamental engendré par C, E:R x TAM - T#M le relévement cano-
nique de l‘action (. P = T*M/E l’ensemble des orbites de E.
x:T#M - P la projection canonique. On démontre que P est une
variété de Poisson:; la structure de Poisson est induite de
celle de T*M par la projection x. La projection canonique x est
aussi un fibré principal de groupe structural R.

Pour chaque m & R 1'ensemble Km (définition (1) du §1)
est une sous-variété coisotrope de T#M; les caractéristiques de
Km sont les orbites de la restriction de E a Km. L’'ensemble
quotient Pm = Km/Z est une variété symplectique: 1l admet wune
forme svmplectique W caractérisée par la proprieté (3) du §1,
ou xm:Km - Pm est la projection canonique. Le feuilletage
symplectique €(Pm,wm): m ¢ R} de P est le feuilletage caracté-

ristique de la structure de Poisson.

9]
er
L]

Pour chagque me¢ R nous introduisons les trois obijec

suivants:

21



4. Fibrés affines canonigques associés & un fibré principal.

Bien que les résultats illustrés dans la suite s’ étendent
au cas d’'un groupe structural abelien quelconque, nous considé-
rons pour simplicité (c’est d'ailleurs le cas qui nous intéres-
se, d’aprés ce qu'on a vu au §l1) wun fibré principal n:M - N de
groupe structural R. Des questions similaires, aussi pour le
cas non-abelien, mais ne concernant pas les fibrés principaux,
sont traitées par exemple dans [6].

Soient C:R x M » M l’action du groupe sur M, Z le champ
fondamental engendré par C, E:R x TAM - T#M le relévement cano-
nique de l‘action (. P = T*M/E l’ensemble des orbites de E.
x:T#M - P la projection canonique. On démontre que P est une
variété de Poisson:; la structure de Poisson est induite de
celle de T*M par la projection x. La projection canonique x est
aussi un fibré principal de groupe structural R.

Pour chaque m & R 1'ensemble Km (définition (1) du §1)
est une sous-variété coisotrope de T#M; les caractéristiques de
Km sont les orbites de la restriction de E a Km. L’'ensemble
quotient Pm = Km/Z est une variété symplectique: 1l admet wune
forme svmplectique W caractérisée par la proprieté (3) du §1,
ou xm:Km - Pm est la projection canonique. Le feuilletage
symplectique €(Pm,wm): m ¢ R} de P est le feuilletage caracté-

ristique de la structure de Poisson.

9]
er
L]

Pour chagque me¢ R nous introduisons les trois obijec

suivants:

21



(i) l’application wm:Pm N définie par 1’équation

wm(p) = n(wM(k)), k € p,

(ii) 1l‘application Sm:P P - TAN, définie par 1’équation

m *N “m
<v,8m(p,p‘)> = w, k' - k>, Tn(w)

v.

(iii) 1’ensemble Zm des sections locales de T, correspondant aux

trivialisations locales de n.

On peut avoir une idée de la définition de L et de Sm avec la

Fig.2:

Vi
ﬂ{r“ 2
/ S Casoocs I
/Zm JM";“ [
P = k
/

74
B ; = = g//,
LT v bete de
//y/ 2 P T

On démontre que ces deux définitions sont cohérentes et que:

(wm,sm) est un fibré affine modellé sur TxN.

22



I1 est convenable de fonder 1la définition de Zm sur la
notion de connexion d‘un fibré principal. Dans notre cas, une
connexion o« de n est identifiée avec une l-forme o« sur M telle

que

(1) d-o = 0, iza =1

(on denote dZ et iz la derivée de Lie et le produit intérieur
par rapport & Z). A toute connexion o est associée une 2-forme

fermée B sur N, la courbure de o, telle que

(2) da = n*B.

Si B = 0, la connexion o« donne lieu & un feuilletage de codi-
mension 1 de M, transverse & mn. Si chaque feuille est 1’'image
d’une section globale de n, on dit que la connexion est plate.

Une trivialisation de n est une application T:M - R telle que

(3) (T-Qt)(x) =) # ks

Si T est une trivialisation, alors o = dt est une connexion
plate. Un fibré principal admet, dans le cas général, seulement
des trivialisations locales. Toutefois. dans notre cas, R étant
le groupe structural, le fibré admet aussi des trivialisations
globales.

Cela posé., on voit qu’il existe une correspondance entre

les sections de L les isomorphismes basiques de Pm sur T#N et
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les connexions de n:

(17

o N~ P -

y

Um:Pm -+ T*N

section de L1, isomorphisme

\\ (ii) (1i1)
g
oL

connexion de n

On a deja considéré la correspondance bijective (i) au §2 (on a
deja vu que (ﬂm,Gm) est un fibré affine). Les correspondances

(ii) et (iii) sont définies par les équations

(4) cm:y) = xm(mm(XJ), y = nix).,

(5) cv.cm(p)} = (w,k - mw(x)>,

ou K < p. X = ﬂM(k), W € TxM' v = Tn(w). L‘'existence de
sections alobale différentiables du fibré m résulte du théoréme
d’'existence de connexions sur un fibré principal.

On peut finalement donner la définition de Zm: c’'est

1"ensemble des sections (locales) de L, associées aux connexions

plates correspondantes aux trivialisations (locales) de m. On
démontre alors le théoréme suivant: (a) 1le triplet (wm.sm,zm)
est un fibré affine canonique: (b) la forme symplectique
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canonique de (wm,Sm,Zm) est la forme symplectique Wn définie par
1'équation (3) du §l; (c) si o est wune connection, B sa

courbure, Um:Pm -+ TAN 1l'isomorphisme associé, alors

*

:M*
(6) we T (deN + m ﬁNB)

(rappelons que ﬂN:T*N -+ N est la fibration cotangente et GN est
la 1-forme de Liouville sur T#N).

Pour ce qui concerne la classe de cohomologie du fibré
affine canonique ainsi construit, on démontre qu’elle est mCB1,
ou [B] est la classe des courbures. Comme la différence de deux
courbures est une 2-forme exacte et un fibré principal de groupe
R (ou R") admet des connections plates (puisqu’il admet des
trivialisations), on a [Bl = 0O: la classe de cohomologie
associée a (wm.sm,zm> est donc triviale.

Considérons enfin un automorphisme (¢,¢) du fibré prin-

cipal n:M = N. L’automorphisme ¢ est tel que
(7) G0 = ®-Cp-

Cette condition est équivalente a la "conservation de la masse”,
c est-a-dire a4 la conservation de chaque sous-variété Km par le

relévement canonique b de o:
oK ) = K

_

Par conséquent, ¢ induits un automorphisme ¢m de 1l'’espace Pm des
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caractéristiques de Km. On démontre que (w.mm) est un

automorphisme canonique de (ﬂm,Gm,Zm).

On peut "transférer" 1’automorphisme (¢.¢m) sur le fibré

cotangent de N & 1’aide d‘un isomorphisme o associ€é a une

connection «. Cela veut dire considérer 1‘'automorphisme de TAN

Puisque ¢; est la composition de frois symplectomorphismes, «c’
est un automorphisme symplectique par rapport & la forme sym-
plectique

a‘_
we = dGN + m ﬂN*B.

On démontre alors que: (1) il existe une l-forme y sur N telle
que

- -1
(8) n*yYy = 6% "o - o;

(ii) le symplectomorphisme ¢_ est la composition

(9) % wiy i

du relévement canonigque w de ¢ et de 1’automorphisme basigue

Ym:T*N - T*N défini par

(10)  yp(h) = h + m y(my(h)).
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En particulier, si T est une trivialisation globale et o = dt,

il existe une fonction U:N - R telle que
(11) Unm=171-¢ =. iy

et y = 4dU.

On voit donc que 1l’automorphisme (w,Q;) différe de 1'au-
tomorphisme canonique (¢,$) de T#N par une translation sur
chaque fibre, qui depends de y (c’‘est-a-dire de la connection
o), proportionnelle & la "masse" m. La transformation ;m est de
"jauge" (i.e. symplectique) si m = 0 ou bien si la courbure B

est Y-invariante (nulle en particulier).

x & X

Si 1'’on veut adapter les résultats précédents au modéle
de la mécanique newtonienne proposé au §l., on remarquera que
tout reperé X définit une connexion plate o, caractérisée par la
distribution des vecteurs orthogonaux a X. A toute transfor-
mation o de M conservant la métrique et 1le champ Z.
correspond une transformation symplectigque ¢: de T#M. L‘usage
des formules générales (9), (10), (11) nous permet d’'expliciter
directement cette transformation: on trouvera alors les
relations bien connues entre les impulsions et 1les energies

relatives a deux repéres (le repére X et le repére transformé

par ).
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5. Fibrés affines canoniques sur un groupe de Lie.

Considérons un fibré affine canonique (7:A -+ §,§,Z) ou S
est un groupe de Lie. On notera A et p les actions & gauche et a

droite de S sur lui méme:

Les algeébres de Lie des générateurs de x et de p seront notées
respectivement LS et rq.

Considérons un groupe de transformations affines cano-
niques R = {(ps,Bs); s € S}, relevement du groupe R =
{ps; s € S3, et supposons que m admet des sections globales
invariantes par R. Ces sections donnent lieu (voir les formules
(3) et (4) du §2) & une classe de cohomologie [O1 de 2-formes ©
sur S invariantes & droite, c’‘est-a-dire & une classe de cohomo-
logie de degré 2 de l’'algébre de Lie IS a valeurs dans R. BSoit
Z(R) 1'espace des sections de ™ R-invariantes. L‘isomorphisme
G:A - T4S correspondant & une section o € £(R) transforme I(R)
dans 1l'’espace LS* des l-formes invariantes & droite sur S.

Sans entrer dans les détails concernant la structure
envisagée (l'étude preliminaire du cas d’'un fibré cotangent d’un
groupe de Lie muni d’une 2-forme fermée est en cours de publi-

cation [71). considérons par exemple une extension centrale d'un

groupe de Lie G par R, c’est-a-dire une suite exacte d’'homomor-

€ g
phismes 1 - R - F - G = 1. On consideére E:F - G comme fibré
principal de groupe structural R. On peut donc appliquer les
résultats du paragraphe précédent. Pour chague me& R on a un
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fibré affine canonique "ﬁ:Am - G modelé sur T*G. Une trans-
lation & droite Ps (resp. a gauche Af) de F (f € F), avec le
processus illustré dans la derniére partie du §4, se réduit a un

automorphisme canonique (p_,p.) (resp. (aA_,x_)) de A ot

g'"g g’g m’
g = E(L). La classe de cohomologie de Am associ&e au groupe
des automorphismes canoniques ainsi déterminés est la classe
mCB] o0 B c‘est la courbure d’une connexion invariante & droite

(resp. a gauche) de E. On doit remarquer & ce propos que, si X

est le champ fondamental du fibré principal € et si p est une

M

l1-forme invariante sur F telle que <X,u> = m # 0, alors o = &

est une connexion invariante.

6. Relations "moment"” et actions hamiltoniennes.

Les fibrés affines canoniques nous permettent de
construire un modéle dynamique homogéne pour les actions hamil-
toniennes (modeéle qui étend la formulation homogéne de la méca-
nique classique, comme action hamiltonienne du groupe R, au cas
d‘un groupe de Lie quelconque).

Soient (P,wp) une variété symplectique connexe,
(m:A - S5.,8,Z) wun fibré affine canonique sur un groupe de Lie 3
connexe. wp la forme symplectique canonique sur A. On appelle

relation moment toute sous variété JC A x P telle que:

(i) J est l'image d'une section de 1la projection T x idP:
A ¥P 5% B
(ii) J est coisotrope par rapport & 1la forme symplectique

LIJA =) U)P:
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(iii) J est compléte (voir dans la suite);

(iv) J est invariante par rapport au groupe des transformations
R x id, ou R est un relédvement canonique du groupe
R = {ps; s € S} des multiplications & droite sur S.

On démontre que: J est un systéme dynamigque homogéne qui

représente une action hamiltonienne de S sur (P,wP) dont la

classe de cohomologie est celle déterminée par les sections

R-invariantes de m (voir la premiére partie du §5).

Figure 3

On voit en effet que 1les caractéristiques de J sont
projetées par A x P + S x P sur des sous-variétés de S x P
transversales & 1la projection 8 x P =+ § (voir Fig.3). Si ces

sous-variétés sont des sections globales (on dit dans ce cas que
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J est compléte: hypothése (iii)), alors a tout couple (sl,sz)

d’éléments de S est associé un difféomorphisme ¢s " tP-= Py . On
’ 25w g
démontre a4 1l'aide de la theorie des réductions symplectiques que

le graphe de ¢5 a est une sous-variété lagrangienne; donc
2751
¢S - est un symplectomorphisme. La condition d’invariance
270 :
(iv) implique que le symplectomorphisme ¢ss
0'

ne depend pas du
5o

choix de Sg € S. S8i l'on pose

on voit alors que ¢:5 x P = P:(s,p) - ¢S(p) est wune action
symplectique de S sur (P,mP}.
D’aprés 1’hypothése (1), il existe wune application

H:S x P - A telle que

J = {(a,p)e A x P; a = H(s,p), s = m(a)l.

Nous appellons H l‘hamiltonienne absolue de J (ou de 1l’action

¢). Pour chaque p &€ P la section
Hp:S - A:s - H(s,p)

de 7 est R-invariante (hypothése (iv)). L’application (notation

du §5)

i:P - Z(R):p - H
3 P o
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est le moment absolu de J (ou de ¢).

A toute section invariante o € Z(R) sont associés un
isomorphisme o:A - T*S et une 2-forme 60 sur S, fermée et

invariante & droite, c’est-a-dire un 2-cocycle, telle que

wp = c*(des + ws*ec).

Nous appelons l’application

H, = 0-H:S x P - TS,

qui est identifiée avec la fonction
HO:TS x: P =-Rai(u,p) = (u.HO(s,p)>,
l’hamiltonienne de J (ou de ¢) relative a4 0. Chaque section Hp

est transformée par o dans une 1-forme sur S invariante a

droite,

Par conséquent, on a une application

£ e e
jU.P =* ls P = Hp,o

que nous appelons moment relatif & o. On remarque enfin que la

sous-variéte
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Jc = o(J) < T#S x P
est coisotrope par rapport a la forme symplectique
(d8g + mg*O ) © wp.

Etant donnée une action symplectique ¢:S x P » P d‘un
groupe de Lie S sur une variété symplectique (P,wP), on peut
construire une relation moment de la maniére suivante. On prend
la distribution I' des vecteurs tangents au feuilletage des
orbites de 1l’action composée K Xg ¢ sur TAS x P (; est le releée-
vement de l‘action & gauche A sur S). On considére la distri-
bution E = F§. old § est l'opérateur polaire symplectique par
rapport & la forme symplectique naturelle des C)wP. On démontre
que Z est complétement intégrable et complémentaire a la distri-
bution verticale associée & 1la projection TAS x P - S x P. Si

chaque feuille de = est 1‘image d'une section de cette pro-

jection on dit que l’'action ¢ est hamiltonienne. Dans ce cas
toute variété intégrale connexe maximale JO de EZ est une
relation moment qui représente 1’action a. Comme fihré affine

canonique sur S on prend le fibré cotangent TS muni d’une
2-forme fermée OO (voir 1'exemple (II) au §2), invariante a

droite, déterminée d’une facon unique a partir de JO.

7. Réductions par rapport & la "masse".

Soit m:M = N un fibré principal de groupe R (notations du
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§3) et ¢:F x M = M une action d’un groupe de Lie F sur M. Sup-
posons qu’il existe un monomorphisme de groupes €:R - F tel que
l"action du sous-groupe e(R) sur M coincide avec l’action  de R
sur M. On a par conséquent une action ¢ du groupe quotient
G = F/e(R) sur N. Noton £:F + G la projection canonique. Comme
on a fait au §5, on interpréte £ comme fibré principal. On
remarquera que le cadre ici envisagé, qui peut étre résumé dans

le diagramme suivant

est 1’abstrait du cadre de la mécanique newtonienne presenté au
§1.

L‘action S:F x T#M = T*M, relévement canonique de ¢, est
représentée d’'une maniére canonique par une relation moment J
C TAF x TAM, o0 comme fibré affine canonique on prend tout
simplement le fibré cotangent T+F. La classe de cohomologie
associée a cette action est triviale. C’est la classe cor-
respondante au groupe des transformations ﬁ = {(pf.af); f & F},
relévement canonique de l’action a droite sur F.

Etant fixé wun nombre réel m, on opére sur la relation
moment J avec deux réductions. On obtiendra wune relation
moment, notée Jm' qui représente une action hamiltonienne du
groupe G sur le fibré affine canonique Pm' ;

(i) Réduction & droite: par rapport & la sous-variété
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coisotrope T*F x chz T+#F x P (notation du §4).

3 SR diaizy X T*M

T*F X K

m
1 E
yom
I THF X P
m m
On trouve gque la sous-variéteé réduite Jh = (idT*F X xm)(J)

(rappelons que xm:Km = Pm est la projection canonique de Km sur
1‘espace Pm de ses caractéristiques) est une relation moment.
D’'aprés ce qu‘on a vu aux paragraphes précédents, l'action
représentée par Jﬁ est une action hamiltonienne affine sur le
fibré affine canonique Pm' dont la partie linéairexest le rele-
vement canonique ﬁ de l'action . Cette action est fortement
hamiltonienne (c’'est-a-dire la classe de cohomologie associée
est nulle), comme 1l action &. puisqu‘on a rien changé du c0té de
T+#F (& gauche).

(ii) Reéduction a gauche: par rapport a la sous-variété

coisotrope Kﬁwx-Pme: TAEF x Pm’ ou Kﬁ est la contrainte de masse

m sur TxF (définition analogue a (1), §1).

Jﬁ G I{F X ?m

Jﬁ & 'Kﬁ X Pm
b

Jm & Am X Pm
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On note Am la variété des caractéristiques de Ké et xﬁ:K' = Am

m
la projection canonique. Am est un fibré affine canonique sur
le groupe G. On démontre gque 1la sous-variété réduite
Jm = (xﬁ X idP )(Jﬁ) est une relation moment. L’action repré-

m

sentée par Jm est donc une action hamiltonienne affine de G sur
Pm' La classe de cohomologie de cette action est (comme on a vu
au §5) mCBl1., étant CB]1 la classe de cohomologie des courbures
invariantes a droite du fibré £:F - G.

Dans le cas du modele de la dynamique newtonienne, on
retrouve ainsi 1l’'interprétation de la masse d’une particule (les
considérations précédentes s’appliquent aussi & un systéme de
particules) comme classe de cohomologie symplectique du groupe
de Galilée, comme nous 1l‘a montré, d’une maniére directe,
J.M. Souriau C81.

A Kk *

Les arguments exposés ici sont actuellement des "travaux
en cours" a 1l'Institut de Physique Matématique de Turin, dans le
cadre d’'un programme de recherche sur les fondaments géomé-
triques de la mécanique, conduit avec W.M.Tulczyjew et avec le
soutien du Consiglio Nazionale delle Ricerche. Les résultats
enoncés sont susceptibles de variations et améliorations. Ils
seront probablement présentés pour publication & 1‘Académie des
Sciences de Turin.

Tous mes remerciements aux organisateurs, N.Desolneux-
Moulis et P.Dazord, et aux participants a ce Colloque. Je suis
reconnaissant & M. A. Lichnerowicz qui a bien voulu préter son

attention, en plusieurs occasions, a mon travail de recherche.
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