C. R. Acad. Sc. Paris, t. 300, Série I, n° 4, 1985 119

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Sur un feuilletage coisotrope du fibré cotangent
d’un groupe de Lie. Note de Sergio Benenti et Wlodzimierz M. Tulczyjew, présentée par
André Lichnerowicz.

On construit un feuilletage généralis¢ coisotrope du fibré cotangent d’un groupe de Lie, dont les feuilles
correspondent aux orbites de la représentation coadjointe.

DIFFERENTIAL GEOMETRY. — On a Coisotropic Foliation of the Cotangent Bundle of a Lie Group.

A coisotropic generalized foliation of the cotangent bundle of a Lie group is constructed. Leaves of this
Joliation correspond to the orbits of the coadjoint representation.

1. Le relevement canonique d’un difféomorphisme : M — M est le difféomorphisme
Ui T* (M) — T*(M) défini par I’équation :

(1) o, U (@) =CTW Y @), pd, peT*(M), veT, ,(M).
L’identité
(2) (W*p) (m)="0"" (n(¥ (m)))

est valable pour chaque me M et chaque 1-forme p: M — T*(M). Le relévement canoni-
que d’un champ de vecteurs (différentiable) K sur la variété M est le champ de vecteurs
K sur T*(M) défini par I'équation ixdfy= —dHy ou Hy: T*(M) - R:p—<K, p) et Oy,
est la 1-forme de Liouville sur le fibré cotangent T* (M). On a les identités bien connues :
(3) [K1aKz]=[K1a K] A: <K1 A Kz» dBy > = {HK,stz} =H[K1,K2]a

ou { , } est le crochet de Poisson sur T*(M) associ¢ a la forme symplectique ¢6,,. On
sait que le flot (local ou global) de K est le relévement canonique du flot de K. Si
¢:GxM — M:(g, m)— (g, m) est une action (différentiable) d’un groupe de Lie G sur
la variéte M on pose @,: M —» M:m— (g, m), 9": G — M: g+ ¢ (g, m). Les générateurs
infinitésimaux de ¢ sont les champs de vecteurs X sur M définis par X (m)=T (™) (v),
ou v est un ¢lement fixé de T,(G), e étant l'identité de G. Le relévement canonique de
I'action ¢ est ]actlon 0:G xT*(M) - T*(M) de G sur T*(M) définie par (pg—((pg) .
Les générateurs de ¢ sont les relévements canoniques des générateurs de o.

2. Soit G un groupe de Lie connexe de dimension finie. Considérons les trois actions
gauches suivantes sur G : U'action a gauche A:G xG — G:(g, g)—gg’, action a droite
p:GxG->G:(g, g)—g g ', laction composée :

1 (GxG)xG—->G:((gy, g2 )81 885"

du produit direct G x G sur G. Notons [ (resp. r) 'algébre de Lie des générateurs de A
(resp. p) : Xel<=T(p,)X=X<p,, VgeG; Yer<T(A)°Y=Y<A, VgeG. Lespace
dual /* de I (resp. r* de r) est I'espace des 1-formes différentiables p: G — T*(G) telles
que pyp=p (resp. A¥ p=p), VgeG; [* et r* sont donc les espaces des l-formcs invariantes
a droite et invariantes a gauche respectivement. Avec (2) on voit que : pel* < pg H=Hop,
VgeG; ver*ﬁk ev=veh, VgeG. Les images u(G) des formes pel* (resp. ver¥)
sont les orbites du rclevement p (resp. &) engendrées par les relévements X avec Xer
(resp. X €l); ces images forment donc un feuilletage, que nous appelons le feuilletage
droit (resp. le feuilletage gauche) sur T*(G). Nous appelons les projections I, : T*(G) — I*,
J;: T*(G) — r* définies par ces deux feuilletages, le moment droit et le moment gauche
respectivement.
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On considére sur T*(G) la forme symplectique dfg, ou B est la 1-forme de Liouville
sur T*(G), et la structure de Poisson correspondante. Puisque tout relévement canonique
des transformations de G préserve cette structure on voit que si f; et f, sont deux
fonctions (réelles, différentiables) sur T*(G) constantes sur le feuilletage gauche (ou
droit), alors { f;, f> } est constante sur le méme feuilletage. Par conséquent on a une
structure naturelle de Poisson, induite par la structure symplectique de T*(G), sur les
espaces [* et r*. Les moments correspondants sont évidemment des morphismes de
Poisson.

Nous avons deux représentations de G sur [* et r* (représentations coadjointes) :
GxI*>I*:(g w21 Gxr* = r*:(g, v)—pF-1v. On note : o(p) et o(v) les orbites
de pel* et ver* dans ces représentations; G,={geG; Afu=p} et
G,= {g€G; p}v=v] les groupes d’isotropie de p et v respectivement. On voit que :

(4) Guz{geG;chuzuakg}, GV:{geG;f)yov=Vng}.

3. On a les propriétés suivantes : (@) Chaque orbite O (p,)=%(G x G, p,) [po€ T*(G)]
du relévements de I'action composée 7y est une sous-variété coisitrope de T*(G) constituée
par les images des formes de orbite o (p) de la forme pel* telle que p,ep(G), ou bien de
Porbite o(v) de la forme ver* telle que pyev(G). (b) La caractéristique ¥ (py) par p, de
la variété coisotrope O (p,) est la composante connexe de n(G) N v(G) et

(5) 1(G) N V(G)=A(G,, p)=P (G, Po)-
Par conséquent,
(6) s (H(G) N v(G)=g,G,=G, g,

ou ng: T*(G) — G est la projection cotangente et go="g(po). (¢) La variété symplectique
réduite de T*(G) par rapport a la sous-variété coisotrope O (p,) [C’est-a-dire le quotient
caractéristique de O (py)] est le produit des orbites o (p) x o(v) < I* xr* (répété plusieurs
fois si G, ou G, n’est pas connexe) ou la structure de Poisson réguliére réduite coincide
avec le produit des restrictions a chaque orbite des structures de Poisson naturelles sur I*
et r*

Considérons sur  T*(G) les distributions [sous-fibrées de  T(T*(G))]
L= U X((etR= U Y(p), quiengendrent le feuilletage gauche et le feuilletage

Xel Yer
peTx(G) peTx (G)

droit respectivement. Les implications :
Xel,Yer = [X,Y]=0 = Hyy=<(XAY,db;>=0

montrent que LY=R ou bien que Ri=L L (on note § 'opérateur orthogonal symplectique).
Introdulsons les distributions (au sens généralisé [1]) A=R+L et I'=R (M L. Puisque

—(R +L)§—R NLNR=TI cA, la distribution A est coisotrope et I" est sa distribu-
tion caractéristique. Puisque I'action y est engendrée par les champs de la forme X+Y
avec X el.et Yer, les orbites de y sont les variétés intégrales de A, donc la premiére
partie de (a) est démontrée. La deuxiéme partie est une conséquence de la propriéte (2)
et du fait que 7291 gz,—i ”1392 La définition (4) nous montre que le sous-groupe
G (uel*) est formé par les éléments geG tels que la sous-variété pu(G) est invariante
dans K Donc I'espace des generateurs de laction A(G, .) sur T*(G) est donné par les
relevements X, Xel, tels que X soit tangent a p(G) D’autre part, en chaque point
pen(G), ces vecteurs engendrent I'espace I',=I' N T, (T*(G)). En effet, pour tout X’gl,
Hy est constante sur p(G); comme X est tangent 4 p(G), on a [voir (3),]: (X A X/,
0> [n(G)= (X, dHy. > | 1(G) =0. Donc X (p) € L,, pour tout point p e p(G), cest-a-dire
X(p)el" Puisque ce raisonnement est réversible, on voit que I'espace tangent a I'orbite
k(G po) au point p coincide avec I', Donc chaque composante connexe de cette



C. R. Acad. Sc. Paris, t. 300, Série I, n° 4, 1985 121

orbite est une caractéristique. Des considérations précédentes on tire I'inclusion (¥)
l(Gw Po) < 1(G) N v(G). Inversement, si p=p(g)=v(g) et Po*ll(go) v(go), I'égalite

A, (V(go)=V(g) avec g=gg, [v(G) est invariante dans 4] donne % . (1(g0))=p(g); donc
[v01r (2] : (A H* W (@) =p(g). Alors p=(1, ')* u (puisque ces deux formes sont invarian-
tes a gauche avec méme valeur en un point) et geG,. L’inclusion inverse de (#) est donc
démontrée avec la proposition (b). Rappelons finalement que la structure symplectique
de la variété des caractéristiques d’une sous-variété coisotrope d’une variété symplectique
est définie par la restriction de la structure de Poisson sur les fonctions constantes sur
les caractéristiques. On voit ainsi que (c) est une conséquence directe de (a) et (b).

La submersion associée a la réduction symplectique définie par I'orbite @ (p,) est la
restriction J| O (py)  cette orbite du moment composé :

J:THG) = P xr*: p—J,(p), J,(p)).

Remarquons que si { f, h } =0 pour toute fonction h constante sur le feuilletage gauche
(resp. droit) alors f est constante sur le feuilletage droit (resp. gauche). En effet les
champs hamiltonien engendrés par les fonctions h donnent lieu a la distribution droite R
(resp. gauche L).

Si I'on applique cette propriété a une fonction f constante sur le feuilletage gauche
(resp. droit) [au moins sur la partie du feuilletage contenu dans I'orbite @ (p,)] on constate
que la structure symplectique sur o (p) x o (v) considérée dans (c) se restreint sur chaque
composante o(p) et o(v) en une structure symplectique, qui est d’ailleurs la structure
symplectique bien connue des orbites des représentations coadjointes (voir [2] et les
travaux cités). '

4. On a vu que le fibré cotangent d’un groupe de Lie G admet une partition en
variétés coisotropes : les orbites du relevement de I'action composée de G x G sur G, en
correspondence biunivoque avec les orbites d’une représentation coadjointe. Notons C,
orbite coisotrope € (py) si poep(G). On a [apres (a), (b), (0)]: C,=C, < peo(p);
C,=C,, pel*, ver* < nu(G)Nv(G) #J.

Comme toute sous-variété coisotrope, chaque orbite C, donne un systéme dynamique
homogeéne [3], dont la relation infinitésimale symplectique est la sous-variété lagrangienne
DH=A|CHCTT*(G)). Par l'isomorphisme T(T*(G)) - T*(T(G)) [4] la dynamique D“
est engendrée (au moins localement) par une lagrangienne L,, qui est en général une
famille de Morse sur T(G) [5].

La  relation intégrale D, correspondante 4 ]')p et  deéfinie par
D,={(p, p)eT*(G) x T*(G); p et p’ sont sur la méme caractéristique de C,} est une
relation symplectique sur T*(G) engendree par une fonction principale d Hamilton W,
qui en geénéral est une famille de Morse sur G x G.

La relation infinitésimale symplectique ]'DM est invariante par le relévement tangent ¥’
de I'action ¥, défini par : i(’gl_ gz,zTi(gl_ go La relation intégrale D, est invariante par

Paction produit X X gxgX * (&1, 82): (& &) gy, 92 (&) Xigy, 920 (&))-

5. Exemple. — Soit M(2, C) lespace des matrices complexes 2x2. Soit
G=SU(2, C)={geM(2, C); g'g=e, det(g)=1} (g est la conjuguée, g' la transposée de
g, e la matrice identit¢). Un ¢lément de T, G est donné par une couple (g, glougeM(2, C)
est telle que v=gg 'eg={veM(2, C); ¥=—v, tr(t)=0}. La forme quadratique de
Killing k est définie par k (g)= — (1/2) tr (v*)=det (v) =det (g); elle est positive. Avec cette
forme on peut identifier I'espace dual g* avec g [si veg et aeg* on pose
(v, a)=—(1/2) tr(va)], donc T*(G) avec T(G). On a les isomorphismes suivants de g
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dans [, r, I* et r* respectivement :
veg—Xel: X(g)=(g, vg), veg—Yer: Y(g)=(g gv),
aegpel*:n(g)=(g g 'a), aegvert:v(g)=(g ag™ ")
Par conséquent, pour les groupes d’isotropie et pour les orbites coadjointes on pose :
G,=G,=G,= {geG; ga=ag}, o(a)={a’'eg* IgeG: a’=gag '}. Les orbites coiso-
tropes dans T*(G) sont les variétés C,,= { (g, p)eT*(G); ||p|| =m } avec meR, m 20, et
||2| = /k ). En particulier Cq est la section nulle de T*(G). Pour m >0 les caractéristi-
ques de C,, se projettent sur les géodésiques de G pour la métrique de Killing. La relation
symplectique infinitésimale D,, qui correspond a C,, est engendrée par la famille de
Morse :
H,: T*(G)xR-R: (g p, V—=i(]|p]—m)

définie sur les fibres de la projection canonique T*(G) xR — T*(G). La lagrangienne
correspondante est la famille de Morse :
L,: T(G)xT*(G)xR: (g & p. M>tr(gp)=A(||p[| —m)

définie sur les fibres de la projection canonique T*(G) x sT*(G) xR — T(G). On peut
se borner au cas A>0; cela correspond a choisir une orientation des caractéristiques. La
famille de Morse L,, se réduit a une fonction sur T(G) privé de la section nulle,

L:: T°(G)—R: (g g)—mlg
qui engendre la partie ouverte D;} de D,, des vecteurs non nuls tangents aux caractéristi-
ques orientées. La relatif)n intégrale correspondante est une partie ouverte D, de la
relation intégrale D,, de D,,, :

D} = { (o, 1) €D,; 3 une courbe integrale j : R - T*(G)
de D, telle que j(0)=p, et j (1)=p, }.

2

L’ouvert contenu dans D,’ donné par les couples (p,, p,) telles que la longueur de I'arc
de la caractéristique orientée de p, a p, est contenue dans I'intervalle ouvert (0, m), est
engendré par la fonction principale d’Hamilton :

_ 1 _
Wi {(g0, 80€GxG; g,80 ' # e} = R:(go, g)—m arCOS(E tr(g, &o 1))-

On remarque que la fonction L, est invariante par rapport a I'action 3’ tangente de
% (Xor. a=T Xigr. o) €t que W, est invariante par I'action produit ¥ X G X, conformeé-

ment a I'invariance de D,, et D,
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