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PHYSIQUE MATHEMATIQUE. — Sur le théoréme de Jacobi en mécanique analytique.
Note (*) de Sergio Benenti ct Wlodzimierz M. Tulczyjew, présentée par André Lichnerowicz.

On donne une formulation générale du théoréme de Jacobi pour une dynamique définie par une variété
coisotrope, en utilisant la notion de famille de Morse et certains résultats de [4] sur les réductions symplectiques.

MATHEMATICAL PHYSICS. — The Jacobi Theorem in Analytical Mechanics.

We give a general formulation of the Jacobi theorem for dynamics defined by a coisotropic manifold. M orse families
and some results of [4] concerning symplectic reductions are used.

Si Q est une variété différentiable [1] on note To : T*Q — Q la projection cotangente,
= dB, la forme symplectique canonique sur T*Q, ol Oq est la 1-forme de Liouville. Une
Jamille de Morse sur Q est une fonction S : U x A — R (U est un ouvert de Q, A une variété)
telle que la matrice : '
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a rang maximal (=r) pour tout choix de coordonnées (¢°) sur U et (Ay) sur A. Toute sous-
variéte Lagrangienne L de la variété symplectique canonique (T*Q, ®g) est localement
engendrée par une famille de Morse sur Q par les équations
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ot (¢', p;) sont les coordonnées canoniques sur T*Q [2]. Une variété Lagrangienne L est dite
réguliére au point p € L si la restriction de 7, & L a rang maximal au point p. Dans ce cas un
voisinage de p est représentable par des équations du type (2) ot S : U —» R, U étant un
voisinage de 7, (p). Plus en général, si K est une sous-variet€ de Q et G une fonction réelle
sur K, I’ensemble L={peT*Q; q=mo(p)eK, {u, p>=<u,dG>,VueTK } est unc sous-
variéte Lagrangienne de (T*Q, w,); on dit que L est engendrée par la fonction G sur K. Si
K=Q alors L=dG(Q). Si K est donnée par des équations K* =0, ot (KA) sont r fonctions
réelles indépendantes sur Q, alors L est engendrée, d’une fagon équivalente, par la famille de

Morse F: QxR - R: (g; KA)HG(Q)+KAKA (@), ot G:Q—>R est une extension
quelconque de G a Q.

Soient Q et A deux variétés. Une relation symplectique de T* Q & T* A est une sous-variété
Lagrangienne R de la variété symplectique (T*Q x T*A, — PIg 0o +pri ©,) ou prg, et pry
sont les projections de T*Q x T*A sur T*Q et T*A respectivement. R est alors localement
engendrée par une famille de Morse —S : Ux A - R ot U est un ouvert de Q x A, avec
des équations du type :

ds 0S 0S
b

3 e Eoget e 0= ——
( ) pt aql S 4 662%’ 6;\,A’



678 — Serie 1 C. R. Acad. Sc. Paris, t. 294 (7 juin 1982)

ol (¢*, p;) sont coordonnées canoniques de (P, ®) et (¢%, p;, ¢, p;) sont les coordonnées
correspondantes sur TP.

On appelle systéme (dynamique) homogene un triplet (P, o; C) ou (P, ®) est une variéteé
symplectique et C une sous-variété coisotrope de (P, ®). Posons A=(TC)" [(§) dénote
lorthogonal symplectique]. On sait que A est un sous-fibré intégrable de TC. Clest
convenable de regarder A comme une sous-variété de TP. On voit alors que A est une sous-
wariété Lagrangienne de T (P, o) engendrée par lafonction nulle sur C [3]. Si Cest localement
définie par des équations C*=0 (a=1, ..., I: I=codim C), alors A est représentée par les
équations d& Hamilton :
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En effet A est engendré par la famille de Morse F (¢, p;, p)=p,C?(¢', p;), avec (n,)eR’
[voir (4)]. La coisotropie de C se traduit dans les conditions d’intégrabilite { ce CP } [E=0
[{ , } crochet de Poisson sur (P, m)].

Soit Py I’espace quotient de C par rapport au feuilletage caractéristique de C (une
caractéristique de C est une variété intégrale connexe maximale de A). Supposons pour
simplicité que Py ait une structure différentiable telle que la projection naturelle p : C — Py
soit une submersion; on dit alors que (P, ) est globalement réductible par C (s’il n’est pas
ainsi les considérations a suivre sont locales) [4]. Dans ce cas on sait que Py, est muni d’une
forme symplectique oy telle que p*og=1%® (ic : C— P est I'injection de C dans P).
Posons (P, )= (P, o) : c’est I'espace symplectique réduit de (P, o) par rapport a C ou
espace des mouvements du systétme homogene (P, m; C). C’est convenable de regarder le
graphe dep comme un sous-ensemble de PxPg. On sait alors que
[Cl={(p, b)eP x P, peb} est une réduction symplectique de (P, o) sur (P, @) appelée
réduction de (P, ) par rapport a C ([4], [5]).

Appelons A={(x, y)e C xC; p(x)=p (v)} la relation intégrale de A. C’est convenable de
regarder A comme un sous-ensemble de P xP. On voit alors que A est une relation
symplectique sur (P, ®) et que A=[C]'o[C] (composition de [C] par la relation
transposée [C]’) [5]. On peut déterminer la relation intégrale A parintégration des équations
d’Hamilton (5) ou bien par une méthode indirecte : la méthode de Jacobi. Nous supposerons
dans la suite (P, 0)=(T*Q, a).

Dermvrrion 1. — Nous disons que une famille de Morse S : U xA — Rsur Q (U< Q) est
une solution de I'équation & Hamilton-J acobi associée au systéme homogene (T*Q, og; C)sila
variété Lagrangienne engendrée par S est contenue dans C. Une solution est dite réguliére si
elle est tout sumplement une fonction sur un ouvert U de Q, S : U—R.

Une telle fonction S(¢', A,) doit donc satisfaire les équations locales [voire (2)] :
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Plus généralement, soit la fonction S définie sur un ouvert U= Q x A x A, ol A est une
variété différentiable, telle que la projection de U sur A est surjective. Pour chaque a€ A on
considére 'ouvert U,={(¢g, A)eQ x A; (¢, a, 1)e U } de Q x A et la fonction S, : U, = R :
(¢, A)—>S(g, a, X).

DerFmuTioN 2. — On appelle une telle fonction S une intégrale (locale) compléte de
I’équation d’Hamilton-Jacobi associée & (T*Q, o; C) si :

(1) chaque fonction S, est une famille de Morse sur Q;

(i) les sous-vari¢tés Lagrangiennes {L,},., engendrées par {S,},., donnent un
feuilletage sur un ouvert C de C;

(iii) les caractéristiques de C ont des intersections connexes avec les L. Si C=C on dit
que S est une intégrale compléte globale.

Si dim Q=n, codim C=/,dim A =r, on a nécessairement /<n et dim A=n—/. Si(g"), (¢*),
(Ly) sont des coordonnées sur Q, A, A respectivement, les conditions (i) et (ii) sont
localement traduites par la maximalité du rang (=n—/+r) de la matrice suivante :
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Les équations (6) sont aussi satisfaites.

THEOREME. — Soit S une intégrale compléte selon la définition donnée. Alors : (a) la
Jonction —S, interprétée comme famille de Morse sur Q XA, engendre une réduction
symplectique R de (T*Q, ®q) sur une sous-variété onverte B de T*A; (b) la réduction R est
isomorphe d la réduction de (T*Q, wqy) par rapport a C, c’est-a-dire (voir [4]) il existe un
symplectomorphisme v : (B, ) = (T*Q, wo)g (g : B> T*A est linjection) tel que
R=T,[C] (' =graphe de v); (¢) A=R*oR est une sous-relation ouverte de la relation
intégrale A.

Démonstration. — On voit aisément que S est une famille de Morse sur Q x A. Donc des
équations du type (3) définissent une sous-variété Lagrangienne R de T*Q x T*A. Pour
chaque peC il existe un a < A unique tel que pe L, (hypothése du feuilletage). R est donc le
graphe d’une application p : C —» T*A. Pour la relation tangente TR on a la représentation
locale suivante [avec les équations (3)] :
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De (8), on voit alors que dim Ker Tpf) —Jen chaque point pe C. Donc p est une submersion
et I'image B=p(C) est un ouvert de T*A : (@) est démontré. La condition (iii) dans la
définition 2 implique que la réduction R a fibres connexes, donc (b) est une conséquence du
lemme 1 de [4]. De ToR=[C] on tite A=ReR=RfoIoToR=[C]'c[C]. Puisque les
caractéristiques de C ont intersection connexe avec celles de C, on a AcA. Des
considérations locales montrent que A est ouvert dans A (QED.).

Remarques. — (9) L’espace symplectique réduit (t*Q, mg)e s’identifie d’une maniére
naturelle avec une sous-variété ouverte de 'espace des mouvements (T*Q, o). Une
intégrale locale compléte donne donc un symplectomorphisme d’un ouvert B du fibré
cotangent T*A sur un ouvert de (T*Q),;. Des coordonnées canoniques sont alors induites
sur (T*Q, oq)¢; par des coordonnées sur A. (10) Si I’on suppose qu’il existe une variété A
telle que (T*Q, wg )= (T*A, o3) on peut considérer la réduction [C] engendrée localement
par une famille de Morse sur Q x A. L’étude qualitative de cette fonction nous conduit &
formuler la définition 2, donc & concevoir la méthode de Jacobi dans sa généralité. (11) La
connaissance d’une intégrale complete globale nous donne la relation intégrale A
entiérement : si C=C, alors A=A. En général une telle intégrale n’existe pas; on peut alors
construire A par morceaux, par la connaissance de plusieurs intégrales complétes locales
(voir [5]). (12) Le théoréme démontré est aussi valable dans le cas ou T*Q n’est pas
globalement réductible par rapport a C [6].

(*) Remise le 22 mars 1982.
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