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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Structures de séparabilité sur une variété
riemannienne de signature quelconque. Note (*) de Sergio Benenti, présentée par André
Lichnerowicz.

Par une méthode basée sur la notion de structure de séparabilité on trouve 'expression géné;ale d’une métrique
telle que I’équation d’Hamilton-Jacobi des géodésiques est intégrable par séparation des variables.

By amethod based on the notion of separatibility structure we find the general expressions of a metric such that the
Hamilton-Jacobi equation of the geodesics is integrable by separation of variables.

L’étude des cas ou les géodésiques d’une variété riemannienne peuvent étre localement
déterminées par séparation des variables dans I’équation d’Hamilton-Jacobi

(1) gio,Wao;W=c

peut €tre basée sur la notion de structure de séparabilité quon a introduit d*une fagon naive
dans [1]. On veut ici en esquisser une définition plus précise et les propriétés les plus
significatives [2].

DerFINITION 1. — Une carte (U, (x ') d’une variété riemannienne (V ,,, g) est dite séparable si
Iéquation (1) admet une intégrale compléte W=W (x%; a,) telle que 0,0 ;W=0 pour i#j,
c’est-d-dire telle que

Wx’,a)=Wi(x'a)+W,(x%a)+ ... +W,(x"a)).

J

Cette intégrale est appelée intégrale séparée associée a la carte.

Une intégrale compléte est donnée par un feuilletage local de sous-variétés lagrangiennes
de T*V, (avec la structure symplectique canonique donnée par la forme dp ; A dx ) dont les
feuilles sont des sections contenues dans les sous-variétés d’équation gp;p j=c. Un tel
feuilletage est déterminé par une fonction réelle locale W sur un produit V, x A ol A est une
variété de paramétres de dimension n, satisfaisant I’équation (1) pour des valeurs admissibles
de ¢; les feuilles sont définies par les équations p ;=3 ; W[3].

DEFINITION 2. — Deux cartes [U, (x?) et U’, (x")] autour d’un point x,€V, sont dites
S-compatibles en x, si elles sont séparables et si les feuilletages engendrés par les intégrales
séparées correspondantes coincident sur un ouvert U cUAU’, tel que x,eU",

La S-compatibilité est une relation d’équivalence dans la famille des cartes séparables au
point x .

DerFINiTION 3. — Une structure de séparabilité (ou S-structure) au point x,eV, est une
classe d’équivalence de cartes S-compatibles en x,.

L’¢tude systématique des S-structures est facilité par des classifications convenables. Une
premiére classification est donnée par la classe, une deuxiéme par lindice.

DEFINITION 4. — Une S-structure est de classe r si r est le nombre maximal de coordonnées
ignorables [4] qu’on peut trouver dans chaque carte représentative.

La classe est un entier contenu dans I'interval fermé [0, n]. On peut reconnaitre la classe
d’une S-structure a partir de la définition et du théoréme suivants :

DeriNiTioN 5. — Une coordonnée x* d’une carte (U, (xY)) est dite de premiére classe (ou
quasi-ignorable) au point x si autour de xo on a 8;9;,=0 pour j, h#i. Sinon elle est de
deuxieme classe.

TukoreME 1. — La classe d’une S-structure est égale au nombre des coordonnées quasi-
ignorables d’une carte séparable représentative quelconque.
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La preuve de ce théoreme est basée sur des lemmes qui sont aussi intéressants pour autres
applications.

LemMme 1. — Si (U, (x %) est une carte séparable d r coordonnées quasi-ignorables au
point xo€ U, il existe une carte S-compatible en x a r coordonnées ignorables.

Preuve. — On voit que les conditions de séparabilité de I’équation (1) (déf. 1) sont les
conditions d’intégrabilité du systéme :

i [NrE] .
2) 0;m;=0 (i#)), aini=—E(QUTCJ')_laighknhnk: ou m;=0;W.

J

On adopte la convention suivante pour les indices; o, B, ... =n—r+1, ... nde premicre
classe; a, b, ... =1, ..., n—r de deuxiéme classe; h, i,/, ... =1, ..., n. Si 'on pose

o i
Bé=g"6qgai—§g’°‘5a9m (o0 n.s. [3])

les equations (2), pour i=a donnent d,m,=B/n ;. En dérivant cette équation par rapport
a x“ on trouve, selon (2) :

0,BLg;ni=—B20,gun"n*(x)" ! (an.s.). ou mi=gin,
Puisque cette relation doit étre une identité en les (), on a nécessairement B¢=0 autour

de x,,desorte qu'on a aussi 8, Bf=0. Donc dans un voisinage de X le systéme (2) conduit
a un sous-systéme contenant les (m,) seulement :

3) dpm,=0 (a#p), d,m,=Bln,,
ou les (Bf) contiennent des variables de premiére classe seulement; autour de x, toute
B B

solution est du type m,=cy&, ou les cp sont des constantes et (§,) des solutions

p
indépendantes (det || &, || #0). On vérifie que les équations

B
4) dyP=t,dx%,  dy"=dx
définissent des coordonnées d’une carte S-compatible et que les (yP) sont ignorables.
QED.
LeMME 2. — Soit (U, x ') une carte séparable avec (x° et (x*) coordonnées de deuxiéme et

premiére classe respectivement, au point x,. Une carte sur x,(U’, (x")) est S-compatible si et
seulement si dans un voisinage de x, on a :

(5) g =Rk da®, A =ESdn",
ou (&,) et (&%) sont des fonctions satisfaisant aux conditions :
(6) 01 8p=0 ('#4a), 3 EE+EREPBI=0 (' i),
Preuve. — Soient W et W' les intégrales séparées associées aux deux cartes. S'il y a

S-compatibilité on a
0;0;W=0 (i#]); 0,08, W'=0 (i"#j); 0, W'=ELd;W,

ou &/ =0, x"; donc par (2) et (3) :

C a 1 o) ai = 27 »if
@,-'éﬁnﬁiﬁé?Bsﬂa—iéﬂ%ﬁaag”‘nhm(g ) t=0  ('#));

le dernier terme ne peut pas étre linéaire en les (), donc il doit s’annuler séparément, d’ou (5)
et (6).
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LeEmMME 3. — Deux cartes S-compatibles ont le méme nombre de coordonnées de deuxiéme
classe; elles coincident a un changement d’échelle pres.

Preuve. — De (5); et (6); on voit que toute carte S-compatible avec (U, (x%) a
n-r coordonnées qui coincident, & un changement d’échelle prés, avec les coordonnées de
deuxiéme classe (x). L’hypothése que deux cartes S-compatibles ont un nombre différent de
coordonnées de deuxieme classe implique contradiction.

Preuve du théoréme 1. — Soit r le nombre de coordonnées de premicére classe d’une carte
d’une S-structure de classe *'. Le lemme 1 implique : » <r’. D’autre part il y a r coordonnées de
premicre classe dans toute carte de la S-structure (lemme 3), donc ' <r puisque toute
coordonnée ignorable est de premiére classe.

DEFINITION 6. — L’indice d d’une S-structure au point x, est le nombre de coordonnées de
deuxiéme classe (x®) d’une carte représentative telle que g*°=0 dans un voisinage de x.
Le lemme 3 rend valide cette définition [6]. Une S-structure de classe r et indice d est dite
une S, g-structure. Dans une variété riemannienne propre l'indice est toujours zéro.
Adoptons la convention suivante pour les indices de deuxiéme classe :

~ o~

a,b,...=1,...,m—d pour g“=0, ... (m=n—r);
a b, ...=m—d+1, ..., m pour ¢“=0.
TutorEME 2. — Pour une S,-structure il existe des cartes (V, (yY), dites séparables

normales, ou les coordonnées de premiére classe (y*) sont ignorables et telles que les

i S . - g ai =
composantes (g9) de lu métrique satisfont les conditions : (i) g=0 (pour i#a) et
ab o ala Bla

g=0; (1) g ¢,g =0 pour b+#a.

LemMmE 4. — Dans toute carte d’une S,-structure on a :

(7) g®=0 et g¥0,4™=0  pour a#b.

Les conditions (7), (qui est bien connue) et (7), résultent des conditions de séparabilité
données par Levi-Civita [7].

Preuve du théoréme 2. — Soit (U, (x')) une carte d'une S, ;-structure. On peut supposer que
les coordonnées (x*) de premiére classe sont ignorables (lemme 1). Puisque g* %0 il vient
de (7), : 0,(9™/9**)=0(b+a), donc gaazeg g“(an.s.) ou chaque 62 est au plus fonction
de x“. Les équations : dy®=dx*, dy*=dx®*—02dx" définissent une carte séparable normale.

THEOREME 3. — Dans toute carte séparable normale, (V, (v) d’une. S, a-structure, les
composantes non nulles du tenseur métrique ont la forme suivante [8] :

aa ast 2p af

8 g=u. g=8;u" (an.s)  g=C,u"

: - ; ; e IS 3 b
ou : (1) (u®) est la m-ieme ligne d’une matrice m xm (u®) partout réguliére, d’inverse (u,),
m b

b o ap
(i) u,, 8;, G, sont fonctions au plus de la coordonnée correspondant d

Pindice inférieur.

Preuve. — De la condition (ii) du théoréme 2, on a

9) g=0-° (an.s)
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o - . 5
ou 0- est fonction de y* au plus. L’équation d’H.-J. donne

oG = ap
(10) gu+jiu-+4gc,cp=c
ou o
u-=(0; W)?, u;=2¢,0;0:W et o, =0, W=L1g
On peut choisir les paramétres (a ;) dans I'intégrale compléte W de sorte que a,=c et a,,=c.

. aa b =b o
Par définition de (10) par rapport aux paramétres a, on obtient : g u; + ) ;= 62 On veérifie
) b , 3 2
que (ﬁa) est une matrice réguliére telle que d;u,=0 pour i#a. Donc, si (g{ ) est 'inverse, on

af
a (8), et (8), [par (9)]. Par dérivation de (10) par rapport a a, et ag on obtient pour g unc

expression du type (8);.

TuEOREME 4. — Dans toute carte séparable d’'une S, -structure les composantes de la
métrique ont la forme suivante [8] :
(11) gu=u", ¢“=0, ¢®=0 (a#D)
B "
GE=E% y* [M.8) grE=ErEPTy A,
B m . v m

ou : (i) (u®) sont des fonctions du type du théoréme 3; (ii) (£¥) est une matrice r X partout
m

n
u K p

. o "
réguliere, d’inverse (5,); (iii) les fonctions &,, 0,, M, dépendent au plus de la coordonnée
correspondant a lindice inférieur.

Preuve. — Si (y') sont des coordonnées séparables normales, on a (lemme 2):

dy®=dx*, dy°‘=éidxi ou 8J—°E:i:O pour j#i. Les formes (11) se déduisent de (8) par une
simple transformation des composantes, avec les substitutions :
wooow v woomw v ovom
e T L

Ce théoréeme généralise aux meétriques de signature quelconque des reésultats connus pour
des métriques positives. Dans la littérature on considére souvent des metriques séparables du
type (8); le théoréme 3 dit qu’il n’y a pas perte de généralité en utilisant des coordonnées
s¢parables « normales ».

Il résulte de (8), que les tenseurs (Ib(), de composantes

B ap ai

0.4 (an.s), K=C.u% K=0(i#£a.
b b b b

K=y, K

b b b

ada ao

=7
Il
=

sont des tenseurs de Killing permutables (avec K =g).

(*) Remise le 29 octobre 1979.
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