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Sommario — Vengono stabilite alcune notevoli proprietd intrinseche delle va-
rieti riemanniane delle configurazioni dei sistemi dinamici separabili, in parti
colare 1'esistenza di gruppi abeliani di movimenti., Si dimostra 1'esistenza di
particolari classi di coordinate separabili, dette "normali", tramite le quali &
possibile stabilire in maniera assai semplice la forma dei coefficienti dell'e-
nergia cinetica e del potenziale necessaria e sufficiente per la separabilita.

Abstract — We state some intrinsic properties of the Riemannian configuration
manifold of separable dynamical systems, in particular the existence of Abelian
groups of motions, We point out the existence of a class of particular separable
coordinates, called "normal", by which it is possible to give in a simple manner
the necessary and sufficient conditions on the kinetic energy coefficients and
potential function for separability.

1, Introduzione

Un sistema ad n gradi di libertd, a vincoli indipendenti dal tempo, conserva
tivo, & detto separabile se ammette un sistema di coordinate lagrangiane .zz
(gli indici latini L ,j «es S'intenderanno variabili da 1 a n) tale che 1l'equa
zione ridotta di Hamilton-Jacobi:

(1) 3al qwow - U - E (d=2)
dove gli cfi sono i coefficienti dell'energia cinetica }<:=j% qf&f? 5 U &
il potenziale ed E 1a costante energetica, ammette un integrale completo espri

mibile come somma di funzioni di uma singola coordinata, cioé del tipo:
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(2) W= 2 W ()

i=1

dove con ¢ & da intendersi un insieme di n costanti arbitrarie essenziali.

Poiché i sistemi dinamici separabili costituiscono gli unici casi in cui il
metodo di Hamilton-Jacobi & stato utilmente impiegato per 1l'esauriente tratta
zione di un problema dinamico, & chiara 1'importanza, non solo dal punto di vi
sta teorico, di poter produrre dei criteri di separabiliti, ciod dei criteri
atti a stabilire se un assegnato sistema dinamico pud ammettere, o ammette, un
sistema di coordinate separabili, Nel passato, e fino ai nostri giorni, ci si
¢ perd rivolti alla soluzione di un problema ristretto, cioé alla ricerca della
pilt generale forma delle funzioni al ed U affinché l'equazione (1) ammetta
una soluzione del tipo (2). Occorre tuttavia tener presente che la separabilitd
¢ una proprietid connessa non solo alla opportuna scelta di coordinate ma, prima
ancora, alla natura del sistema dinamico; in altri termini & la struttura intrin
seca del sistema che pud o no permettere 1'esistenza di un sistema di coordinate
separabili, Di qui la necessiti di indagare sulle proprietid intrinseche cio&, in
un primo approccio, sulla struttura riemanniana delle varieti delle configurazio
ni dei sistemi separabili. A tale scopo si possono usare vantaggiosamente le tec
niche ed il linguaggio della geometria differenziale che, oltre alla formulazio
ne sintetica della meccanica analitica, fornisce utili strumenti ed una guida si
cura nell'affrontare e risolvere problemi di questa natura. Come infatti ad esem
pio si vedrd, sard proprio la conoscenza di alcune "proprieti geometriche" che
consentird di risolvere senza sforzo il problema ristretto, su cui da decenni ci

si & dibattuti infruttuosamente,

2, Osservazioni su alcuni contributi alla soluzione del problema "ristretto".

Com'd ben noto, nel 1891 StHckel [1] caratterizzd col suo famoso teorema il
potenziale e 1l'energia cinetica dei sistemi separabili nel caso particolare in
cui quest'ultima & in forma ortogonale (contiene cioé solo termini quadratici
nelle velocitd lagrangiane). Nel 1904 Levi-Civita gettd le basi per la trattazio
ne completa del problema stabilendo le condizioni differenziali sulle funzioni
K ed U necessarie e sufficienti per la separabiliti, dopo di che affrontd
la loro integrazione portandola a termine solo per il caso bidimensionale, men

tre per n>2 qualsiaisi considerd un caso particolare, che porta il suo nome,

































